EL. PROBLEMA DE LA PLACA RECTANGULAR
APOYADA Y SUS DERIVACIONES

Por RAMON VIDAL DE ARTAZA,

Ingeniero de Caminos,

Se refiere of wutor a e articulo blicado en anestro witimere de seplicmbre de 1955, en el que
se prosentd ana solueidn general para la ecuacion de las placas, y se propone en ¢l presente

articilo resolver el problema en

In la Ruvisra ve Ouras PUsLicas de septiem-
bre de 1935, ¢l autor del presente trabajo publico
una solucion general para la ecuacion de las placas,
que se aplich a tres problemas caracteristicos de las
placas circulares, Dicha solucion es la parte real de

R N p— :
W= ;Eﬁ{@—mbw¢Mwu~m+

%wuﬁ+ww"

t

en donde g, representa ¢l punto de aplicacion de la
carga unidad; /i es el espesor de la placa; Iy v lus
constantes clasticas, y las Tunciones ® y ¥ son fun-
ciones holomorias de la variable compleju & dentro
del contorno de la placa, Para cada caso, los valores
@ y ¥ se deferminan por las condiciones de li sus-
tentacion en los hordes,

Iin el presente trabajo se resuelven cuatro pro-
Blemas de contornos libremente apoyados, que son:
ol de lu placa rectangular, ¢ de la faja iudefinida,
o de lu faju semiindefinida y el del cuadrante de
plano. Tin todos cllos se llegn o expresiones en tér-
minos finitos con funciones conocidas, Tl problema
de Ta placa rectangular hace intervenir, como era de
prever, las funciones clipticas pa y £ de Weiers-
trass. Los otros problamas podrian  considerarsc
como degeneraciones de la solucion de la placa rec-
tangular, pero los hemos resuclto por el mismo método
operatorio que, como se verd, cs muy simple. Camo
es sabido, los momentos flectores hajo una crga con-
centrada, son infinitos en la teoria de las placas del-
gadas v del orden de log (2-— ). Hsta discontinui-
dad hajo el punto de aplicacion de la carga, desaparece
en cuanto se suponme repartida la carga sobre una
superficic finita, por pequefia que ésta se.

Ton cuanto a la utilidad de las soluciones, creemos
evidente la de las fajas indefinida y semiindefinida
v la del cuadrante de plano, expresadas en funcién
de lineas hiperbolicas y Tunciones logaritmicas; como
no es corriente ¢l disponer de tablas de las funcienes
p &, Lg, puede discutirse la utilidad- de la solucion,
para la placa rectangular, en tanto no sc disponga de
clementos para el calculo rapido de dichas funciones,
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Placa rectangular apoyada.

1

I solucion general de la ecuacion de las placas
W= (7~ 20) [(2 — 20) log (2 — 20) -+ @ (2)] - W(2), U]

en donde @ y W son funciones holomorfas de 2 den-
tro del recinto de la placa y en la que se supone que
en ¢l punto g estit aplicada Ta cargn aislada
2n E ¥
3(L—

P =

!

debe satisfacer, en caso de libre apoyo en sus cuatro
hordes, n las condiciones:

W = O
29 .
EW 0 o los hordes paralelos a0 O Y5
3 x* )
%ﬂ =0 on los bordes paralelos & O X,
2 y‘,}

Siendo, por otra parte,

W N
T 20 enlos hordes paralelos @ O X
g Xt ’
el )
2V en los bordes paralelos a O ¥
oyt ‘
deberd ser en todo el contorno:
W= 0 AWs=O0,
Notaciones.
Usaremos el signo = en ¢l sentido ordinario; el

signo = cntre dos expresiones significard que ambas
tienen igual su parte real, Los signos p, ¢ represen-
tan las funciones elipticas de Weicerstrass, y log pe-
riodos serdn: el real, 2wy el imaginario puro, 2y,
y 2wy serd el otro vértice, distinto del origen del
rectdngulo de los periodos 2wy = 2w + 2wy, Usa-
remos, ademas, las conocidas notaciohes:

Loy=ry; Guy=mne; CQuy=ngj M= + -

205



Lstos valores estan ligados con los semiperiodos
por la conocida relacion:

My Wy — hy Wy == § e

[

i1 guion superior sobre una cantidad expresa su
imaginaria conjugada,

Calculo de A W.

Con estas notaciones se tiene:

2 W '
S et IR b
FETR) 1 tog 20+ 52 ) S
dz dz
oW . (1]
x E—-il(Z'—Zo) log (z—zo)-{-rb]+
- d v
I [t o e 20 S| 40 G
2 e d
SZV »:,—-2[1 - log (2 — 2¢) ”——d%-l -
T 2 4w
=) | |
ot dod 12
221 4 log (2 — 20) 4 22 ] -
2| e~z 2
1 e dv
=2l [ 2 — 2 I dz® ] dzt

e las dos altimas se deduce:
fI’
AW=4|1+ log(z—zo) -p —1-
dz
Como debe ser, sobre el contorno,

AW=0;

J

p . . .y ,
; es una funcidon holomorfa dentro del rectan-
dz

gulo, debemos determinar esta funcién de manera que
su parte real coincida, sobre el contorno, con Ia de la
funcion — 1 —log (¢ — &), 0 sea:

d @ :

—— = — | —log (z — 2y) .

dz

Sabemos qué la funcion p ¢-es real sobre el rec-

tangulo de los semiperiocos y que, ademds, toma va-

lores imaginarios conjugados en puntos simétricos
con respecto al eje real; asi, pues, la funcion;

Pz — Pz
pz—p2
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sera unimodular sobre el contorno el rectangulo de
los semiperiodos y, por tanto:
PZ— P2

log =
P2—pZ

tendra nula su parte real: se deduce de esto que
Pz — Pz

— 1} log — = — 1 —log (z — 2y).
(2—2)(pz— pzi)

La primera es, ademds, holomorfa dentro de! rec-
tangulo de los semiperiodos por no tener ceros ni po-
los su parte logaritmica dentro del referido rectin-
gulo, y por tanto:
Codo

== = — 1 - log
1z = log

PZ— PR
(p2—pz) (g~ 2)

(3]

Podriamos determinar la otra {funcidn ¥ sustitu-

. yendo el valor de @ en la expresion de W/ y determi-

nando ¥ de modo que 1/ = (); pero como esto pre-
senta evidentes complicaciones, vamos a determinar
&} |I "

o2
:—1———— con Ta condicién de que —é——‘u‘i = 0 en el contorno
2 X!

de la placa, que coineide con el del rectingulo de los
semiperiodos,

La primera expresion de las [2] nos da;

i

a\ [ do
—~—~-.—2| log<>—zo)+—--]—~
dz | dz
----- 1 a: o
TR [ 2
A dz®

y sustituyendo en el segundo miembro ¢) valor deter-

. dod
minado para T

b4

~

awv —2log LEZPZH
PZ2—p2

dz*

- GETR) P z(p2z—pz)
(pz—p2)(pz—pz)

13

Como el primer término del segundo miembro es
unimodular sobre el contorno, sobre él serd;

W ——— 'z(pz—pz
T e a Lk It L SR
dz®

wz—p%sz~p%

Determinemos antes una funuun A (e ) holomorfa
dentro del contorno tal que:

AE——(z—i-z)p"z(pzo—P;o);

observando que p gy — p 2y es imaginario puro; que
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P’ ¢ es real sobre los lados O wy Y oy wy del rectangulo
¢ imaginario puro sobre 10s o, w2y Oy, y que

z--7 real sobre O n,
z —l—_z: = 2w sobre oy g
z-z real sobre  wy wg 15)
z4+z=0 sobre O oy
se tendri
“"A=0 sobie O w,
A= —2uwupe(pz—p 7o) sobre wy wy
0
A=0 sobre Wy wy 10}
A=0 sobre O wy

T.a funcién A puede determinarse por medio de

Ja formula que resuelve el problema de Dirichlet en

¢l cireulo, con el cambio de variable:

. z—pZ

7 = _B___.__p—__—n-'

pz— P&

que clecttia la répresentacion conforme del rectdn-

gulo O vy, o, wy sobre el cireulo unidad, Desarro-
llando los caleulos, que omitimos, se ohtiene ;

41w [
A== (2 — 20 P 2w G 22w 7]

-
1

Pademos comprobar, a posteriori, que esta {uncion
verifica las condiciones {6 ; en efecto:

1,2 Sobre Qwy, &y & son yeales, vy ws, gy SO0
finaginarios puros; y como p'gy ) Son reales, toda
ln expresion [7] serd imaginaria pura, y por lo tanto,

A= 0.

2.9 Sobre my op €8 & == wy i M $e tiene, acdemds,
aplicando el teorema de adicion de la funcién £ g

£ 41 y) = e o =B e g (i),
2 pu=pliy

En esta expresion se tiene;
p' my = 0
p' (i y) = imaginario puro

paoyypliy)
L w = = real

son reales

& (i y) = imaginario puro,
Ia parte real de paréntesis de [7] serd:

"~

Sy Ny Wy Mg = i

l\)}l

A BRLL 19358,

y por ser p'e imaginario puro sobre wy, mn, la parte
real de A4 sera:

"4y —_ T -,
AE—:’l(zo—zu)p z——é———_-—le(z(,——zu)p 2,

3.9 Sobre oy, vy €8:

2= X g

E(x A wg) = A pXmP e § X A= Gy
2 px—puy

p'wy =0

'

p'x = reul
pxypuwy reales
¢ x = real

£ oy = 1y = imaginario puro,

La parte imaginaria del paréntesis de [7] serd
m, ¥ pOr ser p'e real sobre we, oy, la parte real de i
sera;

4w, -
— (20— 20) P' 2 (031 — waMy) = 0.
1
4.9 Sobre O wy es!
' z=1y
£ (i y) = imaginario puro ;

y, por lo tanto, lu parte real de # serd:
A=0.

Una vez comprobado esto es Tacil ver ques
@ 1 - -
= e (20 p 2 (P 2y = P 2o)
2 (pz—pa)pz—pa)
+A-Fzpz(pz—pall

ya que (p—p &) (p&— peo) es real sobre ¢l con-
torno,
Se tiene, finalmente:

a2 __ pe2lp 20= P 20 “z+z"5+
dz (pz—pzo)(pz—-PE:n)
,.l.. M_)‘_ ((‘1)3 tz—2 7};\‘-\ ' lsl
=

Hay que notar que la funcion del segundo miem-
bro no es holomorfa dentro del rectingulo, ya que
tiene' un polo simple en & == &y; PEro ¢s facil encon-
grar una funcion holomorfa dentro de dicho recinto
y que tenga la misma parte real sohre el contorno,

En efecto: si llamamos

41wy
—_—

—~ ~ 4
F(zy,2) =20+ 2+ — - (w3 6 20 — 2 M)i

- - 4 - -
F(zg,2) =20+ % + '"i—x('lﬂ‘ (wg & 29 — 2o My)s
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lus expresiones F (e, 20), I Ry 8 o) serdn Imaginarias
um)u“ud‘\s DOT Ser ay, gy IMaginarios puros, Ll coefi-
ciente del término polar del segundo miembro de [8]
seri; :

Pz (p 2y — P 2g) (2 — 2g)
2(pz—pa)pz - pz)

Al (my bz—2z ql)-‘

lim Z 2o+

F (2o, 7:'—(;)

Como, por otra parte, por ser p g real sobre ¢l con-
torno, se verificn, sobre el contorno:

0 2, - >y -
P LA N F (20, Zp) -+ —P R F(z,2) = O,
Pz —p2 Pz

resulta que;

Pl o PR F )+
z— 2, pz—pz
) 2 o F (20, 70)
O A Y PR G
pz—pz 2= 7

siendo, ademds, holomorfa dentro del recténgulo
funcion del segundo miembro,

De esto se (cclmc finulmente, como c\pxcsmn de
a

dz*

a iy

P2z —p7)
dzt (p

p=pa)(pz—pz)

‘(m“ tz—z n;.)]

-+ Ay

—_
e

fr (g G 2o — 7 ‘r;)]-k
- (g € 29 — 29y bz — D2
,‘]..—4—-1—(—'—"- ((l)gC;c*EO"iu)].

s

y sustituyendo en [2], después de hacer

Flz)=12+4 2+ diw ‘((u‘,.,z——zq.,),
Iy

= 2log PET P20
pz—pz

P ERz=p
(pz—pa) (pz—pz)

__.._i.zi.___ﬂ F(Zo; ZO) - __-.-E z“
pz—pz pzfpzn

F(z,2) —

F (zy 20):

EW L EW g P PR

9 xt 9 yi [)2'“1)%

De las expresiones: [11] se pueden deducir las de
los momentos flectores por las formulas conocidas.

. 208
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Izl momento de torsion se deduce de la expresion [1]
formando la derivada;

N N 2 i
dx3dy ' Sl a7 d?
0 hien;
2w, p'Z(p 2~ p Z) Fl(zz2) —
3x0dy (pz—pa)(pz —pz)
ipzy .- i# 7
__.__1_)__".,_5(20; zu),.i_,,..__”..f‘)” F (20 20). [14]
pz-—pz Pe—pezy

Banda indefinida por ambos lados de ancho a
con carga en z,

Siendo la funcién

-4

th -

a
real sobre las rectas:

y=20; Y= a
la funcién;

th =2 — tn 220,

a a
> !
T2 T 2
th —— — {h —
a a
y por lo tanto, la;
T
sh = (2 — 2;)
a
'
L] —
Sh - (2 == 29)
a

seran unimodulares robre el contorno de la bhanda de-
finida por las dos reetus citadas y se podrd escribir:

w .
sh—(z — 7)
a

d o
log

dz

= — ] ..I.n

[15]

(¢ — 2)) sh == (z — Zo)

a

Analogamente a lo tratado en el caso de la placa
rectangular, se tendra:

T
ch —— (Z — ~0)

ae T
. (2~ 2) P

g (2 — #)
a

ch-%- (2 = 7)
% a

sh-=~ (2 — z)

o hien;
- —
, sh —— () — 2)
az n o a
LA 2 g
dazt - a

sh -— (2 —=¢) sh X (z — 20)
a a
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Si consideramos la funcion:

sh ~= (29 — )
3 — 4
— "= (2 +7) ——— ‘
sh —— (2 — 2o) sh — (2 — 2)
a a

A

Hl

se observa que, siendo el denominador real, sobre el

contorno de la banda, ¢ imaginario puro el factor

§ IS (gy —2g), Ja uncidn 4 serd imaginaria pura
a .

sobre ¢ dicho contorno, y por lo tanto:

T -
S e (29 — 2y)
a

P
———F =
a ’ ™ -

sh == (2 — 2,) sh == (2 — 2)
a a
™ -
sh——(zy — 20)
T a
T e 2 -
a

sh == (2 — z)) sh—= (2 — 2,)
a a

y sustituyendo en [15] se obtiene:

sh = (2 — o)

a: : -
__“_E_f'__(z,_{_ Zy) .17
dz® a

he s _
sh == (2 — 2g) sh —— (2 = 2)
a a

Para encontrar la funcién holomorfa, cuya parte
real coincide, sobre el contorno, con la parte real del
segundo miembro de [17], observamos que cl coefi-
ciente de su parte polar en ¢l entorno de g =g, es:

sh —— (2o — Zq)
a

coom - z2— 2z : -
lim - (z - 2) . . =2y R
&= . ond
# sh—— (z — 2o  sh~— (z2—2)
a a

y por lo tanto, y sobre el contorno:

ntzn 8 ATA
- a T
£ 4 sh—— (2 — 2y)
a
| ® 2y + %o Zot2y
T "~ !
a Z - Z()

sh - (z - 2)
a

obteniéndose asi, linalmente:

sh——(2g — Z0)

a —
Frall b S
? a sh == (2 — z) sh—— (z — 2)
a a
T - 1 1
- F (70 + ) . - 1: —
sh—— (2 — 2p) sh—— (z — 2o)
a a
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De agui se deducen lus expresiones de lus deri-
vadas parciales segundas del corrimiento W de la pla-
¢, que se necesitan para ¢l cdleulo de los momentos

llectores y de torsion, por sustitucion en [2] y [13):
. | sh—— (7 — 2,)
L =2log — T
. Sl e (2 — Zg)
a
sh-T (2g = 20)
w «
- -;; (2 2) co -
sh=2 (2 = 2,) sl -— (2 = 2)
a a
= o 1 \
-7 {2y -1 2) e =
sh—— (2 = 2)
a
— ] -
sh == (2 — 2,
a
(19]
sh — Z —
W o, W (# = &)
A4S =4 log e
3 xt e % -
sh~—= (2 — 2)
a
T
sh——(2y — 2
P W . _ 0 (& o)
dx dy =1 s (4 2) 7 -
sh-2 (2 — 2y) sh— (2—2,)

Banda semiindefinida limitada por las rectas
x=0, y=0, y =—a con carga concenirada en

el punto z.

. . we
Siendo real la funcion ¢ 2 -== sobre el contorno,

a
la {funcidén

Tz T2z

ch —Z- — ch =24
a a

— ! s

Tz T2

ch =2 — ch —%
a a
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serd unimodular en él, y por lo tanto:

io ch TF _ch LI
q
FPEREELR - . [20]
2 T
(z — 2y) (ch IE iR
a a

y por lo tanto:

.._1‘__ ch f.'.z,.ﬂ. — Cch TEZO ) Sh e
e a a a

N T -

a a a
Si consideramos la funcion holomarfa A4 dentro
del contorno, tal que:

i 4
PSR P
a aQ

- Tz
A= — (z-}7) —|ch —2
a a
vemos que la funcion 4 tiene su parte real nula so-
"hre las rectas y = o0; y =4, y que sobre la v =0,
por ser ¢+ g=0 y anularse el segundo miembro,
también es cero,
Asi, pues, podemos escribir:

®R
0 sh..‘.\_....... =
a

oz [ eh R on 22 7 2 sh =2,
a a a

T T2
—2 -~——(ch 0 —ch

a

Como el producto:

(Lh Y . )(ch FE _on A ) )
L a a. a a

os real sobre el contorno, se tendrd, pues:

5 o 2 2B g

2\
tfj | = a a a 21]
A T 2z
(ch EE i 2R ) (ch JE R )
a a a a

121 coeficiente de la parte polar de la funcién del
segundo miembro serd:

l(z-}-}})‘(chiﬁ —¢ch —75—%0—) sh 22 (2 — 2)
a

lim 2 a a =
2=z 12\, ®Z % 7,
’ ( hEEoh 222 [eh —= —ch -~——°-)
: a a a a
= 2y T 2
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(ch-m:’———ch Tz")(ch fi-_chi_&) '
a

y, por lo tanto, se verilica sobre el contorno;

(20 + 2) sh —2

HLtH - b
z—2 . a % T )
0 oh FE _ oh LA a
a a
(Zo-+72) sh LF
a 2o - 2y
1 — + z z .
T2 — 2
ch FE oy A
a a :

Con esta expresién se obtiene de la [r2], {inal-
mente .

T "'C—— .
(ch ._zo__. — ¢ch .ﬂ) sh ..EE—.

dt ll)‘ a a - a
ria ”"( 2+2) -
_ (ch ZE _ch Eﬁ’) (ch T2 ch %‘1)
a a a a
(2, + 2,) sh (2 -+ 2) 8
a g4 7 2 a -
ch——= — ch == ch BE o on ZA
a a a a

Dediciéndose para las derivadas parciales segun-
das del corrimiento zv:

W ch 5. o 22
2 a a
e = 2log —
x
oh FE o R
a
®Z T Z 4
(ch 0. — ch —=2 ) sh —=2 :
™ — a a a
+ e (242 o —
LA T 4 ®
ch FZ o FEL oh L2 —op £ z
a Ca a a
72 ™
gh —=0 sh 2 z,,
% - a a
- ""[‘I” (%0 - Zo) o 2 — |
ch=E —eh 22 BE oy B n |
R 2 Rz
SW o W ch ——— ch —*
- o
Ix2 3 y" = 4log g a_. i
ox” - T T
ch ._'i_ —_— Ch __EL
a a
N~ (ch —ch "—z"—) sh—2.
: = a a a
vl i~ (242) v —
X y a T 7 >
- (ch IZ TR (on BE —cn BRo)
a - a a a
N sh —20 sh ~F0
i - a ‘ a
_a"‘(zo’i”‘zn) . - —
T w -
ch =2 —ch R | RE_ h A
a a a

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS

2




Cuadrante de plano apoyado en Ios.ejeé 0 X,
OY con carga aislada en el punto 2.

Ast como en los problemas anteriores no conve-
nia determinar la expresién del corrimiento I/ por
no pocer expresarse por medio de funciones cono-
cidas, en ¢l caso que ahora nos ocupa, podemos ha-
cerlo asi, y llegaremos, como se verd, @ una formula
notable por su simetria:

Siendo la funciéon:

unimodular sabre & = 0; vy =0, se tendrd que;

d ¢

=—1-1l0
12 i~ log

2+ 2
Z’—z_éo

!

v por lo tanto

® = (2 + 2) log (z = 2) — (z — Z) log (¢ —2y) ~
— (2 + 2,) log (z +2o) -
Sustituyendo @ en la expresion [o] del corrimien-
to, se tendrd . '
W= (2 —2) (2 — ) log (2~ 20) +
Rz -+ 20) l0g (2 -+ 7)) — (2 — 2,) log (2 — ) —

— (2 Z)log (2 + 2] + V. [23)

Como W/ debe tener su parte real nula sobre el
contorno, ¥ serd una funcion holomorfa en el cuarto
de plano, y tal que:

— W= (22— z) [(z— z) log(z— 2) + -]
sobre el contorno.

O bien, ya que (g-— &) (¢ —20) es real y, sobre
los ejes, es:

log (z — 2) = — log (2 + 2,) - log (z — 2y) 4 log (2 4 20),
se tendrd asimismo

~ W= (7= 2q) (22 l0g (2 -+ 2) — (2 — Z) log (e = 20) —

— (2 + 20 l0g (2 + 20)]. [24]

La parte real de esta expresion se clescomipone en
dos: una, que es la de la funcion

—72 |2 2 log (2 + 2) — (20 — EQ log (2 — 2y) —
— (2 + 2o) log (2 + 2],

que es, ademds, holomorfa en el cuadrante, v la otra,
que es la de

7 (229108 (4 2) = (2 — Z0) 10g (2 — Z0) =
— (20 - 20) log (2 2],

puede escribirse en la forma:

= = 47 - 72y
z [ {2y + 20) log -—E——L—f_ﬂ— 4 (29 — 7,) l0g ._,.L_f_ Co2
: Z + 20 Z - Z()
Como las funciones:
2+, Z -2
- ! —
Z -2 z -2

son unimoculares sobre O X y O ¥, respectivamente,
resulta que:

22

F4 "\"‘ 2

- 22 -
2 (20— 7 log 22 — 2 (2 4+ 70) log
2—2

!

tiene la misma parte real que [25] sobre el contorno
del cuadrante, sienclo, ademds, holomorfa dentro de
¢l se obtiene para valor de ¥

- - 74z
W= (2 -+ 29) (20 + 2) 108 —‘i-_,}"‘
l"‘{"‘ 4
— — z + V4
— (2 = z,) (2 — 7o) log —""':p'"v
22

y finalmente, por sustitucion en [23]:

W = (2 — 20} (2 — &) log (2 — 2) -
A+ (2 4 ) (2 + 20) log (z + 2) —
— (2 — Z0) (Z = 2) log (z ~2) —
—(z "}"—Zo) (z 4 2p) log (# "|“;1))»

que da para W/ el valor notable:

W=|z—zltloglz~zl-F|z+z[logz+n|—
— 1z ="zltoglz— 2z~ 2+anlPloglztal.
De la primera formula de W/ se deducen como-

damente ' los valores de los momentos y esfucrzos cor-
tantes, en cuya determinacion no entramos,
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