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CALCULO DE UNA RED HIDRAULICA
POR MEDIO DEL PRINCIPIO DEL MINIMO ESFUERZO

Por EDUARDO GRUNER, Ingenicro Consultor. Basileak (Suiza)
Y

GUSTAVO WUESTEMANN, Ingeniero E, P, F, Basilea (Suiza).

Se complace la Revista en publicar el presente articulo de los Sres. Gruner v Wuestemann
sobre un importante tema de Hidrawlica. Los Sres. Gruner, hijos del ilustre Doctor que fué
tan conocido y admirado por los Ingenieros espaiioles de la especialidad, contindian brillante-
mente la tradicion heredada. De ello es wmuestra excelente cl trabajo en que D. Eduardo
Gruner v el Sr. Wuestemann presentan wn estudio sobre la aplicacion del principio fundamen-
tal del minimo esfuerso al cdlenlo de caudales en una cémara de equilibrio con estrangula-
miento, alimentada por varias conducciones. El método estd explicado por un ejemplo nu-
mérico, v la walidez de este principio se demuestra en un caso sencillo,

Enunciaciéon general del problema.

En el calculo de una red hidraulica, por ejemplo
una red de conducciones de distribucidn, se trata, en
en general, de determinar el régimen de. corriente en
el interior de la red, partiendo de las condiciones en
los limites, presiones o caudales, como datos.

Para mejor fijar las ideas, nos referiremos a un
caso practico. Imaginemos que en la red (fig. 8) com:
puesta de conductos simples la rugosidad de los tu-
hos y el caudal Q, entrando por el punto A4 y salien-
do por el punto B, son conocidos. Si nos limitamos
a fijar las condiciones de continuidad sin tener en
cuenta las condiciones dindmicas, existe a priori todo
un conjunto de regimenes de corrientes, por asi de-
cirlo, “geométricamente’’ posibles. Llamémoslas “con-
figuraciones”, traduciendo asi la expresion “flow
pattern” adoptada por la literatura americana.

Se puede introducir la nocién “grado de libertad
geométrica” en analogia con la dindmica de los sis-
temas solidos en Mecanica. En nuestro ejemplo este
grado es dos, y Q1 y q pueden ser considerados co-
mo “coordenadas”, determinantes de una configura-
cién cualquiera dentro del espacio constituido por el
conjunto de las posibles.

Volviendo al problema general, se trata, pues, de
formular las condiciones dinimicas, fijando en el con-
junto de configuraciones la que se establece como es-
tado de corriente real, o dicho de otra forma, una
vez el problema determinado, no hay mds que una
sola configuracién que satisfaga también a las con-
diciones dinimicas. Podemos también partir del con-
junto de configuraciones que Gnicamente satisfagan
las condiciones dindmicas y determinar aquella que
cumple también las condiciones de continuidad.

Para muchos casos, por ejemplo redes de conduc-
cién con nudos simples, el problema estd resuelto (I).
En él convendra adoptar el método de aproximacio-
nes sucesivas conocido en inglés por “relaxation” (2).
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Se determinard un modelo cercano al estado real de
la corriente por un calculo simple aproximado. Re-
cordaremos las leyes de Kirchhoff para las redes
eléctricas que aplicadas a la Hidraulica se expresan
en la forma siguiente:

1.* Condicién de continuidad: La suma de cau-
dales que se retinen en un nudo de la red es nulo.

2. Condicién dindmica: La suma de las pérdi-
das de carga a lo largo de un circuito cerrado es
nula,

Segtin la naturaleza de las condiciones en los li-
mites, utilizaremos una u otra de ellas para corregir
sucesivamente el modelo.

Es evidente que para problemas de este género el
presente estudio no podrd aportar una importante
contribucién, Las redes de nudos simples, es decir,
sin discontinuidades corfipiicadas en las uniones, se
calculan generalmente por el método eshozado ante-
riormente.

Es diferente cuando se trata de redes con com-
plicadas discontinuidades, donde la formulacién de las
condiciones dindmicas bajo la forma de pérdidas de
cargas resulta dificil, si no imposible. En estos ca-
sos conviene arrancar del principio del minimo es-
fuerzo. La ventaja de este método reside en el hecho
de que, siendo un principio de variacion, el régimen
entero esta caracterizado por una sola magnitud: la
energia del caudal total.

La aplicacién de este método se indicard en un
ejemplo del régimen de caudales en una cdmara de
equilibrio con estrangulamiento, alimentada por va-
rias conducciones.

Previamente conviene recordar por algunas obser-
vaciones generales el papel que desempefia el prin-
cipio del minimo esfuerzo en la evolucion de la Fisi-
ca y muy particularmente en Hidraulica.

Para las referencias histdricas, nos hemos basa-
do en las notas contenidas en el libro del Sr. Char-
les Jaeger (9).
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El principio del minimo esfuerzo.

1. Aplicacion fisica. — Es un dato universal de la
Fisica que los fendmenos de la naturaleza se desarro-
llan segiin el principio del minimo esfuerzo.

Este principio, seglin las condiciones dadas, se
traduce en dos consecuencias:

1.* Cuando el recorrido estd determinado, el fe-
noémeno se desarrolla de modo que se produzca un
efecto maximo.

2.* Cuando el recorrido es libre, la decisién es
tomada por aquél entre los disponibles (en nuestro
caso, el conjunto de configuraciones), para el cual el
fendmeno se desarrolla con el minimo esfuerzo.

Esta ley la encontramos en todos los campos de
la Fisica, algunas veces en forma implicita.

Leonardo de Vinci (1452-1519) ya enuncio el prin-
cipio, escribiendo “Ogni azione di natura ¢ fatta
per la pitt breve via ch’é possible” (3).

Pierre de Fermat (1608-1665) defini6 el recorri-
do de un rayo de luz entre dos puntos dados como
aquél entre todos los geométricamente posibles, para
el cual es minimo el tiempo necesario para realizarlo.

K. F. Gauss (1777-1855) establecié el principio
fundamental del minimo esfuerzo en Fisica.

2. Aplicacion o la Hidrdulica, — Belanger (4)
calculd el caudal sobre un vertedero de pared gruesa
horizontal, admitiendo que sea igual al maximo po-
sible para una posicién dada de la linea de energia,
Si designamos el caudal por Q y el espesor de la la-
mina de agua sobre el vertedero por /, el principio

] 8
de Belanger se expresa pora—%.—_ 0 para caudales

aproximados al que se establece en la realidad (figu-
ra L?),

Boussinesq (5), generalizando el principio de Be-
langer, calculd el caudal sobre un vertedero en pared
delgada. En su “Essai sur la théorie des eaux cou-
rantes” introduce la nocidén del “principio de estabi-
lidad en Hidraulica” como generalizacién del princi-
pio de Belanger.

Boss (6) demostrd en 1919 que en un canal abier-
to la transicion del régimen lento al répido se efec-
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tia pasando por una altura critica, para la cual, ad-
mitiendo que el caudal sea dado, la linca de energia
ocupa una posicién minima. Designando por H la
altura de la linea de energia, este principio se expre-
sa en la forma siguiente:

2,
s h

Fawer (7) ha estudiado la presa vertedero. Cal-
culé el caudal por medio de la construccién de Pra-
sil, partiendo de diferentes hipétesis para el contor-
no superior de la lamina vertiente, y demostré que
la construccién que da el maximo cauda! correspon-
de a los resultados obtenidos en la realidad.

Acabamos de exponer de una manera general cd-
mo la nocién de “altura critica” en el vertido en ca-
nales abiertos se ha desarrollado en Hidraulica. No
obstante, no hemos hecho una exposiciéon completa
de su desarrollo. Se trataba de hacer resaltar que la
introduccién de la altura critica era, sin duda, debida
al reconocimiento de la validez general de! principio
del minimo esfuerzo.

La Hidraulica moderna se esfuerza en reconocer
las fuentes fundamentales de los fenémenos de ob-
servacién, y, desde este punto de vista. el principio
del minimo esfuerzo como principio de variacién,
constituye un medio poderoso de investigacién. Los
estudios en este sentido se encuentran en franco pro-

greso. Recordamos a este efecto los trahajos recien-

tes de I.. Escande (8) y Ch. Jaeger (9).

Enunciacién del principio para las redes
hidraulicas.

Pasamos ahora al caso que a continuacién vamos
a tratar, el calculo del régimen de corriente en una
red de conducciones, partiendo de las condiciones en
los limites, como datos.

Para este caso, el principio se expresa como sigue:

En el conjunto de configuraciones, es decir, es-
tados de corriente que satisfacen las condiciones en
los limites y las condiciones de continuidad en el in-
terior de la red, el régimen que se establecera en la
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—Z—a— = Relacién entre el caudal lateral y el caudal total.
¢ . .
fq = Seccion de la conduccion principal, es decir, sec-
cion del cuello del venturi,
fq = Seccidn de la conduccion lateral, es decir, sec-
cion minima de la vena liquida que pasa a tra-
vés del estrangulamiento.
vy, v, vy == Velocidades en las conducciones.
h, = Pérdida de carga para el caudal lateral Q,.
hg = Pérdida de carga para el caudal @y en la con-
duccion principal,
Los coeficientes {,, ¢, no dependen mas que del

. ' Xa . .
coeﬁcmnteF, y han sido determinados en ¢l Labora-

t
torio de Munich (10).
o=ty 2L
2&’
vi
hd = Cd . ._t..
2g

..Toma lateral. — Se tiene como férmula para la
pérdida de. potencia: :

AN" =

(Ca Qq Q: 54 Qq Qt) - Q:, !

2

fdzg .fa 2g

Ll segundo término representa la pérdida debida
a la altura dindmica en la cimara de equilibrio, des-
pués de pasar el estrangulamiento, mientras que el
primer término representa la pérdida de potencia en
el venturi propiamente dicho,

Con la notacién de 3, 2:

Q.=
Qa q
Q=Q4¢q; - = ;
e=RTa Q aq+Q
Qd =Q;
y poniendo k= -%- obtenemos:
AN”::[‘ﬂT ‘cak(lﬁ-kV-FCdU~FkV¥4-
fa2g
+ k3 ] Q:l — p Qn;
Ja2

Tin las consideraciones siguientes intervienen tam-

bién las derivadas de A N” respecto al caudal late-
ral g:

9AN" 8 .- OB . 3B 3k _ 9B 1
"ag %k Q'

——,f-=[c PR 1+k)2+2k(1+k>§+

+ ¢, +2Cd(1+k) +3k‘————
’ ) fdzg fa2eg
en donde el indice / significa ?
q
Q| ~—r——
q+Q)
BAN' o
3q R
>p 44+ 6k)-2C k
== 28 11 - —
o [ca( + 644 ( | 1+k)7L
+ &, +26,+472 +
“ (n +k 4 (1 +k>
- E X
+¢ —————] L —+6k ;
COo+re] fa2e fa2e
en donde el indice " significa —:’\3—2-
q
2
q+Q)

Aduccion lateral

AN' = n.{ [

Iy 8y Qp Q; + €a Qu QY]

Con las ideas de 3-2:

Q(]"-:—q;
Q Q
Qd’_"Q_{'(]r .
y poniendo k= —g—, se obticne:
AN"=—L [ =t kG (1 hy) @ =6Q%
fa28
BAN" _ 38
2q ok &
] ,
SR L [k = GG (1 R ]
fa28

en donde el indice / significa

.
1

(]

Fye =T Qi
393 _ T _ " _ t R 7] N '
= [ k=28 G+ R 428
ke fa28 '
para la que el indice ” significa - -,
‘ NAY
S\Q/
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Las dimensiones de los venturis son las siguien-
tes:
Conducciones numeros I, 2, 3.

fa=4mz:f,=0T.31= 21,7 m2

N. B.—1Los estrangulamientos propiamente di-
chos tienen una seccién de 31 m.” La contraccion de
la vena se considera con un coeficiente de 0,7.

Conducciones numeros 4, 5:
fa=225m2f, =07. 15,5 = 10,9 m.%

L,y g tienen los valores siguientes (ver referencia
(©), phgina 436).

Q TOMA LATERAL ADUCCION LATERAL
a

Q ta Ca Ca ta

0 0,05 0,95 0,04 — 1,03
0,1 — 0,05 0,01 0,11 — 0,70
0,2 — 0,08 0,88 0,18 — 0,40
03 — 0,07 0,88 0,24 — 0,15
0,4 — 0,05 0,89 0,30 0,09
0,5 0 0,92 0,35 0,29

obtcn'i(?ndose la ¢a Cf’,,, Z’(,, ¢4 por diferenciacion
numérica en diferencias finitas,

Estos valores sirven para determinar f; = B =R
para las conducciones nimeros 4 y'5 que estin re-
presentadas, asi como sus derivadas con respecto a k
en el diagrama (fig. 6.).

Las secciones respectivas de las conducciones nu-
meros 4 y 5, son la mitad de las de las conducciones
nameros I, 2y 3. Yy, en consecuencia, la relacién de
las B es de (1/2)*=1/4, 0 sea

B 0B, _ 08 _ 28 _

1 93
ﬁ,:§2=§3= , = = —_— B"'
4 ' ok, 0k 9k, 4 k.

etcétera. :

La sustitucion de los venturis con estrangulamien-
to por tubos con aduccién o toma lateral, es sdlo una
aproximacién. Debe esperarse que los valores de 8
difieran algo de los reales. ' '

Esto, sin embargo, dentro de este estudio, no tie-
ne importancia. Se trata solo de probar el método.
Desde este punto de vista nada significa si el diagra-
ma (fig. 6.%) ha sido efectivamente determinado por
ensayos en modelos reducidos o por medio de alguna
aproximacion.

3-4. Ecuaciones que determinan el régimen Dhi-

drdulico. — Bl principio del minimo esfuerzo, para
el caso que consideramos, se expresa como sigue:

JUNLO 5954 ™

En el conjunto de los modelos —es decir, regi-
menes hidraulicos que satisfacen unicamente las con-
diciones de continuidad — el estado que se estable-
cerd en la realidad serd aquel por el cual la pérdida
de potencia total entre .4 y 3, o sed Na.pg,es un mi-
nimo.

Considerando N 4.p como funcion de los cauda-
les laterales desconocidos, N 4.p = N 4.5 (q1, 2, g3
q4, q5), esta condicién se expresa por las ecuaciones:

aNA_B =0 aN_A.B _ aNA-B =0
34, "aq " a9 '
3 N,.
LY ) n
34,

que con las condiciones de continuidad:

g+ g+ a5+ 49 +a:=0 2

‘permiten determinar de forma definida los valores
de g1 a gs. :

En nuestro ejemplo, donde N 4.p no puede ser
expresado como polinomio de g1 2 gs, €5 decir, donde
las derivadas de N 4.p respecto a los valores de g
no pueden ser representados en funcién analitica de
estos tltimos, la solucién de las ecuaciones se efec-
tha por el método antes citado de relajacion.

Obtenemos para N 4.p la férmula:

Nop = <Q1+qm+—§— Q4

+ o (Qy + Go)* + “4E‘ Q%

(@t o+ o

Dt (Q - Qs+ g + 46)3 + a4 (Qy 4 gu)* -+ B Q%
+ ag (Q5 + g5)* + B Q%

y las derivadas parciales con respecto a ¢:

3Nss 1 3B
—— =3« + g+ — — Q%
a0, Q) 1 g, Q4

—3a5<Q5+qh)’—-—jqiQﬂﬁ—sm(Q4+Qs+
b
+ g+ g =0.

Recordando la relaciéon

°p 38 L
ag 9k Q
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realidad es aquel por el cual la pérdida de potencia
del caudal total que atraviesa la red es minima.
A continuacién expondremos la aplicacién prac-

Los tineles de toma se contintian en forma de

conducciones forzadas, cada una de las cuales se co-
munica con la cdmara de equilibrio por medio de un

tica por medio de un ejemplo. estrangulamiento.
' 0= MAXIMUM
o LINEA D'ENERGIA
‘ o e o e e e e e
S H T
- \ 7
7
7,
// .
. 1]
7 / '
T & //////}’,'%

. Figura 37"

Régimen de caudales en una camara
de equilibrio.

1. Descripeidn de la obra, — Se trata de una cen-
tral hidraulica con pequefia altura de salto. La toma
se hace de un embalse por tuneles que llevan el cau-
dal a las turbinas, Dada la longitud de estos tiineles,
se sitfia una cdmara de equilibrio aguas arriba de la
central,

1

Neo

N

4

-

e o e

- e e ———~d

f—'—’-- -~~~.‘~

- o~
-

ESTRANGULAMIENTO
\ /’-—-

Las conducciones convergen por ambos lados ha-
cia los estrangulamientos, alcanzando su seccidén mi-
nima inmediatamente debajo de éstos. Forman asi
una especie de “Venturis” con aberturas en la parte

“mas estrecha (cuello), situada en las proximidades de

los estrangulamientos. Los tres primeros tineles ali-
mentan cada uno una turbina. El cuarto se bifurca
antes dec la camara de equilibrio y alimenta dos tur-
hinas.

N

-
o 0 g
)

SECCION D-D  DETALLE DEL VENTURI

Fig. 4.* — Plano ‘esquemz’\tiéo'de la obra,
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Las rugosidades de las conducciones y los cauda-
les de alimentacién de las turbinas son conocidos.

Los caudales que atraviesan los cuatro tineles y
el régimen de caudales en la cdmara de equilibrio han
de determinarse.

2. Definicion de los stmbolos adoptados:

A = Seccién inmediatamente antes de la entrada a
los tineles.
B = Seccién inmediatamente detras de los estrangu-
lamientos.
C = Punto de bifurcacion de las conducciones nu-
meros 4 y 5.
0, = Caudal de la turbina ntmero 1.
Qs Qs, Q4 ¥y Op="Caudales de las turbinas num. 2: VA,
q, = Caudal a través del estr angul'umento de la con-
duccién nimero 1, tomado con signo positivo
cuando el movimiento tiene lugar desde el in-
terior de la conduccién hacia la camara de
equilibrio.
(2, Ga, s ¥ 05 = Idem para las conducciones niim. 2 a 3.
a; = Coeficiente en la férmula para la pérdida de
potencia en la conduccién nimero 1, desde A4
hasta la inmediatamente delante del estrangu-
lamiento:

AN = a; (Q -+ q:)%
@s a3 = Idem para los conductos 2 y 3.

@, 5 = Coeficiente en la formula para la pérdida de po-
tencia en la conduccién nimero 4-5 de A4 has-

ta C:
) .
ANy = a5 (Q+ Qs+ ¢4 g5
ay = Cocficiente en la férmula para la pérdida de po-
tencia en la conduccion nimero 4, desde C

hasta inmediatamente delante del estrangula-
miento:

AN = (Q+ q,)

as =ldem para la conduciéon namero &,
B1 = Coeficiente en la formula para la pérdida de po-
tencia en el venturi ntmero 1, A Ny = 81 Q%
Bs, Bs, Bi Bs=Idem para los venturis de lus conduc-
ciones ntmero 2 a 5,

N =Pudula de potencia total entre los perfiles A
y B, es decir, déficit de energia del caudal to-
tal Q1 + Qs + Q3+ Qs+ Qs a la llegada al
perfil B, con relacion al perfil 4:

Nag =3 (N 4+ N"), dimension m./seg.

Hipotesis referentes a las pérdidas de carga.

Tiineles y conducciones. — La pérdich de poten-
cia en una conduccién es igual a la pérdida de carga
multiplicada por el caudal y por el peso especifico del
agua.

La pérdida de carga es igual a la suma de las pér-
didas por frotamiento, mas las pérdidas locales, sien-
do ambas proporcionales al cuadrado del caudal. En
consecuencia, la pérdida de carga es proporcional al
cuadrado del caudal, y de este modo, la pérdida de
potencia proporcional al cubo de este Gltimo.

De ello se deduce que los factores a son constan-
tes, cualesquiera que sean los caudales Q y q.

Omiitimos el detalle de los cilculos numéricos.
Nos limitaremos a dar los resultados:

g = 9,10 . 10~° Tn./segt m™? g5 = 580 . 1078
@y = 9,50 . 10~8 @, =9,54.107°
@ =T7,88.107° u; = 9,54 . 108

V enturis. — Para valorar las pérdidas efectivas en
los venturis seria necesario construir un modelo y de-
t'm‘minnr las pérdidas para diferentes valores de

— (ﬁg 5%

0110 sepamos, no existe nada escrito sobre el re-
S t'ldo de experiencias semejantes, y por tanto he-
mos recurrido a los resultados obtenidos en el Tabo-
ratorio de Munich (10) para conducciones con aduc-
cion o toma lateral en angulo recto,

Designaremos por:
Q, =Tl caudal total.
Q, =Ll caudal en la conduceion lateral,
Q. =El caudal en la conduccién principal.

Qq, Va Qq, Vo
'— “fa - fa
g
—— - e
Qr, vt Q4,va Qd,vd Q,, Vi
fd fa )
PRESA ADUCCION

Fig. ' 5:* — Conducciones con aduccién o toma lateral en angulo recto, en sustitucion de los venturis:

JUNIO 1954.
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%‘-’- = Relacion entre el caudal lateral y el caudal total.
¢ ‘ ,
fq = Seccion de la conduccion principal, es decir, sec-
-~ cion del cuello del venturi,
fo=Seccion de la conduccion lateral, es decir, sec-
cion minima de la vena liquida que pasa a tra-
vés del estrangulamiento,

Uy, U,y Ty = Velocidides en las conducciones.

h,=Dérdida de carga para el caudal lateral Q,.
g4 1 Za
hd = Pérdida de carga para el caudal Q4 en la con-

duccidn principal,
Los coeficientes £,, £, no dependen n}:’m que del

. ) a . .
coeficiente — | y han sido determinados en ol Labora-
. Qt
torio de Munich (10).

hy=t, e
2g
vﬂ

hg=6y. L
20 |

.Toma lateral. — Se tiene como foérmula para la
perd1d'1 de potencia : :

AN = (tq Qq @} -2y Qq Q) + Qg ———

2
d g a

Ll segundo término representa la pérdida debida
a la altura dindmica en la camara de equilibrio, des-
pués de pasar el estrangulamiento, mientras que el
primer término representa la pérdida de potencia en
el venturi propiamente dicho.

Con la notacién de 3, 2:

Q=
Qa q
Qr=Q-q; —= ;
! ‘ Q; 9+ Q
Qd = Q;
y poniendo k= -Z)— obtenemos :

[Ca k(14 R4 Cq (L A2 {

ANN= ,T
fa2g

+ ke f"‘z ]Qszﬁqn;
atf

Iin las consideraciones siguientes intervienen tani-

bién las derivadas de A N" respecto al caudal late-
ral q:

2AN" _ 38 o, 88 .98 3k _28 1
g 9q q ] 9q ok Q
=28 o
=S Q;
2687

2B [ kg (R Fok(A R+

ak
o »T‘
ot 28, (1 4 0] e —T
‘ ]deg fa2 g
en donde el indice / significa Z
q
o f—1—
q+Q)
AN _ BB o
YRy Q;
L“'"‘—.—[ca(wbk)-i-zr +————)+
3ic 1%
s 2t 2t
U+M (144
1
+c ] - +6k - ;
‘ (k2] fa2g fa2g
en donde cl indice ” significa > -
a._i_y
R

Aduccion lateral ;

AN”=

![Q%@+%%@I

d

Con las ideas de 3-2:

Qo= —as .
e @
Qd = Q ’!" q, ’
y ponicndo k= -g-, se obticne:
AN%:ET [— okt (1 +h) @=pQy
fa2g
BAN" _ 3B
g akQ’
AL B S N A EA AT
3 a o (AR 4]
fd 2 g .

en donde el indice / significa

(2]

oy ??Q;
PP T [—t k28 R 28),
Sk fy2g

a9

para la que el indice ” significa )

REVISTA DE OBRAS:RUBLICAS:



Las dimensiones de los venturis son las siguien-
tes:
Conducciones ntumeros 1, 2, 3

fy=45m2 fy =07 .51 =217 mz

N. B.—T.0os estrangulamientos propiamente di-
chos tienen una seccién de 31 m2 La contraccion de
la vena se considera con un coeficiente de 0,7.

Conducciones ntuneros 4, 5:
fq =225 mEf, =07 .155 =109 m:2.

¢, y &g tienen los valores siguientes (ver referencia

(9), pégina 430).

Q TOMA LATERAL ADUCCION LATERAL
a

Q Cd . Cn ’:'d ca

0 0,05 0,95 0,04 — 1,03
0,1 — 0,05 0,01 0,11 — 0,70
0,2 — 0,08 0,88 0,18 — 0,40
0,3 — 0,07 0,88 0,24 — 0,15
0,4 — 0,05 0,89 0,30 0,09
0,5 0 0,92 0,35 0,29

obtcnié_ndosc la &'q, C'”,,, &as ¢" 4 por diferenciacion
numérica en diferencias finitas.

Estos valores sirven para determinar B4 = B85 = B
para las conducciones nimeros 4 y-5 que cstan re-
presentadas, asi como sus derivadas con respecto a Fk
en el diagrama (fig. 6.%).

Las secciones respectivas de las conducciones nd-
meros 4 v §, son la mitad de las de las conducciones
ndmeros 1, 2 y 3, ¥, en consecuencia, la relacion de
las B es de (1/2)* =1/4, 0 sea

ﬁ‘=p2=3 _B__ SBI__SBE_SBE

a: N —_— =

4 ' ok, 9k 3k

cteétera. :

La sustitucién de los venturis con estrangulamien-
to por tubos con aduccién o toma lateral, es-sélo una
aproximacion, Debe esperarse que los valores de 8
difieran algo de los reales. '

Esto, sin embargo, dentro de este estudio, no tie-
ne importancia. Se trata sélo de probar el método.
Desde este punto de vista nada significa si el diagra-
ma (fig. 6.) ha sido efectivamente determinado por
ensayos en modelos reducidos o por medio de alguna
aproximacién.

3-4. Ecuaciones que deternunan el régimen i-

drdulico. — E1 principio del minimo esfuerzo, para
el caso que consideramos, se expresa como sigue:
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En el conjunto de los modelos —es decir, regi-
menes hidraulicos que satisfacen {inicamente las con-
diciones de continuidad — el estado que se estable-
cerd en la realidad serd aquel por el cual la pérdida
de potencia total entre .4 y B,osei Na.pg, es un mi-
nimo.

Considerando N 4.z como funcién de los cauda-
les laterales desconocidos, N a.p = N a.p (q1, G2, %
qs, s), esta condicién se expresa por las ecuaciones:

aNA-B_ 0 BNA,B 0 SNA-B

= ———————— T D et — 0,
94, 34, 3 qs
3N,
SAB M
94,
que con las condiciones de continuidad :
g+ G2+ s+ 4 5= 0, (2]

 permiten determinar de forma definida los valores

de ¢ a gs. :

En nuestro ejemplo, donde N 4.5 no puede ser
expresado como polinomio de g1 a gs, €s decir, donde
las derivadas de N x.p respecto a los valores de g
no pueden ser representados en funcién analitica de
estos tiltimos, Ta solucién de las ecuaciones se efec-
tiia por el método antes citado de relajacion.

Obtenemos para N 4.p la formula:

Nyg =2 (Q +‘h)“+‘%‘ Q4

+ 0 (Q: + 92)° + "E“ Q%;

o (@ a8 + £ Qs

' +“45(Q4+Q5+44+%)“‘|‘“4(Q4+44)3+3Q34?
+ o5 (Qs -+ g5)* +- B Q%

y las derivadas parciales con respecto a g:

Y 1 3B
=3a 42— — Q5
34, (@ + ) 7 g, Q3

— 30 (Qs + a0 —‘gg" Q% — 35 (Qi+ Qs+

6

+l‘74 + gt = 0.

Recordando la relacion

%8 %8 1

9q ok Q
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2000

]
7
oz
1000 A
S00 : '
800 .
700 =
600 ' =
I 7 %
500 =5 =% - . ~
400 = = e '
', - — iy o hd -
300 A R 4
,/" : ,4; T | - =T
y A A
pd A =~
200 i /' % i $ -
7 ‘ = S =
4 ] &=
pd 7 =
7 - —
® 100 = = e B B 4
€ 90 i = e
ML) 80 — /'4’
g 70 yA ’/ /l
™ 60 Pl /. d O
o 50 A 7 Q)
2 40 7 2=
3 B = 9 =
/'J . -—j ’ '/ =
= Qvq = —Q A =
4- 4
20 e . . - - n -
¥ i R
‘(; - E\“‘: ‘r,
10 A ]
3 S
8 v =9 >
7 It —>
6 o Qv = =01
 sompwane==} V'
5 =
A
4 < ,A
== e
2

PRESA , k=010 020 030 040 050
ADUCCION K= - 010 - 020 -030 ~040 - 050

Figura 6.*
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se obtendra:

SNag. . 1 8B .
34, —3“1(Q|’|‘01)'+T'5’E:Q'u
-3“5(Q5+45)2"%{@‘Q25—‘3“45(Q4+Q5+
5
: + g4+ g =03
dNyp 1 9B
—"—"_—:-3 a o n?‘ ——— — '-3.,;
s g (Qe + 92)* - " akﬁQ’
34 0 — - Q3 (QF Qut
(dKy
- gy 5> =0 ]
QNAB . . o 1 SB .
s = 3y (Qg - 9a* + 4.9k3 Qs
305 (@0 gt = - Q= 3as (@ Qs
5 A\
5N + g+ go)* = 0;
2 22 = 3, (Qy+ gt — 3 (Qs + g5 +
a.
'3_@_ !....ﬂ.. 2 = () AN ¢
a/QQ“' skﬁQﬁ ' (1

Obtenemos el sistema siguiente de ecuaciones
para las incognitas gy a gs:

3a.(Q '}“ql)2 4 L —3'9‘ Q%

4 ok
VI B 1 1Py
3o, (@t a0+ 5 @i
=30y (Qo + 4a) 4%{7(9 | (4]
3

Sy (Qu Qo 40+ 35 Q90+ == @'
4

)
3 (Qu - Qo a9+ 308 (@ a9 - - Qs
juntamente con la ecuacién de continuidad:

g+ Qs +'43 +q,+q;=0. 2]

3-5. Procedimiento prictico  para resolver las
ccuaciones. — Designemos por 2 el valor de las ex-
presiones [4], o sea:

op

2= 3q, (Q‘+qm+—‘4— ol (4]

.................

* En primera aproximacion, s suponemos & =g’

Entonces se calculan los valores correspondientes de
q que resultan de las ecuaciones [4]. El valor esti-
mado & no coincidird, generalmente, con el real,
y.la ecuacién de continuidad [2] no’se satisfard,
0,sea: e

¢ 4+ q:+ i+ qi+es=aF0

FUNLO 198400 0y 270000

Se trata, pues, de corregir £, de modo que esta
suma sea igual a cero. Para la valoracion de’las co-
rrecciones, determinamos la relacién entre una varia-
cién dz de z y las variaciones correspondientes d g
de las gq.

Por diferenciacion de [4'] se lHega a:

1 a'., .
2 6oy (Q -+ ada b — Sk Qud gy
4 ok,

1 ®p
= 6 oy (Qo - o) d G + — —— Qud 41
s Qe 0 d st = 5 Qadlt |
— 60y(Q 100 o Qyd 51
4 3 3 3 4 a,{ﬁ:’ 3 4 .

=005 (Q+ Q- 9 -+ qg) (d g+ d gg) -+ 60y (Q -
g .
+q4)dq4~1—5k7‘ Q,dqy;

= 0oy 5(Qu+ Qs+ 4 q5) (d g5 +d qs) 4 6 a5 (Qs -1
90 dq+ o Qs

de donde se deduce:

1
dgy == dz; 5]

6a,(Q1+qo+—‘;%§Q,

=rdz;
dg,=ryd2z; dgy=rydz; dq,=r,dz, dqy=rydz.

Y, por fin, las correcciones d ¢:

’ \\qv .
dqy=- : o
I R (R Rk B L
3 q
rre

dg. = — . Iy, etc.

Asimismo se obtienen los valores corregidos de
los caudales laterales:

g", = q'y+ dq..

Se comprueba que los g” satisfacen a la condi-
cién [2] de continuidad: :

Si el grado de exactitud fijado lo exige, el proce-
dimiento podra ser aplicado una segunda vez.

3-6. Cdlculo numérico. — Los caudales de las tur-
binas son los siguientes:

q"y=q'y -+ d 4y etC

Q, = 180 m.%seg. Q, = 96 m.¥/seg.
Q, = 192 m.¥/seg. Q; = 30 m.A/seg.
Q, = 192 m.3/seg.

Tenemos nuevamente los valores « dados en el

parrafo 3-3:

ag = 5,80 . 10— °
o =954 . 1078
o = 9,54 . 1078

a, = 9,10 . 107 ¢ Tn.[scg m.” 8
ag = 8,50 . 107¢"
o =1,88 . 107°
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Los valores de B se representan en el diagrama
(figura 6.2).
En primera aproximacién g se supone igual a

& =0,87 Tn./m2

Las ¢’ resultan de las ecuaciones [4'] por medio
de ensayos sucesivos,

Conduccién niim. 1: ¢’y = — 10 m.3/seg.:
=T 19 056,
Q, 180

%’%: 10,108, 2B _ 360 . 10~® (verfig. 6) ;

3.9.10.10~%(180 — 10)t -~ —1;- 10 . 180% = 0,87 = 2'.

Conduccion nim. 2: ¢'s = —14:
ko= — 22— _ 0073;
192
28 _6.10-6, 2E 490,105,
ok okt

3.8.50. 10“’(192—-14)’—{—-—};—.6.1922=0,87=z',

Conduccién nim, 3: ¢/s = —11:
q's=—11;
11
kg= — ——=—0,057
3 192 1 '

2
28 0. 1078, =X =1360.10"5
3k . ke .
3.7.88.1075(192 — 11)=+—j:- 10.192% = 0,87 = 7',

Conduccién ntun. 4, 5: ¢4 =5,5; 9’5 = 12,5:
5,5 12,5

Ky=="=0057, k'y=-—2=0417;
96 0o
Ay =0054, —X5__ 0204
1+ K, 14k
28 o3, 10-6 28 500,109,
E Sk
3

1 2
——§3-=720.10—6 iﬁ-:lsoo.lo—";
) akz

3.5.80.107%(96 4 30 45,5+ 12,5) +
+3.9.54.107°(96+55)2 +23.10 ™5, 96t = 0,87 = 2;
3.5.80.107%(96 30 45,5 -+ 12,5)¢
+3.9.54,107%(30 4 12,5)2 4500, 10 =%, 30: = 0,87 = 7.

9y +9 4949 +9,=—10—14 — 11 55 .

—|-125_—17¢0

Las q se han de corregir de modo que la chferen—
cia de -~17 sea modificada a cero. .
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Las ecuaciones [5] permiten calcular las varla-
ciones de las ¢’ para una variacién d 2 =1 de # 'ies
decir, los valores 7.

Conduccién nim. 1:

1=6.9.10"%(180 — 10) d g, +I] .360.10~5180. d g,
dg, =392 =r,
Conduccion ném. 2:
1=6.8.50.10-6(192 — 14)dq2+-)4-.420.10"6192dq2;
&qg =343 =r,
Conduccién nim. 3:
1=6.7.88.1075(192 11)d(]3+%360 10761024 gg;
dgy =403 =ry,
Conducciéon ndam, 4:

1=6.5.80"107°(96 430 45,5 ++ 12,5) (d g, + d g) +
+6.9.54.107%(96 - 5,5) d g, + 720. 107606 . d q,.

Conduccién nim. 3:

1=6.5.80.10"°(96 - 30 + 55 - 12,5) (d q, - d q)
+6.9.54.1075(30 4 12,5)d g, + 1800.10~°.30 d .

dgy=116=r;
dqgs =154 =r;
N rbrr b = 39243434 40,3 + 11,6+

1 15,4 = 140,8.

Las correcciones se calculan segin [6] :

39,2 ¥
dq, = —2~,17 = 4,8 m.%seg.
0 1208 [seg
)
dgy=-3 1142
71408
dq:,=ﬂé-.17=4,9 >
140,8
11,6
dq, = -, 17 =14
%= Ti03 '
=2 728,
1408 -
17,1 m.3/seyg.

Los caud'tles corregldos son, . por tanto:

q, =—10+48=—— 52mifseg. ¢",=55 -+14= 6,9
§'y=—=14442=— 98 q's=12541,8=143

Qy=—11-4+49=— 6, R +21,2
TR '
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La corriente de intercambio en la cdmara de equi-
librio, a través de los estranghilamientos, resulta, por
tanto, ser de un caudal de 21,5 m.3/seg., procedente
de las conducciones nimeros 4 y 5, que se vierte en
las conducciones ntimeros I, 2 y 3. ,

Como comprobacion, determinamos para el régi-
men que hemos calculado, asi como para otros cta-
tro proximos a él, los valores correspondientes de las
pérdidas de potencia N 4.p , segin la ecuacién [3]:

como datos, y los caudales O, y ¢ como incognitas
a determinar. '

q % Na:B
m.3fseg. qs s 4 45 it gs m./seg.
—1p | — 06— 2 1 8,5 9,5 207,4
— 35 | — 8| — 4 3 11,5 | 155 205,6
— 55| —10|— 6 7 14,6 21,5‘ 205,0
- 15 | —12} — 8 10 17,5 | 275 206,7
— 9 — 14| — 10| 13 20,6 | 335 209,9

* Tstado real.

Los valores de N 4.p se llevan a un diagrama (fi-
gura 7.%) en funcién del caudal total, ¢4 -+ @s.

Es claramente visible que N 4.p alcanza un mi-
nimo para la serie de valores efectivos de g.

4. Prucba de la validez del principio del minimo
esfuerzo para el caso de una red simple de conduccio-
nes. — s importante sefialar que hasta ahora hemos
omitido probar la validez del principio.

A continuacién, para simplificar, vamos a demos-
trarlo por medio del caso de una red simple de con-
ducciones. :

Examinemos un sistema con las caracteristicas si-
guientes (fig. 8.*). .

Consideremos las rugosidades de las conduccio-
nes, las dimensiones de la red y el caudal total Q,

210 m!/sec

Na-s

209 \
208 /
207

M /

205

|

0 5 10 15 20 25 30  35mvsec
94495

Tig. 7.* — Pérdida de potencia N 4_p n funcion de diferen-
tes caudales en la camara de equilibrio,
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Fig. 8 — Esquema de una red simple de conducciones,

Designemos por « los coeficientes de rugosidad
de las conducciones (véase la definicion del parra-
jo 3-2). Para simplificar no se tienen en cuenta las
pérdidas locales en los nudos.

La pérdida de potencia total N 4.p entre las sec-
ciones A y B3, se presenta, entonces, bajo la forma:

Ny.g=mu @ +a@Q—QP+aqd-t+e@Q—Q+
+ @P 4o (Qu— @)

l.as condiciones para que exista un minimo de
N 4.p nos llevan a las ecuaciones:
3 N " 9 9
_TAB = 3a,Q%—3 GI:(Q”" Q) — 3a,(Q—-Q, +q)F -+
3Q '
+3a(Q — @)t =0

ot ZAB =300t +3a,(Q— Q+—34(Q—qF=0.
q

Sea :

6 Q —a(Q— Q) —a(Q=10Q +9¢+
+ o5 (Q — g =0. {7
a3 ¢+ (Q — @ -+ 9 — a5 (Q,— q)*=0. {8

Sumando [7] y [8], se obtiene:
7 QY — 2 (Q — Q)* + g ¢* =0 [9

[8] y [9] son idénticas a las ecuaciones que se ob-
tienen expresando que a lo largo de los recorridos

ACDAyDCBD lasuma de las pérdidas de car-.

ga es cero (segunda ley de Kirchoff, ver parrafo 1).

Con esto hemos probado, para este caso, que el
principio del minimo esfuerzo conduce, de idéntica
manera, a las ecuaciones que expresan la igualdad
de las pérdidas de carga,
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Es evidente que en la practica, para un caso tan
simple — que ha servido a titulo de ilustracion —,
no se formulard el principio del minimo esfuerzo,
sino que sc partira directamente de las ecuaciones de
pérdidas de carga.

Resumen.

Hemos demostrado como el principio del mini-

mo esfuerzo puede ser aplicado para caleular el ré-

gimen de corriente en una red hidraulica con discon-
tinuidades complejas o hien los regimenes de cauda-
les en una camara de equilibrio con estrangulamien-
tos alimentada por varias conducciones. Un ejemplo
numérico ha servido para ilustrar el método de calcu-
lo. Ademds, la prueba de validez del principio ha
sido dada para una red simple de conducciones,

Pretendemos con esto que el principio del mini-
mo esfuerzo tenga una validez completamente gene-
ral en Hidraulica y que hay muchas posibilidades
para aplicaciones analogas a la presentada.

Asl, por ejemplo, es de prever que la estabilidad
de ciertas formas de corriente podrd encontrar su
explicacion en el halance de la energia en la proxi-
midad del estado de equilibrio. Iiste problema no ha
sido tocado en este estudio, pero lo mencionamos a
causa e su analogin con el caso tratado.
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