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VI
Los métodos comprobatorios,

Quedod indicada anteriormente la diferencia que
es menester establecer, en cuanto al grado e’ con-
flanza que pueden inspirar los resultacdos de los
cdleulos, entre los métodos que operan explicitamen-
te con deformaciones y aquellos otros en los que és-
as quedan implicitas y son solamente los entes de
cdleulo (caractéristiques de tension, Schnitthrifie, et-
cétera), es decir, los momentos flectores y esfuerzos
normales y tangenciales, los elementos (ue sc mane-
jan y cuyos valores se obtienen,

Se¢ exponia como ejemplo el caso del portico do-
blemente indeterminado, en el supuesto de que para
cualquier caso de carga se hubiese cometido error al
obtener por el método de Castigliano las dos hipe-
restiticas de su apoyo articulado A; ignorantes del
error cometido se determinaba, partiendo de esas hi-
perestaticas, el diagrama de momentos (lectores y los
valores de las reacciones en el otro extremo, Flechas
las comprobaciones del equilibrio de cada nudo y de
cada barra resultaban todas ellas satisfactorias, y, sin
embargo, el diagrama era cldsticamente falso.

I.a necesidad de comprobacién eldstica venia en
este caso producida porque solamente en la etapa pre-
via de los caleulos (al plantear que son nulas las de-
rivadas del trabajo elastico respecto a esas incogni-
tas, V, y H,), es en la que se tiene cn cuenta cl
cardcter elastico del sistema y después no se aplican
mas condiciones que las estiticas del equilibrio del
cuerpo solido: todas esas comprobaciones posterio-
res no versan sino sobre esta segunda parte del
caleulo; comprobaciones que, por numerosas que
sean, no hacen sino confirmar que durante ella se han
aplicado correctamente las tres ecuaciones de la Me-
canica Racional, pero nos dejan ignorantes de si las
dos reacciones stiperabundantes fueron o no determi-
nadas correctamente.

Cabria pensar que este inconveniente es privati-
vo de los métodos generales que determinan previa-
mente las reacciones hiperestaticas (ya que justamen-
‘te por ser unas reacciones superabundantes puede
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atribuirseles un valor cualquiera, sin que de ello re-
sulte incompatibilidad estatica alguna). Sin embargo,
idéntico reparo puede ponerse a otros muchos méto-
dos de calculo. o

Y en particular, a los métodos de aproximaciones
sucesivas de distribucién de momentos, ‘

Ya sefialamos que, aunque estin en csencia basa-
dos - estos métodos en el estudio de los giros, operan
de hecho sin determinarlos, deduciendo tan sélo los
valores del diagrama de momentos flectores, y una
vez en posesion de este diagrama se declucen de él,
mediante las condiciones de la estatica, los valores de
los esfuerzos normales, tangenciales, reacciones de
apoyo, y, extremo éste may tmportante, los valores
de las fuerzas de fijacién de nudos o bien el valor de
las fuerzas que, aplicadas en un nudo, provocan una
determinada traslacion,

lin la adjunta figura G1 recogemos algunos de
estos casos. Por ejemplo: en 61-a) aparece el consa-
bido pdrtico sometido a una cierta carga en su din-
tel. Hecho el calculo por el método de Cross, la ley
de momentos flectores.en la primera etapa (nudos no
traslacionales), estia totalmente definida por los tres
valores:

Ml Moy Ml

a los que llegamos después de algunos ciclos con
cuantas cifras deseemos. Dado que esta estructura
tiene solamente cinco reacciones de sustentacidn, en-
tre esos tres valores y las tres ecuaciones de la es-
tatica, habria una condicién, en exceso, si no existie-
se ademds como incognita la magnitud de la fuerza
de inmovilizacién. Siendo por esto el niimero de con-
diciones el mismo que el de incognitas, resulta evi-
dente que aunque sea errdneo el valor de uno, o el
de dos o incluso el de los tres momentos flectores ob-
tenidos por Cross, ninguna incompatibilidad apare-
ce al completar dicho diagrama, mediante las ecua-
ciones de la estdtica, con los valores de las reacciones
y de la fuerza de fijaciéon. Cuantas comprobaciones
de equilibrio de nudo, equilibrio de barra, proyec-
ciones de fuerzas, momentos de fuerzas, etc., etc., se
hagan, resultaran concordantes y no permiten descu-
brir el error, incluso el triple error, cometido.
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Tig. Gr.— Obtenidos por el "moment distribution method”

los diagramas de momentos flectores, tanto en Ja ctapa a)

de nudos inmbviles, como en la b) de traslacién, podemos

cquivocarnos en uno o en todos los valores de los momentos,

sin que ninguna incompatibilidad estatica nos lo pueda ad-

vertir, 1En la ctapa final, ¢), la estitica solamente nos da una
ecuacién que los ligue,

Por idéntica causa, ante la misma perplejidad
sobre la validez de los resultados, nos hallamos al

‘estudiar por Cross la etapa traslacional: supuesta

una traslacién ‘A; entre extremos de una barra, Y,
por tanto, las As y Ag de las harras restantes, la dis-
El

n

da unos valores:

e e n ) 0
tribucién de unos pares

/
M MY ML

Dt
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que definen el diagrama de momentos (fig. 61-0), y
que, junto con las ecuaciones de la esttica, nos dan
los valores de las reacciones y de la fuerza I que
ha producido la traslacion. En dicha figura 61-b'se
han anotado los valores de las cinco reacciones y el
de la fuerza F, valores que todos ellos quedan expre-
sados, como en clla se ve, en funcién exclusiva de
las caracteristicas puramente geométricas del portico
y de esos tres valores de los momentos flectores:
Como facilmente puede observarse, es posible dar

2 los momentos MY Mf;l y M{;’ unos valores arbitrarios
cualesquicra, Ninguna incompatibilidad puede apare-
cer entre ninguno de los valores anotados en la figu-
ra, y en cada harra y en cada nudo quedan satisfe-
chas las condiciones de la estatica. l.as equivocacio-
nes que hayamos podido cometer en la determinacion
de esos momentos flectores se traduciran en que ob-
tendremos valores erréneos tanto de la fuerza [f
como de las diversas reacciones, sin que podamos
apercibirnos de que lo son. También en este caso cllo
es debido a que las propiedades elasticas de la estruc-
tura, y la deformabilidad de la misma, solo han sido
tenidas en cuenta en’ esa etapa previa de reparticion
y propagaciéon de momentos.

Aparece, ciertamente, la posibilidad de tener una
comprobacién de los cdlculos cuando, siguiendo este
método de Cross, se llega a la etapa de superposicion
(fig, 61-¢)), pues al desaparecer la fuerza de fijacion,
disponemos ya de una condicion a la que han de ve-
rificar los tres valores M{:(, ML, M Ta prueba no
es, teoricamente, completa, pues son todavia dos las
posibilidades de error que estos valores pueden te-
ner (1). T2l inconveniente prictico es que esta prueba
resulta tardia, y entretenido, ademds, el ir planteando
las comprobaciones estaticas de los diversos nudos
y piczas,

* ok

Se trata, pues, de disponer de un método comodo
y seguro de hacer mediantc el estudio de las defor-
maciones, las comprohaciones eldsticas de los diagra-
mas de momentos que se vayan obteniendo; para ello
hasta que volvamos tres cuartos de siglo atrds, es
decir, a la interpretacién cinematica de la ecuacion
de Jacobo Bernouilli dada por K. Culmann, Advir-
tamos que este método comprobatorio es general, y
tanto da que los momentos flectores & comprobar
hayan sido deducidos en la hipotesis de estructura
no traslacional como en la de libre movilidad, Y va-

(1) Para el caso de carga representado en la figura, fuer-
za vertical aislada sobre el dintel actuando a un tercio de su
extremo izquierdo, puede facilmente comprobar el lector que,
al aplicar las tres condiciones de la estatica, todas cllas con-
ducen a una misma y tnica condicién:

apLta il -l s mil=o, ‘

y por ello, cualquier grupo de valores de los momentos que
satisfaga esta condicién puede ser solucion estitica, aunque
elasticamente no lo sea,
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lido, asimismo, tanto para estructuras con barras de
inercia constante como si la inercia es variable dentro
de cada barra,

I"ig. G2. — Inferpretacion geométrica del método comproba-
torio de los diagramas dc momentos flectores.

Si examinamos el diagrama A'B'C'D'E’ de
momentos flectores en una célula cualquiera de una
estructura, por ejemplo, el de la figura 62-a), y redu-

cimos las ordenadas M,{l de este diagrama, afectindo-

1 .
las del factor ., el drea rayada nos representa

z
(ver también figura 17) el producto;
My
z . ‘
di = ds (radianes), [31}
El,

que es precisamente el giro relativo entre las dos
secciones extremas de un trozo de longitud d s (1),

(1) Fs la misma expresién, dada por Navier:

fl

oM

R, EI’

de la ecuaciéon fundamental de J. Bernouilli:
ml!
z
CUTVALUTR =7 —memeoreme o
constante
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El giro relativo entre.los dos extremos B y C de
dicha barra vendra, pues, expresado por:

(0] [é = drea momentos reducidos BB" C" C. [32]

1il giro del extremo 1 de la célula respecto a su
otro extremo /, sera la suma de las dreas corres-
pondientes a todas las barras. Si los extremos A y
7 estan empotrados, o también si la célula A BCD L
es una malla cerrada y por tanto sus extremos 4 y I
se confunden, la suma de todas estas dreas de mo-
mentos reducidos ha de resultar nula:

A Ml
A b ﬁreas:[ M: ds =0, {63]
E JE EI

Volviendo a la figura 62-a), vemos también que
el giro elemental d § produce un corrimiento del ex-
tremo libre 4, y, por tanto, de cualquier punto del
plano ligado rigidamente a este extremo. Por ejem-
plo, el movimiento del punto O segin el eje X X,
valdra

dx=y.do. [64]

Si estos diagramas de momentos flectores redu-
cidos los imaginamos representados sobre planos
normales al plano de la estructura, podremos definir
este producto y.d 8 [64] como momento estdtico del
drea rayada respecto al plano vertical de traza X X.
Y la traslacién total debida a la barra B C, sera el
momento

B

Ypp.0
BC c

siendo y 5 la distancia al plano X X del centro de
gravedad del drea B B” C" C de momentos flectores
reducidos.

Si los extremos 4 y E de la célula estdn empo-
trados, o coinciden por tratarse de una célula cerra-
da, la suma '

¥ momentos dreas respecto a X X =

A B
= pi =
E“yBC'G)CVO | |65]

ha de ser nula.

Para asegurar la -completa inmovilidad relativa
del extremo 4 respecto al i, deberd, ademas, obte-
nerse idéntico resultado cuando los momentos se
tomen respecto a otro plano cualquiera ¥ ¥ (que
puede ser, o no, ortogonal con el anterior X X). Es
decir, se-ha de verificar asimismo que:

2 momentos dreas respectoa YV =

_..A\" (;)B_ ‘ 66
T E “'BC’ c'“o' (00]
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La comprobacién de cualquier malla cerrada, o
de cualquier célula empotrada, consistira, por tanto,
en lo siguiente: @), paso del diagrama de momentos
flectores a los diagramas de momentos flectores redi-
cidos (si las barras son de incrcia constante, este paso
es inmediato); D), obtencién de los valores de las
ireas correspondientes a cada barra; c), determina-
cion del ¢. de g. de cada drea y de la posicion de
la proyeccién del mismo sobre la barra correspon-

-~
14

diente (ver figura 62). Entre estos valores:

Cuyas equivalencias en deforma-

Se han de verificar las condiciones: ciones son:

19 La suma de las dreas ha 1o Nulidad del giro re-
de ser nula [63]. lativo entre secciones
. extremas, \
20 La suma de los momen- 2.° Nulidad del movi-
tos estaticos de las areas miento relativo segun
respecto a X X ha de “la direcciéon X X.
ser nula [65].
30 La suma de los momen- 3.2 Nulidad del movi-
tos estiticos de las areas miento relativo segin
respecto a YV ha de la direccion Y'Y,

ser nula [66].

siendo X X e ¥ ¥ dos rectas cualesquiera del plano
Convendra tomar como rectas X X e V V, aquellas
que nos anulen el mayor niimero de momentos estil-
ticos parciales, es decir, las barras sometidas a cargas
directas.

(En la determinacién de las dreas de momentos
y de los centros de gravedad puede resultar mds
cémodo sustituir el diagrama de momentos de cada
barra por los diagramas parciales del momento isos-
tatico y del trapecio de los hiperestiticos, reempla-
zando, a su vez, este trapecio por los dos tridngulos

de bases Mf,l y Mél. Il 4rea de momentos isostaticos
y la posicién de su centro de gravedad es ficilmente
expresable (1) de una vez para todas para los dis-
tintos tipos de carga, y de este modo no serd mencs-
ter determinar para llevar a cabo este calculo com-
probatorio, sino el drea y centro correspondiente a

los citados tridngulos de alturas M4 y M%.

(1) La adjunta figura 63 representa el caso mis sencillo:
barra sometida a fuerza aislada.

Al pie de la figura aparece la expresidn del drea redu-
cida de los momentos flectores isostaticos y la posicién de
su centro de gravedad,

Muchos otros tipos de carga de empleo frecuente se han
recogido en sendos cuadros, en que se anotan estos valores,
ast como diversos otros que, por lo continuo de su uso, inte-
resa tener a mano, Figuraran como anejo a la publicacion,
en separata, de cste tyabaio.

N
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Como aplicacion de lo anterior, se recoge en la
figura 64 la comprobacion eldstica del diagrama de
momentos {lectores correspondiente a una de las soli-
citaciones de cierta estructura multiple (cuyo cstudio
nos [ué propuesto en el ntimero del pasado mes de
julio de la Revista). Al pie del diagrama se han
resumido los valores de las areas reducidas de los
momentos flectores, las coordenadas de sus c¢. de g.
referidos a los ejes BX y B Y y los momentos esti-
ticos de dichas areas respecto a estos cjes.

area reducida<>Bg

A PI? ' .
6= EEE radianes
posicion desu c.deg.
uLE  p.1E
3 3

Tigura 03.

Para la malla cerrada BJL RQ PCDB, las tres
condiciones anteriores quedan satisfechas (incluso
con error menor de media unidad de la quinta deci-
mal), lo que comprueba la exactitud de nuestro dia-
grama de momentos,

Para la parte inferior de esa estructura, portico
ABCD con un apoyo articulado, ya no es posible
elegir unos ejes cualesquiera, sino que es necesario
adoptemos como ejes dos rectas que pasen precisa-
mente por la articulacién, La suma de las dreas redu-
cidas tiene un valor diferente de cero (esta suma. es
precisamente el valor del giro experimentado por la
seccion A que tiene libertad de giro), en tanto que
los momentos estaticos respecto a esas dos rectas (y
que nos miden el recorrido del punto A en dichas
dos direcciones) ha de seguir resultando nulo. Iis lo
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Fig. 64. — Aplicacién a un caso de estructura multiple tras-
lacional del método comprobatorio de los dingramas de mo-
mentos flectores,

que se comprueba al pie de esa misma figura 64.

(Si la malla estuviese biarticulada, como es el
caso representado en la figura 65, la finica condicion
que puede establecerse es la de que la distancia mu-
tua entre articulaciones no varie. Por tanto, debera
adoptarse forzosamente como recta respecto a la cual
se tomen momentos de las dreas, la recta A I de
unién de ambas articulaciones, T.a suma de las areas
nos seguird-dando el valor del giro relativo en mdm—
nes entre las secciones A y E.)
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Observemos que las leyes de momentos hasta
aqui comprobadas han sido leyes de momentos flec-
tores debidos a la accidén de cargas sobre la estruc-
tura: (bien se trate de cargas aplicadas en barras o
nudos de la célula elegida para la comprobacion, o
hien-que sean cargas aplicadas en barras o nudos del
resto de la estructura).

Figura 0s.

Y también que los criterios de comprobacién que
acabamos de ver, no son otra cosa sino la expresion
de que:

A) Iin una célula empotrada o en una malla ce-
rrada, el giro y el movimiento relativos entre sus
extremos ha de ser nuln, (Pueden tomarse momen-
tos respecto a dos rectas cualesquiera del plano,)

B) lin una célula articulada-empotrada, los mo-
vimientos del extremo articulado han de ser nulos.
(Pueden tomarse momentos respecto a dos rectas
cualescuiera, con tal de que estas rectas pasen por el
apoyo articulaco.)

C) Iin una célula biarticulada, la distancia entre
articulaciones no varia. (Han de tomarse los momen-
tos estaticos precisamente respecto a la recta que pasa
por dichas articulaciones,)

* ok k

Pero estos criterios de comprobacidon han de ser,
naturalmente, distintos cuando los momentos flecto-
res sean debidos a una variacién de temperatura en
la estructura o a un movimiento de los extremos de
la célula, pues- hemos de expresar en estos casos
cudles son los movimientos que los apoyos impiden
desarrollar, o los que obligan a tomar a la estructura,
respectivamente.

Si se trata de un aumento de temperatura (vcr
figura 60), los movimientos que la ley de momentos
produzea en la extremidad 4, por ejemplo, han de
ser precisamente iguales y contrarios a los movimien-
tos que en dicha extremidad. ocasionaria una eleva-
cion de temperatura cuando, liberada de-la -coaccion

REVISTA DE OBRAS: PUBLICAS



]

]
”-189973556
_X|ME=0383601

Mar969150 » N

9 8111568 » {1

O-1424g02 » {y g6sses7» 92

Areas reducidas Momentos estdticos
(giras en radkanes) Coordenadas

(traslacionesde A)
x=1597849-L

O+ QSTBSIEEL {1 yorsts » +4B44UDELL; 12536 ELL

0389333 »
X " ~0444489 » ;1141668 »

) " )
3~0949868 »

?74" +qa-etz: 4'=-73 ELL

Fig. 66.~—(,0n}probaci6n del diagrama de momentos flectores de la figura 27; los recorridos que provocan en el extremo A
son justamente los opuestos a los que produciria el aumento de temperatura en la estructura isostatica.

que supone dicho apoyo, hubiera podido dilatarse
libremente la célula. Pues es justamente la coaccion
del apoyo la que, deformando eldsticamente la estruc-
tura, anula dichos recorridos.

la curva de presiones, con lo que la comprobacion
mediante las condiciones de la estdtica ha quedado
ya realizada graficamente. (Sin embargo, esta com-
probacién, aunque necesaria, no es suficiente, y al

Arsas reducidas Coordenadss Momentos estaticos

M 06/ 7414 A
Mc '039456, "
M 7574589 "

2
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Fig. 67. — Comprobacién del diagrama de la figura 33; el recorrido que provocan en el extremo A es igual al descenso A
experimentado por su apoyo, -

Y si se trata de la ley de momentos flectores de-
bidos, por ejemplo, a un descenso del apoyo (fig. 67),
el recorrido,obtenido partiendo de dicha ley ha de ser
precisamente igual ‘al movimiento del apoyo, ya que
dicha ley de momentos no es sino el traslado a cada
punto de la pieza de las acciones que el apoyo ejerce
sobre la estructura y que, deforméndola elastica-
mente, la obligan a que su extremidad acompafie el
descenso del apoyo.

Las comprobaciones de estos casos de solicita-
cién, en los que las leyes de momentos son lineales,
cuando ademés las estructuras estin constituidas
por barras rectas de inercia constante son e%pecxal-
mente comodas, pues las areas de carga pueden in-
cluso. descomponerse en tridngulos y es inmediata la
obtencién de los puntos en los que dichas areas deben
de ser aplicadas, En la figura 68 recogemos la ley
de momentos que una elevacion de temperatura pro-
duce en la compleja estructura de la figura 65. Se
han anotado también en ella los valores de las reac-
ciones y de las resultantes que con ellas constituyen

MAYO 19354 -
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Fig. 68, —Dmgrama de los momentos flectores, curva de
presiones y reaccnones producidas por un aumento de tem-
peratura,
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cuidado del lector dejamos .como ejercicio el hacer

la comprobacidon elastica.)

* ok F

Iiste. método comprobatorio es una mera aplica-
cién de los conceptos de la listatica Gréfica. No es,

como. hemos visto, sino Ja interpretacién geométrica,

del primer sumando de las expresiones de Bresse
del giro y recorrido e un punto, 4, de una piezi
respecto a otro punto, [

A Sl
Jr EI
‘A fl,x.ds
a:l M ; (67

E ! EI
y tdn antiguo, por tantn, como la propia Graphischen
Statik. o o =

Sin embargo, como en otro lugar hemos indica-
do (1), este método comprobatorio aparece con fre-
cuencia designado con la denominacion de “la mé-
thode du moment statique fictif” y atribuida a
J. Rieger su formulacion: Y es que el favor que un
prologo de buena firma dispensa.a una obra, puede
tener un alcance insospechado. Lo ha tenido en este
caso ¢l prologo de A, Mesnager al primero de los
tomos de la obra de Rieger, vy particularmente su
frase: “M. Rieger (2), professeur & l'Iicole’ Poly-
technique de Brno (Tchécoslovaquie) a eu I'ingénieu-
se idée d'interpréter géomdtriquement les équations
fournies par l'application du théoreme: de Castiglia-
no”, es la que ha ido pasando de texto en texto como
juicio de cada autor sobre ese teorcma de Rieger.

Que efectivamente Rieger establece su trahajo
por identificacién de las expresiones de giro y defor-
macién de la seccién extrema obtenidas por el teo-
rema Castigliano, con las de suma y momentos esta-
ticos de las dreas reducidas, es incuestionable. Is
mds, a esto se debe precisamente la premiosidad de
su trabajo y la falta de generalidad.de sus conclu-
siones. I.o que resulta sorprendente es (ue Mesnager
lo presente como “une nouvelle méthode”, y que como
nuevo lo recojan también otros autores.

De todos modos, lo que no podian lograr estos
henévolos juicios, ni esta presentacion como novedad,
era el conseguir que pudiese prosperar como método
general de andlisis y clculo de estructuras este mé-
todo, destinado, por su naturaleza, a ser un método
comprobatorio: utilizado como lo hace Rieger,. no
es sino una equivalencia, poco comoda, de los méto-
dos gerierales de obtencion de las reacciones (Cul-
mann, Bresse, Castigliano) y, al igual que éstos, sdlo

(1) Revisra nE Omras POnLicas, julio de 1053.
+. (@) J.. Rieger: Caleul des Constructions hyperstatiques,
avec préface de A, Mesnager. Tomo T (1926). Los tamos
siguientes son de 1931, el 1T, v de 1936, el ITI. (Dunad)
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en las estructuras con. pequefio nimero de hiperes-
taticas puede, por tanto, resultar adecuado como he-
rramienta de analisis.

VII

. Los métodos clasicos otros ‘“‘métodos”.
y

No es éste un caso aislado de redescubrimiento
de resultados ya logrados. Desgraciadamente, no so-
lamente es un caso repetido sino, incluso, frecuente
esta aparicion de variantes, que nada realmente po-
sitivo afiaden a la comun herencia y tan solo aumen-
tan la aparente diversidad de los métodos de la elas-
ticidad, ‘ .

Tnsistir en que todos parten de la misma expre-
sion de Bernouilli-Navier del giro de una rebanada
elemental ; o S
_M.ds

El

do ) | [31]

v de que este giro produce, en un punto rigidamente

ligado a la rebanada, la traslacion:

M.x.ds
El

di=x.d0= (67]

(siendo + la distancia del punto de giro a la recta

¥ ¥ segin la cual se mide), ciertamente que lo en-

" contrard superfluo el lector experimentado.

Me parece que, en cambio, al principiante le re-
sultaria mas fécil su trabajo si desde un principio
se le advirtiese con toda claridad este comtin y tan
antiguo origen. Un modo de presentarle los diversos
métodos que habra de utilizar para resolver los pro-
blemas eldsticos, pudiera ser la enumeracion si-
guiente

A) Si nos abstenemos de dar significacion par-
ticular alguna a ninguno de los términos de estas
expresiones. [31] y [67] y procedemos a la suma-
¢idn de estos giros y traslaciones elementales, que-
dan exactamente reproducidas las expresiones de
Bresse (1854), comienzo de un camino que pudiéra-
mos llamar puramente analitico. (T.os restantes tér-
minos de las formulas de Bresse son los que dan las
deformaciones debidas a los esfuerzos normales y
a los esfuerzos tangenciales,)

B) Si dicha expresion del giro se la escribe en la
forma:

d |
a0=m' E—Sl. (31-B]

y a su segundo factor se le denomina;
ds — . o ;
Ag= T peso elastico == flexibilité
(kg_.] . vm -_— |)

estamos en la Estatica Grafica de 1873. .
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Cuando una, ménsula estd sometida a un par &,
el momento flector en cada punto es constantemente
M1=EM, y si estd sometida a una fuerza 7, el mo-
mento flector en cada punto es MS!=1I.d, siendo
d su distancia a la recta de accién de la fuerza. Si
sustituimos estas formas de expresion de los momen-
tos flectores en las consabidas [31] v [67], tendre-
mos en uno y otro ¢aso:

BO=. 25— Ag;
Par El
Ad=M .x.Ag.

Ad=F.d.Ag;
Fuerza
Ab=F.d.x.Ag;

que aplicadas al conjunto de lag diversas rebanadas
clementales, quedan expresadas por los enunciados
de Culmann:

1.0 Il giro debido a un par es SM veces la suma
de los pesos elasticos, y la traslacion, M veces la
suma de los momentos estiticos de los pesos respecto
a la recta segiin la cual medimos la traslacion,

Y para el segundo caso:

20 1l giro debido a una fuerza es [7 veces la
suma de los momentos estaticos de los pesos eldsticos
respecto a la linea de accion de la fuerza, y la trasla-
cion, F veces la suma de los momentos centrifugos
de los pesos respecto a la linea de accidn y a la recta
segtn la cual medimos la traslacion.

El estudio de las deformaciones elasticas pasa
con esto a ser un estudio geométrico de csos pesos
clasticos™ atribuidos a cada rebanada: las propic-
dades generales que ligan los momentos estiticos y
los centrifugos v de inercia de un sistema de masas
cualesquicra simplifican y facilitan tales estudios.
Aparecen con ello los conceptos de centro y elipse
clasticas y los de antipolo y antipolar. Pero también
la posibilidad de que el estudio sea riguroso y queden
simultdneamente tomadas también en consideracion
las deformaciones por esfuerzos normales vy tangen-
ciales. )

C) Este mismo modo de considerar la expresion
[31-B] puede hacerse prescindiendo mds o menos de
toda representacién o esquema geométrico; asi, por
ejemplo, se pasa gradualmente de la estdtica de
Maurice I.évy a la exposicién de Pigeaud y suceso-
res. M. Lévy (1874), al igual que Miller-Breslau
(1886), opera con.‘“poids fictifs”, sin utilizar las pro-
piedades proyectivas de la elipse eldstica, pero si las
de su centro y ejes principales a los que trasladan
las reacciones hiperestaticas para obtener la previa
separacion de las incognitas. S

Més lejana de toda representacion geométrica s
la exposiciéon de Pigeaud, en la que las integraciones,
interpretables como poligonos funiculares de los pesos
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ficticios, pasan-a denominarse "intégrales caractéris-
tiques”, y de un modo exclusivamente analitico son
estudiadas sus relaciones y propiedades.

1)) Otro modo de escribir la expresion del giro
elemental de la rebanada, es el yaindicado:

M
df=——.ds, (31-D]

en el que el primer factor es el momento flector re-
ducido, es decir, la ordenada del area elemental de
las figuras 17 y Gz,

s ésta la concepcion mdas usada; es en la que
hasd Mohr su teoria de la viga equivalente (1868):
¢l dngulo que forman dos tangentes a la eldstica, o
lo que es lo mismo, el dngulo relativo ¢ue toman dos
secciones de la pieza, estd expresado por el area de
momentos reducidos comprendida entre dichas dos
secciones,

Y al considerar la posicion del centro de gravedad
del area total y las distancias de este centro a los
extremos, las expresiones de las reacciones que, en
los apoyos de la viga equivalente, produce esta drea
de carga son también las de los giros experimentados
por las seccionmes extremas. Transformaciones ele-
mentales conducen a las.“lineas en cruz’’, a los “tér-
minos de carga’, etc., ete.

s posiblemente esta forma la que mas facil ac-
ceso proporciona a los métodos de “deformaciones”,
hien sca partiendo de la pieza cargada sustentada
isostdticamente (y definida la carga por los giros de
Jos extremos), o bien de la pieza cargada considerada
como perfectamente empotrada (y definida la carga
por los momentos de empotramiento perfecto, que
son los momentos capaces de anular totalmente esos
viros de la pieza isostatica). '

(Fscrita de este modo dicha expresion [31], pu-
diéramos haberla adoptado, como hizo W, Ritter,
como punto de partida en nuestra recapitulacién del
método generalizado de los puntos fijos; pero tiene
el inconveniente de principio de operar simultinea-
mente con clementos propios de la estructura y con
clementos dependientes de las cargas solicitantes,
inconveniente que, aunque suprimible por considera-
ciones geométricas sencillas, convenia evitar.)

* ok K

Todos estos distintos métodos (en realidad, como
vemos, todos estos -distintos smodos operatorios de la
lasticidad) tienen sus peculiares virtudes y perdu-
ran a través de los afios, . .

Pero otras variantes aparecen, cuya formulacion
solo se explica por prurito de novador o, mds proba-
Dlemente, por ¢l desconocimiento que sus autores
tienen de la labor ya existente.
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Tal es, por ejemplo, The column analogy, pro-
puesta por Hardy Cross (1), que puede resumirse
asi: Escrita la expresion [31] en la forma

d@:Mf’.ds.-E‘—l-, (31-E]

y trazando en cada punto de la fibra media de la
pieza, y normalmente a la misma, un segmento que

represente el valor de = LI en dicho punto, se obtiene

una figura plana, base de la columna o zapata equi-
valente, en la que cada elemento de fibra de longitud
d s nos define en ella un area elemental de valor

1

ds, ——— kg=™' . .m~!
T (kg )

(que es sencillamente lo que medio siglo antes se¢
venia ya denominando peso eldstico). Y asi, en vez
de decir: peso eldstico, centro eldstico, momentos de
inercia de los pesos, elipse eldstica, antipolo y anti-
polar, se dice: drea elemental, centroid, momentos
de inercia de las 4reas, elipse de inercia, punto de
aplicacion y fibra neutra,

Si a esas dreas de la zapata equivalente se las
considera sometidas a unas presiones unitarias cuyo
valor sea el del M/! en cada punto, entonces cada
volumen nos representa el producto:

1
M. ds. — =4l 31
El ' B31]

y su ¢ de g. y su volumen total nos dan el punto de
aplicacién y el valor del giro total (ver figura 09).

Tanto da, como vemos, este simil geométrico como
el de las dreas reducidas de Mohr, o las operaciones
grificas de pesos eldsticos de Culmann, o, por ejem-
plo, las operaciones numéricas equivalentes de Mi-
ller-Breslau y sucesores.

Pese a que, antes de que esta column analogy
tomase difusion entre nosotros, voces tan autorizadas
como la de Fernindez Casado habian puesto bien
patente la total ausencia de novedad de este preten-
dido nuevo método, no ha dejado de presentarse el
dafio que estas novedades suelen producir: desorien-

tacién y desvio del principiante (2) respecto a traba-

jos que el uso ha ido depurando.

Se aduce, a titulo de ventaja, que esta intuicidn
geométrica presenta mas claridad que las anteriores,
y asi serd entre aquellos que lo afirman; pero el es-

(1) The colum analogy. Analysis of elastic arches and
{rames by the general. formula for flexure, Octubre 1930.
Bulletin nim, 215, University of Illinois.

(2) Sobre este método de la columna equivalente se ha
llegado a dar juicio tan categérico como el siguiente: “Su
fundamento y sus numerosas aplicaciones imponen a los pro-
{fesionales la obligacién moral de enterarse, primero, de su
sencilléz y de su exactitud, v después, de aprender a practi-

"-carlo con soltura y con seguridad”.

236

, AA=Lrasiacioh debich & fa acciv
_/'de lafuerza P deformando el brozo TCD.

AA= traslacion debidaa /3 reac-
cion Ry deformandh toda la pieza.

Al 2Rl
AA+AA =0.
Fig. Go.—En la parte superior la “column analogy” de

1930. Iin la inferior, idéntica resolucién por Bresse (1854),
CuLmanNN (1875), etc, etc,

tudioso de este lado del Océano con una mejor pre-
paraciéon matematica no necesita “ver en perspectiva”
para componer. con seguridad unas rotaciones ins-
tantdneas y poder hacer esta operacion por muy varios
métodos, en vez de tener que hacerlo forzosamente
mediante célculos numéricos y prescindiendo, ade-
més, de las deformaciones por esfuerzo normal y
tangencial,

* kK

Por si alcanzamos mejor suerte, quisiéramos pre-
venir aqui a los lectores de otra novedad que del
Lejano Oeste nos llega: “The Analysis of Continuous
Structures by Traversing their Elastic Curves”, de-
bido a Ralph W. Stewart, ingeniero-jefe de la ciudad
de Los Angeles, publicado en 1948. Parece afin mas
necesario el hacerlo, pues acaba de ser editado en
lengua alemana (1), en traduccién que prologa y
firma el Prof. Dr., Ing. Adolf Kleinlogel, que lo

presenta como “‘véllig nenartiges, interessantes Ver-
fahren”.

(1) Die Traversen - Methode. Stewart/Kleinlogel, Ed,
Wilhelm Ernst ‘& Sohn, 1052, :
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Y en la Introduccion extrema atn mas estos con-
ceptos, afirmando que “Die Traversen-Methode ldsst
“sich mit keinem der bisher hekannten Berech-
"nungsverfahren unmittelbar vergleichen”... ‘“Bei
"der Traversen-Methode handelt es sich um die
“gleichzeitige Verfolgung der Mowmentenfortpflan-
Yzung und der Drehwvinkelfortpflanzung”.

En este caso, lo que sorprende no es la, formula-
cién como noved'\d por parte del Sr. Stewart, sino
que pueda olvidar A. Kleinlogel hasta tal punto sus
afios de auxiliar del Prof. Marsch, y entre ellos los
de la permanencia de ambos en el Politécnico de
Zirich.

L M#2My L2MieMa
| 3 M+ My |3M,w,

IS L(2M*Ma)
?‘I A N BTG
< frnnpennn 255 (Mot 1868) B3]
Qi
"!:: (9- L(M;?}"f )radfaﬁcs

6-6:9) 496565 }%-Za-ﬂa}
A6 8| 6:673(6576) 62656, |

8~ 36,-26, [69]; =34,-26, [10]

I'ig, 70.—Las f{érmulas del “Vollig neuartiges Traversen-
Methode” del afio 1948.

La figura 70, en su mitad derecha recoge, y con
mayor generalidad que el Stewart-Kleinlogel, las re-
laciones de que parte este método de la fravesia, y
en la mitad izquierda, se recuerdan las expresiones
de Mohr del giro de los extremos [33]. Cargada la
viga equivalente con el peso total del trapecio de
momentos reducidos: .

of =L (M, + Mp) radiancs .

B 2EI

e} .poligono de fuerzas de la izquierda nos define las
dos tangentes A1 C y C.B a la clastica. Si en vez de
este peso total la cargamos con los dos pesos par-
ciales:

OL:.:-—[—'—'MA; nRz___L____. MB'

2E17 2E]

aplicados en los dos ¢, de g. de los tridngulos de
.momentos reducidos, el poligono de fuerzas de la
derecha y el funicular 4 L R B nos definen igual-
mente las dos tangentes 4L y RB a la elastica.
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El lado intermedio L K, que no es tangente a la
cldstica, tiene la propiedad (proyectiva) de pasar por
el punto /> de momento nulo; y partiendo ademas,
como hacemos en dicha figura, del dngulo

0p— 10
que forma con la posicion inicial de la barra este
lado intermedio, resulta mds inmediata la deduccién
de las relaciones entre los giros 84 v #p de los ex-
tremos, y estos giros 6, y 8z con que opera el Tra-
versen-Methode, expresiones que estin recogidas al
pie de la citada figura, :

Se trata con estas férmulas de hacer la travesia
de uno a otro extremo de la estructura, caminando
por una poligonal que resulta tangente a las elasticas
en los nudos y cuyos vértices L y R estdn situados
en las lineas al tercio. Asi, por ejemplo, para el reco-
rride de 4 a B, parte Stewart del momento M4

y de un valor supuesio para 6,. Conocer My es
tanto como conocer el dngulo

L
0, = —= . M
L= gr -7

de los primeros lados AL y L R de ese recorrido

poligonal. Ta expresion [69] nos da el valor del
siguiente rumbo fg 3

lp=30, —20,, [69]

gue es tanto como darnos cudl debe de ser el valor
del momento flector que aparecerda en la extremi-
dad 7

2E/[
MB: L 0’\"

y el angulo:
g=120, —8,
o hien:

ip= (04 4 05),

w]~

y con ello iniciar la- tmvesm de la siguiente barra,
etcétera, ete.

Ya se ve que, salvo la terminologia, en nada
difiere cste proceso del de la determinacién de las
rigideces seguido por el método de los puntos fijos,
y casi ni en la terminologia del también usado desde
antiguo de propagacion del giro unidad. (En cnanto
a la materialidad del paso de un giro 44 al del giro
0 g, entiendo es mas practico y rapido el empleo de
las expresiones [15} a [17], o lectura en el Abaco II,
que dimos inicialmente. Todos ellos no son sino di-
versos modos de operar con el sistema [33] de
Mohr: conocidos . dos de los cuatro élementos que
dicho sistema liga, quedan conocidos los -dos restan-
tes.)
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Esta travesia es menester, al igual que en los
puntos fijos, repetirla en sentido inverso, y asi, en
el recorrido de B a A, partiendo- de los valores co-
nocidos o supuestos de 6g y Mg, la expresion {70]
dard cl de 8, y My,

Il empleo del artificio de desdoblamiento del dia-
grama trapecial de momentos en dos triangulares no
puede ser mas antiguo: reproducimos en la figura 71
uno de los grabados de la monografta de W. Ritter:
La linea cldstica v su aplicacién a la viga continua,
del afio 1871, y en la figura b) se aprecia cOmo estd
sustituida la elastica por la misma poligonal *del
moderno Traversen-Methode. Casi idénticas son las
figuras que afios despues emplearia [i. Morsch en
su exposicion de la que (y mds especialmente del
leit motiv de la figura 72-b)), derivaria precisamente
el inicial enfoque dado por A, Kleinlogel a su ex-
tenso y meritorio trabajo de tahulacion de estructu-
ras (1). ‘

e

%
4

Fig, 71.—De la monografia de W. Rirrer: Die clastische
‘ Linde, u. s. w. Ziirich 1871,

(1) Es asimismo de extraflar que una revista tan ponde-
rada como Concrete & Consiructional Enginecring, diese en
su ntmero de junio de 1953 una extensa nota sobre este
Traversen-Methode, redactada por el propio Mr. Ralph W.
Stewart, sin agregar comentario alguno de orientacién a sus
lectores.
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Abb. 14.

Ifig. 72.— De las obras de E, MOrscH, (Las rectas Bie y

Cy b son las Tineas en crug; los segmentos Bib y Cie, kreuz-

linjenabschnitt en la terminologia de RrTTer, son los “tér-
minos de carga” Ry L, de KLEINLOGEL,)

la anterior enumeracion de las distintas formas
de operar con la ecuacion fundamental de Bernouilli,
haciendo asi més patente el comun origen de los
métodos, de ningin modo ha aspirado a resultar ex-
haustiva, .

"Fin buena parte, porque ello resultaria intermina-
ble ante la reiterada y constante publicacién de traba-
jos que, omitiendo deliberadamente, o desconociendo
realmente las fuentes, aparecen reclamando nombre
y personalidad propias. '

En este examen de métodos que estudiados mds
detenidamente, se identifican con otros de antiguo
conocidos e incluso caidos en desuso, han sido los
mas de ellos métodos propuestos en el Nuevo Con-
tinente. Ni en esto ha habido por nuestra parte’pre-
meditacion ni puede resultar extrafio que una menor
tradicion, unida a muchas mayores dificultades de
bibliografia e informacién (1), originen este mal em-
pleo de esfuerzo y de capacidad creadora en alcanzar

[ v N

(1) X! lector curopeo de la Colump Analogy ‘queda, por
ejemplo, sorprendido al ver como H. Cross atribuye a H, M.
Westergaard, 1021, las “conjugate heam” ideadas medio siglo
antes por Otto Mohr. Y asi sc explica que Cross pueda apun-
.tarse la extension de estos conceptos a las barras curvas. :
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resultados ya antes. lovrqdos en esta parte del v1eJo
mundo.

Miés sensible resulta ¢l que al ser aqui conocidos
sean acogidos como tltimas novedades henchidas de
maravillosas virtudes, con menosprecio de una labor
de casi tres siglos y, lo que es peor, haciendo caer
en injusto olvido la aportacion y el nombre de tantos
precursores,

Pero lo que merece indudable censura es el silen-
ciar deliberadamente los origencs. Reiteradas veces
hemos mencionado el "\Vl(ler,smnd Rechnung” (que
es actualmente muy usado por los calculistas germa-
nos) como una forma incompleta, aunque acertada,
de aplicar el método de los puntos fijos. Ha sido éste
un caso muy tipico, pues, aparte de su presentacion
nada menos que como “Neue Statik” (1), su autor
silencia y da como inexistente el método de los pun-
tos fijos. Imposible de desconocer por quien en ofro
tl'llnjo (2) se ufana de: *Nicht 1c<1e1 hat das Gliick,
als Anfanger hei einem Meister wie Timil Mdrsch
2 lernen”! Y merecida la dura nota bibliogréfic:
que en Der Bauingenicnr de mayo de 1938 le dedica
Pohl, cuyo pirrafo final es, desgraciadamente, apli-
cable a hastantes autores: “Is de lamentar que por
esta tendencia de arremeter contra todos los anticita-
dos métodos, con lo que se fuerzan muchas puertas
abiertas y resultados evidentes se anuncian como nue-
vos conceptos, el trabajo que casi tiene cierto mérito
se lea con disgusto”,

Mejor diriamos que con dolor, pues ¢s convertir
en trabajo de Sisifo lo que debiera ser metddica

construccion,
* Kk

Flemos tratado, como advertimos en las primeras
lineas, de poner de manifiesto las ventajas de wna

(1) Max Mayer: Neue Siatik der Tragwerke ais biege-
steifen Stiben, 1938,

(2) Max Mayer: Die Statische Berechnung. (Band
Lchendige Baustatik.) 1053.

“oielta o los wmds cldsicos métodos directos de la

Elasticidad. ‘ S

Tngenuo seria sofiar siquiera ¢l poder lograrlo;
pero convencidos como estamos e su conveniencia
v necesidad, no solo pereza, sino grave [alta de ani-
mo seria el no intentarlo.

I.os nombres y fechas aqui citados con encjosa
reiteracién, quizis consigan se vea la Elasticidad

como lo que es: fruto de un trabajo de generaciones

y no una reciente serie de ideas felices rapidamente
superadas por noveles autores. oco es esto, sin em-
bargo, como poco también ha sido el fruto de las
contadas obras de historia de los conocimientos elds-
ticos (1).

Serfa menester que la Mecanica listica encon-
trase quien pudiera tratarla con la altura con la que
Iirnst Mach, en su Desarrolio histérico-critico de la
Mecdnica, plasmé los conocimientos de la mecanica
-~ racional, Y en la que quedaran también recogidos los
tanteos, las dudas y cl proceso mental con que se
han ido forjando Jlos distintos eslabones. Ningin
modo de exposicion .resultaria mas claro que éste y,
al igual que en la obra de Mach, podrian asimilar-
se. los sucesivos conceptos con toda la evidencia y
vitalidad con que surgieron en la mente de'sus crea-
dores. _ o

Y esta puesta a punto y ordenacion dge los, cono-
cimientos, aparte de evitar repeticiones y novedades
estériles, es la que podria dar una clara vision del
conjunto de la Elasticidad Lineal (superposicion y
proporcionalidad directa), que, convirtiéridola:'ast en
clasica, como lo fué la mecénica racional, dé prcmtn
y franco paso a teorias clasticas mds ajustadas a la
compleja realidad del mundo fisico,

(1) Hans Straub: Dic Geschichie der Bawingeniewrkunst,
Basilea, 1040. Y su traduccién al inglés: A History of civil
engineering. TLondres, 1932

S. Timoshenko: History of Strength of naterials, with
a brief account of the history of theory of elasticily and
theory of structures, New York, 1953,
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