GENERALIZACION DEL METODO
" DE LAS TRANSFORMACIONES

ALGUNOS ASPECTOS DEL PROBLEMA

Por FEDERICO GODED ECHEVERRIA,

[ngenicro de Caminos,

Tiste método, que fué primeramenie concebido para su utilizacion exclusiva en la teoria de la

Elasticidad (*), desborda, en realidad, estos cstrechos limites, ya que son inucho nuis wvaslas

¢ interesantes sus aplicaciones en otras rawmas de la Mecdnica-Iisica. Presentamos en csle

trabajo algunos aspectos del problema matemdtico que el método plantea, asi como el
esquema general de sus fundanientos.

Las ecuaciones en derivadas parciales de la Fisica
matematica deben ser satisfechas por determinadas
funciones de la forma F (vy=zi) si se refieren a
estados fisicos variables con el tiempo, o dc In for-
ma I (x yz) si son estacionarios,

Designemos por

LF=0 (1]

la ecuacién que debe satisfacer F en el caso mis ge-
neral en que interviene la variable £,
Si efectuamos el cambio de variables:

x=fi (x ‘yl 2 t),
y=folx yi2t), (2l
Z2=fy(x, ¥ 2, t),

(

t=fi(xy 2ty )
la ecuacion [1] se transformard a la siguiente:
N E(fi o fsf) =Ny Fi(x, 3,2, 4) = 0. {3]

Llamemos N al operador obtenido al hacer en esta
segunda ecuacidén & = xy, y =13y, & = &, Suponga-
mos ahora que es posible establecer una identidad,
como la siguiente:

Rxyzt) LF(xyzt)=N[F(xyzt). ¢ (xyzt)], [4

para cualquier valor de a9, 2, ¢. Iista identidad pre-
supone la existencia de una correspondencia biuni-
voca entre los dos espacios & (v1vizit) y 7m (%
s 22 t). En efecto, de la misma se deduce que si
F(xyzt) satisface a la ecuacion ([1], entonces
Fxyyi e 1)) ¢ (%1 v1 2 t1) satisface a la ecuacion
[3]. A cada solucion F (fifzfifa)=Fi (#1912 t)
de esta ltima ecuacién correspondera la solucién aso-
ciada, Fp (ryy121 t) = F (e h) . ¢ (r1y1 2 t),

(*) Revista de Ciencia Aplicada, marzo-abril 1952, y Re-
visTa DE OBRAS PUBLICAS, mayo-junio-julio 1952 y febrero
1953. Un ejemplar del presente trabajo estd inscrito con el
nimero 338 en el Archivo de originales del Centre National

%e- la  Recherche Scientifique, Centre de Documentation,
Paris.
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y a cada punto g (41 y1 £ &) del triedro cartesiano
(#1 91 21), vinculado a la solucion I7y, le correspondera
el ¢ (v2ys2aty) del mismo triedro vinculado a la
solucidén /7y, siendo:

Xo=fi{x, y 2 1),
Y= fa(x )2, 1),
2= faxyy 2z 1),
ty=[fi (0 ¥y 2 4y).

La identidad supuesta indicaria, pues, la existen-
cia de una homologia entre los dos espacios fisicos
¢ y 9, relativos a los dos instantes, fy y fa, respecti-
vamente, homologia cuya naturaleza dependera del
tipo de ecuacion y del fendmeno de que se trate,

[ixistirdn, pues, en realidad, dos problemas ho-
mélogos, que se resolveran simultineamente, Iin esta
hipétesis, cuanto més sencillas y directas sean las le-
yes que relacionen la funcién F con las magnitudes
fisicas adscritas a la misma, mas til v fecundo serd
el método.

Presta un mayor interés a este método el hecho
de que, con una serie importante de ecuaciones cla-
sicas y modernas de la Fisica matemdtica, como las
de Laplace, Maxwell, etc., pueden lograrse identida-
des semejantes a la [4].

También en el aspecto puramente matematico
tiene interés la identidad supuesta, ya que, como he-
mos visto, permitird deducir nuevas series de solu-
ciones, partiendo de series de soluciones conocidas,

En el presente articulo nos limitamos a estudiar
algunos aspectos del problema matematico de la ob-
tencién de la identidad, tanto en ecunaciones en deri-
vadas parciales como en ecuaciones diferenciales or-
dinarias, aunqué en estas tltimas tenga un menof
interés, y a obtener algunas identidades de funda-
mental importancia en las aplicaciones fisicas, pres-
cindiendo del estudio de estas aplicaciones, que reser-
vamos para otros articulos, -

Comenzaremos con las ecuaciones diferenciales
ordinarias, :

(5]
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ECUACIONES LINEALES

Comenzaremos con las de segundo orden. Sea la
ecuacion homogénea:

Ly=a,(x)y" +a @y awy=09, 6]

en la que 7. designa el operador:
ay (X) LA 4= a, (X) A Ay (X). 17
dx* dx

Al efectuar en ella la sustitucion:
x=4(), 18]
se llega o la signiente ecuicion :

() o ()Y lae) ¢ P — a9 2 (Y 4
- ay () ¢ (B y =0 V]

Llamemos N al operador:
a ' iy
ag [g ()] ¢' (1) — -+ ay[g ()] 5" (x)* —
dx?

— afp e W) | == ale ()¢ (10

Aplicando este Wltimo operador al producto
v (#) . ¢ (¥), resulta:

Nph=alp e @@y F2¢¢al !
tila@er—al@ ¢y Ha@dd Y=

- ay () ")+ @ (9) § ¢%] y = O (1

Supongamos que esta ultima ecnacion coincide,
para cualquier valor de x, con la ecuaciéon [1] de
que partimos, multiplicada por uni funcidén conve-
niente K (x).

Tn este caso podremos escribir:

, RLY=N(G (2]
o bhien:
—1) ap g (X)] ¢’ (x) = R (x) a0 (x): .
B —{ —2) 26 ¥ ay (@) +lay (@ ¢ — aolp) ¢’} = Ra, ()i
—3) a (0) ¢’ ¥ -+ ¥ [a; (9) ¢* — Ao (&) &) -+
+ ay (3) $ 9% = R @z (). (13]

El sistema anterior permitird obtener las funcio-
nes incognitas ¢, y y R, conocidos los coeficientes de
la ecuacién ao (v), @y (¥) y @ (¥), reduciéndose en
este caso el problema, como después veremos, a re-
solver una ecuacién diferencial. '

Puede plantearse el problema inverso. esto €s, la
determinacion de los coeficientes ao, @1 y a2, dadas
¢, ¥ y R, conduciéndonos en este caso el sistema an-
terior a tres ecuaciones funcionales.
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Se facilita la solucién, tanto del problema directo
como del inverso, si previamente se suprime en la
ccuacién [1] el coeficiente a; (), y se supone
ag (¥) =1, es decir, si partimos de la, ecuacion en
su forma canonica:

y'obanx)y =0, (14]

en cuyo caso, cl sistema [13] se reduce al siguiente:

(- D-gi=F
(15 =4 —2) =20 ¢ —dg"=0; (15)
e —3) — ¢ "~ Y g (g) $ 9 = Rau(x).

De estas dos primeras se deduce:

r':C 2;
R o o

Y reemplazando en la tercera los valores de R
y ¢ anteriores, en funcion de ', se llega a la siguien-
te ecuacién diferencial:

day (g) ot — 40y (X) g + 20 =32 =0, [17]

quedando asi reducidos los problemas directo e in-
verso a la solucién de la ecuacién diferencial ante-
rior, dado s (), o a la solucién de la ecuacion fun-
¢ional obtenida cuando ¢ es conocida.

Vista la forma de lograr la identidad [12], vea-
mos ahora su utilidad.

Sea:

y=Cyy, (x) 4 Cy s (x) [18]

la integral general de la ecuacion [6]. Reemplazan-
do v por y, en [12], se tiene:

N(yi4) =0, (191

ya que Ly = 0.
Luego yi (f) . ¢ (#) es una solucién particular de

la ecuacion [9] y, por consiguiente, yi (p1). ¢ (¢1)
es una solucién particular de la ecuacién [6], siendo:

t=¢ () (20}

la funcién inversa de la [8]. Analogamente, se de-
mostraria que ys (¢1)- ¢ (p1) es otra solucién parti-
cular de la ecuacién [6]. Siendo wi (¥) e ¥2(x)
linealmente independientes, también lo seran
vi (p1) . ¥ (p1) € ¥ (¢1) - ¢ (g1), ya que su wronskiano
es: :

Wy »ad
Vieh ¢ nd e Vabgh b ¢y

, '

=w¢wh ”\*a 21]
Yi Ve .
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Por consiguiente, la integral general de la ecua-
cion [6] podra también escribirse asi:

Y=K y (o) ¢ (9) | Koy (0y) b () [22)

siendo, por la unicidad de la solucion:

§ Vi (@) & (@) =y (%), [23)
. Ya o) & (o) = ya (%),
o bien:
V(o) & (91) = ya (%), .
% Vs (g0) & (30) = 3, (), 4]

para valores convenientes de los constantes. Ln el
primer caso, ¢; deberd satisfacer a la ccuacidn:

V(g Yo (%) =y, (x) pa (21), [25)
y en el segundo, a la:
Y1 (on) 1y (%) = y2 (%) ya (g0 [26]

Los valores de ¢; correspondientes a las solucio-
nes de estas dos altimas ecuaciones, deberan satis-
facer a la ecuacién diferencial [17].

Tomando un valor de ¢; que sea solucion de la
altima de cllas, [26], y el de ¢ correspondiente, [24],
la integral general podrad escribirse asi:

y=Ciy () +Coth (&) )i (e1), {27]

expresada en funcidn de la sola solucion particular
Vi (.@)

Antes de continuar, comprobaremos estos resul-
tados con un ejemplo, que aclarard cuanto llevamos
expuesto.

Construiremos para ello una ecuacion de segundo
orden, tipo uler, de Ja {forma candnica [14].

Sean:

{ yi(x)=x";

28
(yet =" [28)

Recordemos que, segun el teorema de Liouville,
el wronskiano de y; e ya vale:

R R U TR
W exp}-,nudx, | [29]

o lo que es lo mismo:

w = a, (x)

0
W ) (30]

10 que nos indica que W1!=10, cuando a; = 0. En
nuestro caso debera ser, pues:

xm
W= —

-2 n—2

m(m— 1) x™ nin—1x

=htn—1)—mm-=0]x"T""2=0. 31
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Tendremos, pues, para determinar s y n, la ecua-
cion :

m(m-—1)=n(n—1). 132}

Formemos ahora las ccuaciones |25} y [26]. La
primera de ellas da:
,‘?{"“ no.. ’.m--n : [33]
y la segunda:
" XM = (34]
Hagamos m—#un =2, en cuyo caso tendremos
las cuatro soluciones:
P = XL ‘
| (35]
o ==X,
[.os valores de y correspondientes, deducidos de

las ecuaciones [23] v [24], son:

b (o) = (£ ])n;
Y () = ()"

(36]

Reemplazando en [32] m =an -+ 2, se obtiene
3 . ,
"= — y m=—- La ecuacién huscada sera,

pues, la siguiente:

y o o 'h
3 1 | Y
! — x — e X t
Yoo 2 =0, (37
' 3 — l/ 3 - .a/
‘ X —xh
y 4 4
o hien: .
4xty" —3y=0, (38)

La ccuacion [17], en este caso, toma la forma:
3.\'_2 ‘?,2 -3 ‘P-—--QCPM _+_2?/ '{‘”"" 3?!13__:0’ [39]
la cual tiene como integrales particulares las [35],

como es facil comprobar. @
La integral general sera, pues:

y=Cy(x) + Caxy (x 1) =K ys(x) -
+ Ky xpe(x71), (40]

1 wr . .
para ¢ = ~—, obteniéndose expresiones semejantes
X

para las restantes soluciones.

* En las ecuaciones de segundo orden acabamos
de ver que, para determinar una solucién en funcién
de la otra, basta que la ecuacion [26] defina en todo
el plano t = ¢y (%), siendo ¢, derivable. En. las ecua-
ciones de orden superior esto no es posible en gene-
ral. En efecto: el sistema [24], en este caso, se des-.

135




doblard en (3) sistemas -andlogos. Uno de ellos seria
el siguiente:

W) b () = pa (X))

Yo (01) - & (g) = Yu (%),
Ya (@) - ¢ {g) = i (%),

[41]

y tendriamos, por lo tanto, para determinar gy, cl
sistema :

Vi lgy) « Ya (X) = Yo (1) + Yo (x)3

T 0) -+ 2 () = Yo (81) + o () 142

Si este sistema no es compatible, no habra posi-
bilidad de lograr una identidad como la [12].

Ast, por ejemplo, en el caso de una ecuacion de
tipo Euler, siendo:

¥ (x)=x"
ye (x)=x"" [43]
¥ (X)) = x?

la compatibilidad del sistema [42] exige que los
coeficientes m, n y ¢ estén ligados por la relacion:

(m— n) (g —m)=(n— q)% [44)

Pero hastaria que la cumplieran para poder de-
ducir, conocida 4y, las otras dos soluciones particu-
lares y2 € 4.

Si se hubiera partido del sistema siguicnte:

Vi (o) - b (o) =0 (%)
Va2 (‘Pl) (@) =0 (x),
U Yale) s d () =Wy (),

(45]

en ver del sistema [41], serfa preciso conocer dos
soluciones, y; € s, para encontrar la tercera,

Asi, en el caso sencillo de una ecnacion de coefi-
cientes constantes, tendriamos:

=eux ‘ )
S';),f)_:e{ix: {46)
=t

T compatibilidad del sistema [45] exige que
los tres exponentes verifiquen:

2a=p-+1, o
siendo entonces:
¢r=—Xi

§ o) =€

La integral general se puede, en este caso, escri-
bir asi: ' =

48]

Y =0,y () Caye (x) + Coyu (— x) €72, (49]

en funcion de las dos soluciones particulares y; e ya,
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ECUACIONES LINEALES EN DERIVADAS
PARCIALES

Ecuaciones de primer orden con respecto a X.

Iin estas ecuaciones, el problema no puede plan-
tearse con Ja misma generalidad. Sélo algunos tipos
de ecuaciones admiten transformaciones andlogas a
las estudiadas en las ecuaciones diferenciales ordi-
narias. Su utilidad, en cambio, es aqui quizds mayor,
ya que permite, en algunos casos, la obtencion de
series de nuevas soluciones, partiendo de series de
soluciones conocidas.

Comenzaremos con las ecuaciones de primer or-
den en la derivacién con respecto a la variable .
Sea una ecuacién del tipo siguiente:

Le=aylx) o - a (02 + Bz, 150]

en la que B designa el operador:

3” Al
by(y 1) 10 (p) Ao
. ayll Syn—lat
P n-—1 )
Aby, (P ) ——F G () e A
P [n 3 yll— 1
n—1
- Cn-—l(y f) A g (). 151)
[ifectuemos la sustitucion:
;C = ¢ (%), ‘
Y=y, (52}
=t,

con lo que la ccuacion dada se transforma en la:

o0z
Ix

aq (9) +¢ a9 z2--¢' Biz=0, (53]

1

designando aqui B; ¢l operador [51]- referido a los
variables v, t1.
I.lamando N al operador:

9
ay [ (%)) Y ¢ () ayle () -+ ¢ (%) B, (54]
tendremos, al reemplazar aqui 2 por g. ¥ (¥):

N (z) = ag (9) & :;{— - la (@) ¥ o @ () Pz 4

B

!

+¢ Bz [55]
Para que se verifique la identidad:

RLz=N(zy), = [56]
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.para cualquier valor de w, siendo R (+) una funcién
conveniente de x, es preciso que sean:

Rag (x)==ao(¢) . ¥;
(x) = ay () &' -+ ¢ a,(¢) &; [57)

Reemplazando el valor de R de la Gltima en la
primera, se obtiene, para determinar ¢, la ecuacién:

dx de

a, (x) aq (9)

: (58]

Y sustituyendo en la segunda, sc tiene, para de-
terminar ¢, la siguiente ecuacion:

ay (X) ¢ ¢ = ao () ¢’ - &' 4 @1 (9); (59]

de donde, teniendo cn cuenta [58], sc tiene:

I

dx. [60)

v=exn] [ a (x) — a (¢)

ap (%)

Si ¢ y ¢ toman los valores [58] y [6o], habremos
logrado la identidad buscada. Si en esta hipétesis,
s (v y 1) designa una soluciéon de la ecuaciéon |50],
entonces, en virtud de [56], serd:

N (2, 4)=0, [61]

y, por consiguiente, sy (ry g b)) . (1) es una solu-
cién de la ecuacion N g =0, y en consecuencia:

z(xyty=12z(x, 51 . ¢ (o) (62]

es también una solucidén de la ecuacion |50] de que
partimos, siendo ay = ¢; () la funcidn inversa de la
primera de las [52].

Conviene observar que el nimero de variables
independientes puede ser mayor de tres, ya (que,
como acabamos de ver, este niimero no interviene ni
en el proceso de calculo ni en los resultados.

En lo que sigue, “salvo indicacién expresa en
contrario, nos referiremos siempre al caso en que
hay sélo dos independientes, .

Hay dos casos en los cuales el método no es valido
para obtener soluciones esencialmente distintas. Uno
de ellos es el de las ecuaciones de primer orden;
otro, el de las ecuaciones de orden cualquiera, cuan-
do se aplica a una solucion de la forma:

Zp = @y (¥) . B ().

En los dos casos se puede obtener una solucién
2z de caracter general, y en ella estaran englobadas
todas las soluciones del mismo tipo, y a ella perte-
necera, por lo tanto, gu. ‘ -
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ILn efecto: sea la ecuacién
Xxy2)P4+-Y(xy2z)q=2Z(xy2). [63)

lista ecuacidn serd del tipo de la |50] si, ademds
de haber sélo dos variables independientes, es:

n=1;
X = aq (x); (64]
Y =by(y);

=—[a,(x) 4 & W) 2.

121 sistema adjunto de la ecuacién [57] serd, en
nuestro caso, el siguiente:

dx .4y —dz . (65]
ag(x)  bo(y)  lay(x) - g0 (M) 2
Integrando las dos primeras, se tiene:
C1=/ dx _/ dy . (66)
Jag (¥) J 0g ()
de donde:
y=rfi(xCy. [67]

Tomando la primera y la tdltima de las [65],
y reemplazando el valor de y, [67], s¢ obtiene:

4z _ o ()& lf) . [68]
z a, (x) ,

Cmzexp| I”'—“la—%;“—(ii d.\'.% (69]
. 1}

La integral general serd, pues, la siguiente:

. (e x) &) .

r=exp ,/_mao(x) d.\%.
of [ ] 0
°” a () J b () I’ ol

siendo ¢ arhitraria.

Comprobaremos alwora, en un caso concreto, que
a» no difiere esencialmente de g;.

Sea la ecuacion en ue:

Qg (x) =2x"1;

a, (x)y==6x;
1;; y)=1; M
g (y) = 8.

Ta ecuacién [58] da o= =u, Para ¢ = re-
sulta, de [60], ¢ = constante, Tomaremos, pues,
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¢ == —.x, y, por consiguiente, ¢y = —.v. Reempla-
zando cste valor en [60o], se obtiene:

G (p) = € ¥ [72]

El valor de 3, 70], es ahora:
z = exp} — X xh - 208 (2 y) E g (xt —yp). [73)

Siendo inmediato comprobar que:

Lxy=2z(—xy . =z xy). (74

Tgual sucede, como antes dijimos, con las solu-
ciones de la forma z; = ®; (x) @2 (v). In efecto: la
ecuacién [50] es de variables separables y, por tanto,
reemplazando en ella el valor anterior de g, ten-
dremos, para determinar ®; y ®u, las dos ecuaciones
diferenciales siguientes:

a, (x) —%L -+ a, (x) = — ;}— B®, = K (const.); (75}
1 2

y de la primera de cllas se obtiene:

0,=exp%C]‘—li—-——-—a‘—(ﬁ)—dx [76)

ay (x)

Si 2 (¢ y) es una solucion de este tipo, serd,
pues:

1

2, (xy) = B () exp 3 c [i‘i—‘:x)@— d-\-g, )
. [}

en Cuyo Ccaso &z seriav:
2 (x ) — o (pexp!C f—’—(—‘—i"—(—f—‘l— axl .
17 @)
v (py) = F (%) g2 (1) (78]

que es, como se ve, del mismo tipo.

Serd, por lo tanto:

¢ "Kl"'ax(x) dx
. ap ()
fo=e " [79]

siendo, en general, K, & K y €, == C.

Eu los restantes casos, esto s, siempre que no
sea posible obtener para z; una solucion de cardcter
general, o bien que ésta sea de tal tipo que £p no

pertenezca necesariamente a ¢l, podremos obtener,

partiendo de &;, una nueva solucién esencialmente
_distinta, . :
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Ecuaciones de segundo orden con respecto a x.

Iin las ecuaciones de segundo orden no es posi-
ble, en general, lograr la identidad descada, ya que
¢l sistema, andlogo al [57], es de cuatro ecuaciones

y sélo serd compatible en algunos casos, Sca la ecua-
cion: ’
x

3
Lz=a,() —= +ta () =+ ax)z 4-Bz=
o xt dx '

== @y (¥) Dy -|- a, (x) Dy -}- a, (x) z |- Bz, [80)

Lfectuando ¢l mismo cambio de variables que
anteriormente, |32], se tiene:

a0 () 9 Dy -1+ 10, (9) * — o (9) #"] Dy, -

- ay () 402 g? By 2= 0. (81]

I.lamando N al operador:

ay [p (0] ¢' (%) Dga 4| a1 [ (1)) ¢ (%) —
- gyl (" (%) | Dy aalp ()] ' ()P 4-¢' (x)2 B. [82)

Si reemplazamos aqui =z por . (¥), resulta,
después de simplificar:

N@h)=a, ()94 D z-t- |24 ¢ ao() 1§ lan (9) 9 =
— o () ¢"] Dy z 1|4 4" an () + ¥ [, (9) 92 —

— @y (2) 9"} ay(p) 984} 29"y Bz =0, [83]

Il sistema, cquivalente al [57], serd ahora el
siguiente: v

S ag () '-.'7' b = R ag (x);
2 a, f.‘o' ¢’ -4 {a 30’3 — a0 = R a, (x); [84]
( 0o (9) ¢ 4"+ [, (9) 92 — g (0) "]+ 03 ()¢9 § = Rty (%)
93¢ =R. -

Podemos suponer, sin mengua alguna de la gene-
ralidad, a; =0, ya que este coeficiente se podrd
siempre suprimir. in esta hipétesis de las ecuaciones
primera, segunda y cuarta del sistema [84], se de-
duce:

g o= 93
D R= y]f'l' H [85]
( ay (x) 9% = ay (%).

Reemplazando en la tercera de las [84] los va-
lores de ¢, K y ¢ anteriores, se obtiene la condicion
de compatibilidad del sistema:

24 ¢" — 36" (p) + 41a; (g) — @ (V)] ¢ == 0. [80]

Hay un tipo interesante de ecuaciones que, verifi-
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can. esta ecuacidn de compatibilidad, al cual pertene-
cen importantes ecuaciones de la Ifisica matematica,

como las de Laplace, Maxwell, etc.

Iin efecto: integrando la 0ltima ccuacion, [86],
cuando as = constante, se obtiene:

C,
=t 1, 8
? C. -+ x i . 1871

cualquiera que sea ap (+). Reemplazando este valor
degocon Cy=—1y —Cy=Cy=1), en la altima
de las [85], se llega a la ecuacién funcional:

o5

=

a (x) = a, (- x7') x4,
que tienc la solucion:
a, (x) = x2, {89]

Tendremos, pues, cn este caso, segun [83]. la
solucion siguiente:

a, (x) = x*
a, (x) = 0
a, (x) = K (constante),
=1
gETN [90)
= x ',
R = X_T,
o= —X -! )
que corresponde a la ecuacion (¥):
Xt i—;-f—-{—Kz—l,JBz:O, [94]
g~

en la que B es el operador, [51], y K una constante.
Las ecuaciones antes mencionadas de la Tisica mate-
matica son casos particulares de ésta. Comprobemos
esto primeramente en la ecuacion de Laplace:

XF | &F | BF
axt By Rzt

=0. [v2}

Esta, en coordenadas polares esféricas, toma la
forma:

aF
-2 R ——— BF=0, 03
H2R ot 193

[-F 3 B +3)
1

sienclo, en este caso, el operador B ¢l siguiente:

1 2 1 ot
g [94]

N
S send g 3 fe

(*) El segundo término puede ser incluido, si se guiere,
en el operador B.
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Reemplazando en [93] F por f.R~1, se llega a
la siguiente ecuacion:

IR i Bf=0, 93]
que es del tipo de la [91], cuando K = 0. Por lo

tanto, si f; (K, o, B), es una solucién de csta ecua-
cion, También serd solucion:

fo (R w,B) =RAR™ 0, ), (96]

teniendo en cuenta los valores obtenidos para ¢ y ¥
[90]. Asi, pues, si Iy (R, a, B) es una solucion de la
ecuacién de Laplace, [93] también serd solucion de
la misma ecuacion:

Ry, B)=R™"'F, (R™, v, ). [97)

Una vez comprobado que la ecuacion de Laplace
es de la forma de la [91], veamos que sucede lo
mismo con las ecuaciones del tipo:

32 F . o2 F . 2 F NF
— b by = [98)
axt  dyr Bz 3t

al que pertenecen importantes ecuaciones de fa Fisica.
Tin efecto: efectuando el cambio de variables

X==Rcos $cosu,

y = Rcos¢senn, 9
2= Rsen¢cos §, (991
t = niRseny sen §,

la ccuacion |¢8] tomara ahora la forma siguiente:

N
s O°F

[ R _i~

3F
3R<L | BF=0 100
e 3RS 0, (100

siendo, en este caso, el operador B el siguiente:

3 3 1> 1
de(ctgb—to: |- k.
o0 t(ctgy 2#)3'1,'

== [101]
sen*y 9f%  cosdh Jaf

Reemplazando en  esta  ecuacion
por

F(R ¢ af)

F(RYuB) . d(R), [102]
resulta:

Ro 2L R r3re) 2L LR L3R WIS
+oBf= o [103

Para que sea a; = 0, deberd @ ser solucion de la
¢cuacion

2R:®' +3R¢ =0; [104]
de donde se deduce:

¢ =CR™, [105]
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Dando a @ este valor en la ecuacidn [103], ésta
toma la forma:

R’:ﬁ-—%f'i"Bf:O; © o [106)

después de dividir por el factor comin C K~ 32,
Esta ecuacion tiene ya la forma de la [g1]. Por
tanto, si f1 (R ¢ « B) es una solucion de esta ecua-

cion, también lo sera:

foRya®) =RART §af) [107)
en virtud de los mismos valores de ¢ ¥y ¢ ya em-
pleados [9o].

Asi, pues, si [i1 (R ¢ « B) es una solucion de la
ccuacién [100], la solucién asociada Fy (R ¢ « f8)
Cserd:

R™"F, (R4 uf)

la correspondencia biunivoca definida por las
ccuaciones [5] serd, en este caso, la siguiente:

nt x? .
o3 - P 2R) — B

¥y .
ot (a2 |- - 2Y) — 1

,\‘2=

Yo =

. {108]
2= %4 ;
(x4 p A2 —
Uilks)
1 (x  y2 2 — 6

~
12

Tn efecto: dada la funcion
Fy(xyzty=F,|Rcos¢cosu, Rcosdsenu, Rsentcosf
n Risen ¢ sen f], [109]

solucién de [98], acabamos de ver que la solucion
asociada es:

—» . [Rcosdcose  Rcos{sena
Faxyzf=RTUR [N, SRR,

RsengcosB nRisen¢gsenf |
Rt ! R® -
1 .
= F, [0t x [0 (x? 2 20y — 21!
TE T o ey =
Ry [ (e byt o 28 — 617, ez (a8 -yt 2 B

A [ (x2 4yt 4 28) —£] 7 ‘]_ [110)
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Listudiemos ahora la ecuacién de Laplace en plana:
4 — =0 (1]

Iifectuemos el cambio de variables:

x =1, €,
Y =f: €, (1121

siendo:
x4 yi=fGn)=fEN+1fEn), 113]

y [ una funcion mondgena. La ecuacion [L11] se
transforma en la siguientc:

1 3 3
J (@2 [acz + 5y ] [114]

Llamando & al operador:

1 P L
J (xy) [axﬂ 3 » ] o)

resulta:

— Lz==Nz, (116}

siendo L == A, En cste caso cs, pues, ¥ = 1.

Asi, pues, si F(n v) es arménica y LI =0,
sera NF =0 y, por consiguiente, F ({7) es solu-

“cién de [114], y F [Fi(x v), Fa (v ¥)] es solucion

de [111], es decir, es también arménica, siendo [
la funcidén inversa de f:

CA4ni=F x4y =F(xy) 4 iFxy). 117

Indicaremos, finalmente, que las ecuaciones del
tipo:

=t 118
axﬂ+ayﬂ LNFYT (el

se pueden tratar de la misma forma que la [98],
mediante el cambio de variables:

x=Rcosd¢cosl,
y=Rcos¢senl, [119]
=nRisen¢,

que la transforma en la de Laplace:

"REVISTA DE OBRAS PUBLICAS



Ecuaciones de cuarto orden con. respecto a x.

Estudiaremos de éstas solamente la ecuacién:
(2 r 2 ) (2E
dx 9 y* 9z 9 x* 3yt 322!
=AF=0.

BF | @ F)
[120]

Pasando esta ecuacidon a polares esféricas, ten-
dremos:

L*F=0, (121]
siendo L el operador:
o 2
= 4-2R"'——+R7?B 122
SR t 3R + ) (122]

y el-operador B, como anteriormente el l94].

TUtilizaremos el mismo valor de ¢ empleado para
la ecuacién de Laplace, [92], ¢ = -+ R El opera-
dor N serd, en este caso, el siguiente:

ae
Rt — 4 R*B. 123
T (123)

Aplicando de nuevo a [122] el operador L., se
obtiene, después de simplificar:

—1 BF

4
L:!F_—__E_f_—l-q,R —
oR! o R?

F2R™4BF -

4“212*’233—25 |-R~ % B2F. [124)
o

R
Tomandv ¢ = R, se tendri:

3F L ps -g’-ﬁ + RBF.[125]

N(ER ) =2RF—2R®
3R R®

Y aplicando de nuevo aqui el operador N [123],
tendremos : ‘
o

8F + 2RV BF -
3

N (FR-Y) =R L yp
SR 3R

' ot F
2R B—— 4 RYB*F. 126
| =+ [126]
Tendremos, pues, la identidad siguiente (1):
RILEF=N?(FR™"). [127]

Asi, pues, si Fy (R 6 ¢) es una solucion de la
ceuacion [117], también serd solucidn:
Fy(RO4)=RF (R0Y). [124]

También a las ecuaciones de la forma:

(8‘3 + ot | ot . ©° ) (SEF | *F
3

e —_ ] e
x? 3yt Y Y 9 x? ! 9yt I
] 92
L+ ZF e _:’_i) =0, [125]
3 28 ot

se les puede aplicar este método, ya que, como vimos,
la ecuacién [98] puede, lo mismo que la de Laplace,
reducirse a una del tipo [91].

Es evidente que, conforme ¢l orden de la ecuacion
son més clevado, serd mas dificil que la ecuacion
admita una identidad de la forma impuesta, aunque,
como acabamos de ver, ésta puede encontrarse, in-
cluso, en ccuaciones de cuarto .orden.

(1) Ver Rivista DE OBRAS POnLicas, mayo 1952, La de-
duccién de la ccuacién [127] que se encuentra allf para el
caso en que la funcién F dependa s6lo de R y ¢, es la
misma que la presente, en quc la funcién depende de las tres
variables R, ¢ y 8.
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