LOS METODOS DIRECTOS Y LOS METODOS DE APROXIMA-
CIONES SUCESIVAS DE CALCULO DE ESTRUCTURAS

Por CARLOS LORENTE DE NO,

Ingeniero de Caminos.

Conlinuando la exposicién del mélodo, deja el autor lratadas en este articulo las estructuras
abiertas de miltiple grado de movilidad v planteado el estudio de las estructuras cerradas,
Nuevos dhacas y grificos facilitan el estudio de estas tiltimas.

Estudiadas las estructuras en malla abierta de un
s6lo grado de movilidad bajo todas las posibles soli-
citaciones, la extensién del método de calculo al caso
en que dichas estructuras tengan dos, tres o mas po-
sibilidades de movimiento, es bien sencilla.

Basta, por ejemplo, que al pértico de las ante-
riores figuras le agreguemos una nueva barra, 7 I,
para que esta estructura pase a tener una doble posi-
bilidad de traslacién de nudos (fig. 37-¢), y hayan de
ser dos los apoyos deslizantes con que es menester
coartar el movimiento de la estructura (o, lo que es
lo mismo, un tnico apoyo fijo), para impedir que sus
nudos puedan experimentar traslaciones.

Inmovilizadas estas estructuras, las férmulas de
recurrencia iniciales (formulas [11], [12] y [14],
o abaco I) dan las rigideces, factores de transmision
y posicion de puntos fijos, segiin recorramos la es-
tructura partiendo de su extremo derecho (fig. 37-D)
o de su extremo izquierdo (fig. 37-c). Con ello re-
sulta inmediato el conocimiento del diagrama de
momentos y de las deformaciones que en las estruc-
turas inmovilizadas produce una causa exterior cual-
quiera; los dbacos anteriores nos dan los momentos
realmente aparccidos en los extremos de la barra
afectada por la carga, y los factores de transmision
nos van dando los que, como consecuencia, aparecen
en las restantes barras,

Sea cualquiera la causa exterior que actie sobre
una de estas estructuras de movilidad multiple, una
vez obtenido el diagrama de momentos (ue esa causa
produce en la estructura inmovilizada, hasta la apli-
cacién de las condiciones de la estatica para que po-
damos deducir cudles son los valores con que han
estado reaccionando los diversos apoyos para impedir
la traslacion de los nudes,

Conocidos estos valores de las fuerzas, bastard
con suprimirlas, aplicando para ello, en los nudos de
fijacién, otras iguales y opuestas,

Lo que, en general, ya no es tan sencillo, es el
trabajo que esto ultimo supone, tanto si se emplea
el método de los puntos fijos como si se_emplean los
métodos de aproximaciones sucesivas, cuyo proceso
es equivalente, pues para cada caso de carga habre-
mos de resolver un sistema de tantas ecuaciones como
grados de movilidad tenga la estructura Para poder
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llegar a este planteamiento es menester con estos
métodos realizar, como veremos, un ‘cierto trabajo
previo. De aqui resulta que, como ya dijimos desde
un principio, la conveniencia de su empleo dependera
de como sea la estructura, pues en muchos casos los
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[ig. 37.— Estructura con doble grado de movilidad de nudos.
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métodos generales de obtencién de las reacciones hi-
perestaticas podran resultar mas rapidos y adecualos.

Todo esto puede comprobarse en el portico de la
anterior figura. Adoptamos como solicitacion un par
M aplicado en el nudo B (fig. 38). Como siempre,
la obtencién del diagrama de los momentos flectores
producidos en la estructura inmovilizada, es rapida
¢ inmediata (fig. 38-a). Conocido el diagrama de mo-
mentos, las condiciones de la estdtica nos dan los
valores de las fuerzas de inmovilizacion. (Iin este
caso, los valores ‘de las fuerzas F y Q de la figu-
ra 38-b.) Esta primera parte es siempre sencilla, sea

cualquiera el namero de nudos y de ramificaciones

que tengan estas estructuras abiertas.

La segunda etapa: conocimiento de la accién de
fuerzas aplicadas en los nudos, ya no e¢s directa dada
la simultaneidad de accién de las fuerzas de fijacion.
Su estudio hay que abordarlo permitiendo sucesiva-
mente la movilidad de cada uno de los nudos en que

=o,741093-,9_£

9014 M.
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Fig. 38.—En @), obtencién del diagrama de momentos que,

en la estructura inmovilizada, produce un cierto caso de carga.

En b), deduccién, mediante condiciones de la estatica, de los

valores de las fuerzas que provisionalmente han inmovilizado
la estructura.
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estas fuerzas venian aplicadas y manteniendo, entre
tantn, inmoéviles, todos los ‘restantes apoyos de fija-
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Fig. 39.— Mantenido el apoyo provisional D, se aplica una
fuerza I en el nudo C. En a), determinacién de los despla-
zamientos relativos. En b), idem del diagrama de momentos,
v en ¢), deduccién del valor de la fuerza aplicada.

115




cién. Iis decir, planteando tantos estados de un solo
grado de movilidad como fuerzas de fjacidn hubie-
ron de introducirse inicialmente.

Asi, en la estructura de este ejemplo deberdn de
ser estudiados los dos casos representados en las fi-
guras 39 y 40. En la primera de ellas, la supresion
del apoyo deslizante aplicado en C, conservando el
apoyo aplicado en /), permite estudiar el electo de
una fuerza [7 actuando en dicho nudo C. Para ello,
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Iig. 40.— Mantenido ¢l apoyo provisional C; sc. aplica una
fuerza Q en el nudo D.
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IFig, 4'1.~Estaclos particulares de traslacién a superponer

con los diagramas correspondientes a los diversos casos de
carga actuando sobre la estructura inmovilizada.

al igual que vimos anteriormente, se obtendran las
relaciones de los recorridgs .normales relativos entre
los extremos de las diversas barras (fig. 29-a), y valo-
rados éstos en funcion de uno cualquiera de ellos. la
expresién [40] o el dabaco XTI nos va dando los dia-
gramas de momentos flectores (fig. 39-b). De este
diagrama se deduce (fig. 39-¢), en funcién de dicho
recorrido A, el valor de la fuerza IF capaz de produ-
cir las traslaciones de nudos supuestas.

Idéntico estudio ha de repetirse (fig. 40) cuando
es el movimiento del nudo D el que permitimos: ob-
tenida la nueva relacién entre traslaciones normales
relativas entre extremos de barras, el conocimiento
de los puntos fijos nos va dando los diagramas de
momentos flectores, del que se deduce el valor de la
fuerza Q capaz de producirlos,

Listos diagramas 39-¢) y 40-¢), vienen dados en
funcion de las traslaciones, y pueden ser utilizados
en esta forma. Pero, para mayor claridad,. hemos
pasado de ellos a los representados en la figura 4T,
en que los momentos vienen expresadns en funcion
de las fuerzas que los provocan, F y Q. respectiva-
mente, y. en los que también se han clcduudo en cada
caso, los valores de las reacciones deé los apoyos no
suprimidos.
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IYig, 42.— Diagrama definitivo de los momentos y esfuerzos
producidos por el caso de carga estudiado.

La resolucién del problema consistira, pues, en
la superposicién del diagrama de la figura 38, mas m
veces el 41-a) y # veces el diagrama 41-b). I<stos coe-
ficientes numéricos m y n han de ser tales que se
anulen las fuerzas de fijacién que hubieron de intro-
ducirse en el diagrama 38 inicial. Ello nos conduce
al sistema de ecuaciones:

0,741093 -+~ m -+ n 0,218393 = 0,
1,075564 + m 1,476708 +- n = 0,

cuya solucion es:

m = 0,748875,  n = 0,035175.

Conocidos estos coeficientes, la superposicién in-
dicada nos da el estado real buscado que se repre-
senta en la figura 42.

* ok ok

El estudio acabado de hacer, aparte de su fina-
lidad de poner de manifiesto el modo de operar en
estructuras abiertas de movilidad multiple, consti-
tuye un ejemplo tipico de los casos en los que los
métodos generales (Culmann, Bresse, Castigliano),
resultan de mas ventajoso empleo. Cualquiera de es-
tos tiltimos métodos nos resuelve el problema eldstico
por ‘determinacién de las reacciones hiperestaticas.
Iin el caso presente, en el que el portico tiene sola-
mente dos hiperestaticas, todos ellos nos conducen
al mismo sistema de dos ecuaciones lineales con mu-
cho menor trabajo que el que ha tenido que invertirse
con el método de los puntos fijos, o con los de apro-
ximaciones. sucesivas, para llegar asimismo a un sis-
tema. equivalente (I).

(1) También seria mayor el trabajo que resultaria nece-
sario si se emplease el método de las deformaciones. Con este
métado, las incognitas a determinar son cinco: tres “airos
de nudo” y dos “giros de barra” Es decir, cada caso dc
carga nos conduciria a un sistema de cinco ccuaciones.

MARZO 1954

Disponiendo los calculos con un minimo de cui-
dado, una buena parte del trabajo necesario con estos
métodos generales es aprovechable en todos los casos
de carga a estudiar, Iin la figura 43 se recoge el
esquema de la marcha de calculo que siguen estos
métodos : los movimientos que en el extremo liberado
producirian las reacciones incégnitas (figs. 43-a) y b)),
y los que en ese extremo liberado produce la carga
(fig. 43-c)), vienen dados, explicita y directamente,
bien por los teoremas de Culmann o por las expre-
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Iig. 43.— Il caso anterior estudiado mediante cualquiera
de los métodos gencrales (Culmann, Bresse, Castigliano).
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stones de deformacion de Bresse, e indirectamente
por el teorema de Castigliano (1). l.as condiciones
de sustentacion de dicho extremo de la estructura
equivalen a la condicién de que las sumas algébricas
de los recorridos dél extremo hayan de ser nulas.
(En el caso mds general, de empotramiento y susten-
tacion eldsticas, serdn tres las ecuaciones lineales con
las que quedarin expresadas las condiciones de sus-
tentacién.)

En casos como el presente, el planteamiento de
las ecuaciones serd siempre mas breve que el proceso
previo a que obligan los métodos particulares, y tanto
mas ventajoso resultard el empleo de esos métodos
generales cuanto mayor sea el nimero de piezas que
constituyan el pdrtico poligonal; y mayor, por tanto,
la movilidad de nudos.

Ventaja que disminuird a medida que la estruc-
tura tenga mayor grado de hiperestaticidad, y en una
estructura de malla abierta como la representada en
la figura 44, volverian a ser mds convenientes los
métodos particulares. Iista estructura, que en los
métodos generales presenta once hiperestaticas, da-
ria lugar, en el método de las deformaciones, a sis-
temas con seis giros de nudo y dos giros de barra,

Con el de puntos fijos, o el de aproximaciones
sucesivas, se reduce, mediante el estudio previo de
cada una de las dos posibilidades independientes de
movilidad que presenta, a la resolucién de sistemas
con sblo dos incognitas, Entre estos dos ultimos mé-
todos, la eleccidn dependerd, como siempre, del grado

(1) En la literatura técnica germana-y sajona es fre-
cuente ver aplicado el teorema de Castigliano en la forma

v M-M'
. (1M 3Mds=lz F

~Jy El oF o

en la que:

§ = recorrido debido a la causa F.
M ==ley de momentos flectores debidos no solamente a F,
sino también a todas las demis causas actuantes.

Mo, =M

el

2

y con csta forma, la expresién del recorrido aparcce también
directa y explicita.

A esta derivada parcial M’y se la identifica en esos tex-
tos como la expresidén de los momentos que produciria una

i . M. Mg .
causa, F, de valor unidad, y el integrando lb se dice
J E

1
que es T veces el _producto de los momentos reales por

los momentos debidos a la causa unidad (“we have to inte-
grate alog the length of the beam the product of the actual
bending moment with the corresponding unit-load bending
moment”), Buena receta para que, al no resultar ni siquicra
homogénea la expresidn, quede desconcertado- el lector e ig-
norante, ademis, de que esa expresién del recorrido es exac-

- tamente la del primero de los sumandos delas expresiones de
Bresse (1834). Es decir, la expresién dada ya por Navier en
1826, partiendo a su vez de la integracidn, hecha en 1744 por
Euler, de la ecuacién fundamental de J. Bernouilli: la cur-
vatura en cada punto de una barra. elastica es proporcional
al momento flector de dicho punto,
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de conocimicnto que de esta estructura sea necesario

alcanzar,

IFigura 4. .

Se dir4 que no puede ser mas imprecisa esta esti-
macién de los casos en que cada método ofrece ma-
yores ventajas. Desgraciada, o quizas afortunada-
mente, la cuestién es asi, hoy por hoy, de indetermi-
nada y vana la presentacién de ninguno de los méto-
dos como panacea capaz de resolver sencillamente
todo,

Tl céleulo de estructuras continia siendo un pro-
blema previo de eleccion del grupo mas adecuado de
incégnitas y una posterior aplicacion del método que
opera con tales incognitas.

A%

Hemos venido haciendo hasta aqui aplicacién del
método de los puntos fijos al caso de estructuras en
malla abierta. Suprimir esta limitacién y examinar
las ventajas que este método ofrece en el estudio de
estructuras de malla cerrada respecto a los métodos
de aproximaciones sucesivas, es el objcto de lo que
sigue.

La posicion de los “puntos fijos” ha desempe-
fiado, en el curso de nuestra exposicién, un papel
secundario: el de ingtrumento auxiliar para el estudio
directo de las barras cargadas y-de las barras desni-
veladas por efectos de asiento o de temperatura y re-
traccién. Y se ha operado realmente con las rigi-
deces.

Fn una estructura en malla abierta, la rigidez del
extremo de una barra concurrente en un nudo cual-
quiera (relacién del par aplicado en dicho extremo al
angulo girado por dicha seccién) es facilmente obte-
nible, pues la estructura queda seccionada de modo
que ese momento aplicado queda transmitido y re-
partido en una sola regién de la misma, en tanto que
el resto de la estructura no recibe solicitacion ninguna.
(Al recorrer desde las sustentaciones el camino in-
verso, es decir, partiendo de la rigidez que tenga
cada uno de los extremos de esa regién de la estruc-
tura y caminando hacia dicha seccion, es como se
ohtenia el valor exacto y real de dicha rigidez.)

Tn estructuras en malla cerrada, el seccionamiento
de una ‘barra no produce esa radical separacién de
la estructura.-y el momento aplicado en el horde de
esa seccién se transmite a toda la estructura. Si
partimos de las sustentaciones, son ahora varios los

3
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caminos qtie simultAneamente eticontranios para Ilegdt
a dicha seccién, y precisamente nos serfa necesario
conocer lag rigideces para llegar a ella con el momento
v deformacion exactos.

+Como resuelve el método de puntos fijos esta
dificultad ? Adelantemos.que mediante tanteos de una
convergencia rapidisima que conduce a tal aproxima-
cion, que en los casos normales basta con el segundo
tanteo, (Pudiéramos decir, con igual razén que la
(ue se invoca al tratar de los métodos de aproxima-
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Como reiteradamente quedé indicado, tanto da cono-
cer la rigidez del empotramiento &, del extremo ./
de una harra, como conocer cl factor de transmision
taa, como la distancia focal « (fg. 45).

Interesa ahora, en que cstas abscisas unitarias
pueden desempefiar un mayor papel como herramien-
ta de cdlculo, expresar la rigidez del empotramiento,
el factor de transmision y la rigidez de! otro extre-
mo de la barra, en funcidn exclusiva de la distancia
focal unitaria y de la rigidez propia conocida de la

kA{Ac;AD,AE) = kyctbpthye

é(,chus)‘ .63,,( Kus [41-b/'s]
toa® 7?‘; [a2-bis]
b ( -Ot)/( .
B8(BA) 4B [ZS-b/;]
/es(aF, 56,8H)" kBF+'éBG* Raw
kB/BFBG 8H) = 1-38 3/6 [427
B
be” 75 [42]
. 6(1-
Lo 555 [

Iig. 45 — Valores caracteristicos expresados en funcién de las abscisas unitarias de los focos.

ciones sucesivas, que basta con operar reiteradamente
para que, teéricamente, la exactitud sea tan grande
como se quiera y, por tanto, que es también un mé-
todo exacto. No pretendamos obtener esa calificacion
de exactitud en este caso de estructuras con mallas
cerradas, en el que, al operar con los métodos de
aproximaciones. sucesivas, nunca se distribuye, en la
practica, un momento o un giro a mas alla de dos
harras de distancia. Digamos, pues, que el método
de los puntos fijos es, en estas estructuras, un método
aproximado que nos conduce al mismo grado de apro-
Ximacién més rapida y sencillamente que esos distri-
bution methods.)

Para realizar los citados tanteos puede resultar
mas cémodo, a veces, fijar a priori, en vez de las
rigideces, la posicién de los puntos fijus desconoci-
dos (1) que, al hacer el recorrido antes citado, nos
vayan apareciendo como necesarios para poder pro-
seguir la determinacion de los valores caracteristicos.

(1) Basta con fijarlos a sentimiento, vistas las rigideces
de las restantes barras concurrentes. Las curvas de las figu-
ras 40, 5t y s2, facilitan estas determinaciones.

MARZO 1954

barra A B. De las ecuaciones [11 Dbis], [12 his] y
[14 his], se deduce: o
6« .

ky= ———— Kyp; 41 bis

A 13, B [ ]

foa = ——i (42 bis)

1 —u

6(1 —0a) .

kypay= K 43 bis

B(BA)™ EEEY AB" [43 bis]

Analogamente, la distancia focal 8 nos define la
rigidez del empotramiento ky, el factor de transmi-
sion #, 5 v la rigidez del extremo &, :

68

b= T Ko [41)

tAl!::T:—ﬁ"; [42)
6(1 —

A(:\B)'—' ( 32) AR N [43]

formulas y relaciones que recogemos en la adJJnt'l
figura 45. .
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[l examen de-todas estas formulas ya nos indica
que, en cuanto en una de estas estructuras en malla
cerrada hayamos ido acotando las abscisas de los
puntos fijos, habrd quedado esta estructura prepa-
rada para recibir cualquier solicitacién, cuyo efecto
directo sobre la harra cargada podremos tomarlo de
los 4bacos dados anteriormente, y cuya distribucion
y transmision ‘al resto de la estructura es también
directa y definitiva. ‘

(Examinando esa figura 45 vemos :Jue, por ejem-
plo, conocidas las dos abscisas focales @ y 8 de una
barra, queda también conocida la rigidez total K,
y K de los dos nudos de los que dicha barra forma
parte. .
La rigidez total del nudo 4, suma de las rigideces

de todos los extremos de harras que en él concurren,
serd:

K, = kA(AB) 4 kA[AC.AD,AE) =

6(1—§ 6a )
= — , 44
32—33+1—3a§”’ [44)
y analogamente:
Ky =kyen -+ ks (8F, BG, BI=
6(1 —a) 68 1
- + K, 4
2_3a | 1-3p | AP 2]

La aplicacion de esta ecuacion [44] a las diver-
sas barras A B, AC, A D, AE, concurrentes en un
mismo nudo 4, han de darnos el mismo valor X,
de la rigidez total de este nudo, lo que podrd servir
como prueba de los valores obtenidos para las abs-
cisas de los puntos fijos de las diversas barras.)

El lector encontrard facilitado el empleo de todas
estas férmulas, mediante el adjunto abaco XII con
el que podra leer, con suficiente aproximacién para
la prictica usual, los coeficientes numéricos de todas
esas expresiones [41] a [45] (7).

FEE.

Hemos recordado, de pasada, que en estas estruc-
turas en malla cerrada es practica general no llevar
las propagaciones de momentos a mas alld de dos
barras a partir de los extremos de la barra en la que
incide la carga, evitando asi volwer a recorrer ésta.

(1) Sefialemos, por ¢l momento, la total identidad entre
¢l abaco I dado inicialmente y el presente ibaco XII (su
diferencia estriba solamente en las cscalas-base adoptadas en
su trazado, a fin de facilitar la lectura en las zonas que, en
estructuras cerradas, seran de mas frecuente empleo).

Uno y otro, aunque los valores de entrada sean diversos,
1o son méis que la expresién de las relaciones genéricas dadas
directamente por la figura 2.% Seglin se acentiien y destaquen
unas u otras relaciones, como proponen unos u otros autores,
se llega a tres tipos de método de chlculo, artificialmente
diferenciados. ’
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Tig, 46.— Estudio de la célula simple.

Una estimacion del error al que esta misma sim-
plificacién conduce en la determinacién de los diver-
sos elementos %, « y ¢, puede darlo el estudio de la
célula cerrada simple, en la que, al faltar la disipa-
cién por distribucién en otras células o elementos,
ha de resultar mas. acusada esta cesacién prematura
de la propagacién: una célula cerrada como la repre-
sentada en la figura 46, de harras de ignal longitud
e inercia, en nada se diferencia, a estos efectos, del
caso representado en la figura §* (viga continua in-
definida de tramos iguales), v los valores alli obte-
nidos sirven para ver el error cometido. Por ejemplo,
para la rigidez kp(na (fig. 46), se obtendran los si-
guientes valores, segtin el niimero de tramos conside-
rados y seglin el tipo de sustentacion del elemento
extremo:

. Rigidez cuando el extremo
Nimero final estd Error en %, del valor exacto
de tramos )
considerado empotrado articulado empotrado articulado
1 s EL |\ g EL | 11547 | — 1340
L L
2 3,5 » | 34286 » | - 1,04 | — 1,02
3 34666 » | 34615 » [ + 007 | — 0,07
4 34643 » | 34639 » | -+ 001 | — 001
00 3,4641 0

IEs decir, el error cs ya tan solo de un uno por
ciento, en cuanto consideramos dos vanos; baja a
menos del uno por mil, al considerar tres, y a sélo
un uno por diez mil, al considerar cuatro vanos.

Si, en vez de la rigidez, lo que se estudia es la
abscisa unitaria @ o el factor de transmision fg,
se comprueba que basta con que sean tres los vanos
que sustituyan a esa viga de tramos indefinidos, para

_que los errores resulten menores de cinco milésimas
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en uno u otro sentido, segin hayamos considerado
para ese tercer vano las dos sustentaciones extremas
de empotramiento o apoyo perfectos.

Notemos, ademds, que si en vez de partir de estas
sustentaciones extremas, a las que corresponden las
rigideces iniciales 4 ET/L. y 3 EI/L, respectivamente,
partimos de un cierto empotramiento intermedio. al
que corresponda el valor 3,5 EI/L, nos basta con
sblo dos vanos para alcanzar ese grado de aproxi-
macién. (Es decir, en el caso de la figura 46, nos
hubiera bastado con tomar en el empotramiento elas-
tico I, de la barra 4 D, ese valor medio 3,5 F1/L.).

La rapida convergencia hacia los valores exactos,
que el ejemplo de la figura 5.* ha servido para poner
de manifiesto, justifica la serie de expresiones apro-
ximadas que, formuladas a continuacion para cascs
particulares de estructuras mualtiples, resultan asi-
mismo aplicables a los casos corrientes de estructuras
de edificacion. ,

Ta estructura de la figura 47 estd constituida por
pilares de igual altura I e inercia constante Iy,
y vigas de luz v e inercia Iy, también constantes.

La rigidez de los pilares y de las vigas las expre-
saremos del modo simplificado siguiente:

El, I\
Kiiga= ’ =E. V. (V=—v—, '

EI, ‘ I
Kpilar_':'T:E' H (H———T).

y la relacion entre las rigideces de viga y pilar la de-
nominaremos : '

K
K

=

vign __ __V_ ) [46)

pilar H

La sustentacion real de una viga intermedia, 1 B,
de esta estructura podra asimilarse a la sustentacion
representada en la figura 48, y con ello considerarla
como formando parte de una estructura en malla
abierta, cuyos elementos caracteristicos sabemos de-

bm VeV T v — Rigidez de
- - N - - lasvigas
4] | I -+
1, 0 viga™ v
/‘IV | = E_'_Y__
1, Ll M N Rigidez de
, __los pilares
Th D c A Bl 'y  _El
{ pilar k.
F 4 J| ' =EH
h —
. J‘ , Relscion de
) K ' r/:g/b"fccs
30 R I S ']

Figura 47.
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terminar, Por ejemplo, la rigidez de los nudos M
y G tiene por valor: ,
4EI,

Ky, mo,mn = v TR o
4EI, -
+ - =4EH+2V),
OT” |
Ly M N,
T t
3 | 7
D cl A By
v .
F' 6 J°
o

Fig. 48 — Estructura parcial en malla abierta.

y la del extremo de la barra 4 M (ver expresion [8]):

H_MH:zW
k =4 EH
A M) iy AHF2V)
_l.__.___.___
T H
_THA8Y g p T8
2H+2V 2L +2)

Para la rigidez del extremo 4 de la barra .4 C
tendremos, analogamente: .
_ 8HTV ; 847«
A(AC) ™ 1 a =E——-— V
2H+2V 2(1+2)
resultando en definitiva, como valor de la rigidez de
la sustentacion donde empotra la barra 4 B, la ex-
presion:
MH - 24HV STV
2(H+ V)
- P w2
_p atudTe (47]
2 (1 4 %)

como distancia focal « de esta barra .1 B, la expre-
sion:

kA(AM,AC,AO) =

_1 MH-F 24 HVETVE
3" MHI428HVS-11V2
=_l__ 14424 24-7%*
3 14—}-28:(—1—!1'/."”»
como factor de transmision #g,:

14 He 24 HV -7 V*
14 HE 30 H V13 Ve
14424772
144+ 30%--13%2 "

(48]

. [49)
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y, finalmente, como rigidez del extremo B
barra B A:

de la -

14 H2-}-30 HV {-13 V¢
14H2+32HV 4 15V2
14 + 30241322

=4E V. (50]
14+ 327 15 22

kH(AB) =4

- El orden de exactitud proporcionado por estas
formulas puede contrastarse comparando los valores
dados por ellos con los valores exactos deducidos
para el caso particular de igualdad de rigideces (es
decir, V = H, o sea »=1) (1).

Para facilitar el empleo de estas expresiones [48],
149] v [s50], se ha preparado el grafico de la figu-
ra 49. El esquema que acompafia esta figura repre-
senta la detérminacién de los valores B, t,5y *a,
correspondientes a una viga, (£ mismo grafico da
tamhién los valores correspondientes a una columna,

(1) Estos valores exactos tienen por expresion:

_ Vi —_
a = it 2 ; =4 — 14 13
. 12
y la rigidez de extremo de barras:
e 2 24V 13)
- — HAbarra.

w

sin mas que sustituir /7 por H y entrar con un valor
1

Vv
— = — en vez de entrar con el valor x = —]) -
% 14 H

Se aprecia en este grafico la pequefia excursién
que experimentan los valores de 8, t y k, aun para
relaciones x muy distintas, es decir, aun para rela-
ciones entre las rigideces de las vigas y de las co-
lumnas muy diversas. En la prictica, el valor de
entrada x se mueve en la zona media de la escala
dle abscisas, y, por tanto, la variacién de dichos valo-
res es todavia menor,

A esto se debe el que tales férmulas, deducidas
para una estructura tan particular como ]a de la figu-
ra 47, conserven su caracter de aproximadas en Tos
casos practicos en los que las vigas, y mas adn las
columnas, tendrdn distintas rigideces: al determinar
las caracteristicas de la harra /1 B, por ejemplo, has-
tard tomar como valor H la-media aritmética de las
rigideces de las dos columnas concurrentes en el
nudo B.

Si se trata de una viga intermedia del piso de

azotea, puede asimilarse su sustentacién a la que le

corresponderia como dintel de un portico indefinido
constituido por vigas'de igual rigidez, [ 7, y pilares
de igual rigidez, E H (fig. 50). Es éste un caso en que

- resultan sencillas las expresiones exactas de los va-

‘ N
]T‘l_'lr]vlll||lv||llll LA LM ALY RS WU UL R RS T l LML QALA S AR LU LU AGALI SR R RILIURRAL I e b B A _Q
o] o 8 8 ‘Qé(‘ﬁ\ﬁ éd‘ $é~$$é\ él % é%.é norn 08 338 5
t 4 Ev .? II?AIIRIII |n$ll?lllﬁlll?ul?lﬁnl n:? ? CP‘T Tl t l L n‘?n ﬂlll L |'pmln sl s lalebed gl 1 adl ] _O 50 E
2 E ' Rigidez de vigas = E-V e
= ) I V)
u ;o o
© 3943 -i £045 0
G NN e hnenaisvnieniunhaahanh RhEE —T TN, L
3 39~ ] 4 B 3 s
JE | S
§ 38 G R T G -~ A -] 0,40 8
0 3 - 3
~ — 1= -~
3 E Ya Rigidezde pilores=E-H }+ B
N K it D ~—°'35u2
O 3 - o
Q = L 8
S)) 3 -
C36nTF——————mm e =TS Q g T T T T T T T T TN T T T TN T T :0,30 ‘,g
Q E Iy S
= (V= a )
R LY Eyos S
% LR I e e e el :_—0,25 o
S 3 (H= T L
I EoS
= -
3 ” ""‘ URBEAN AAREE SAALMA ALRN MUASSE RAAAS LAAM] l||l||| LR RERANLEARLELRALS LARL v v T 1 reeT AL |Vl||‘|”l|"| ""] T ] I||ll]‘lllll] ] |" 020 >
',4' o S 'l— o é ﬁ 3 & é 28 O'Q':Qé ! S sb't 3°° 1 orang ] {88 o
-U.L? .c, ? l“u? |ﬁ,nnhn?m m?-. ﬁ:.,ﬁ?“-mﬁml‘ —td L'I-‘. Il nﬁl‘;n}\l‘.nllunlnulu.ul g L Lalifal sanal ) LIL']J

. Wlores dela relacion s = V/H entre rigioeces de vigasy de columnas

Fig. 49. —-Camcter:stxcqs de la sustentacién elistica de una viga intermedia perteneciente a una estluctura indefinida
de mallas multlples

MARZO 1954 123



lores caracteristicos. Si los pies de los pilares se caracterizada por:
suponen perfectamente empotrados, la viga queda V

. 0= 511

(52

BﬂBA---) O VR k2]
G ngé - 2(3 } ‘/ [ ) Ev, 53

" E A

! A lﬂ h y el pilar caracterizado, a su vez, por:

Rigipez £ C go 2 (31" )~ 54
k2 3 (V) 26V )

P

F— B
D
= g
: =
D} B
-
[
T
(o))
ol

. o C(CA...) PR L [ Y ¢ 1 D KRy Py
Fig. 5o.— Asimilacién de las vigas de cubierta al caso del c(ea)™" I — !
pbrtico uniforme indefinido. (1 “l‘l )‘l" (3 ‘i‘] )1
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Fig. 52 — Determinacién de las caracter

sas sustentaciones en la base

valores todos que pueden leerse en las curvas de la
figura 51. Unas expresiones andlogas corresponden
al caso en que, en vez del empotramiento perfecto
de los pilares, sea un semiempotramiento, o sea una
articulacién de sus pies la que se les suponga. Tam-
bién quedan recogidos los valores correspondientes
a estas hipotesis por esa misma figura 51, mediante
¢l artificio de una triple escala de abscisas: Con el
valor x = }’/H entrando en la escalilla superior, se¢
obtendran los valores de «, ¢, ky y los de By ke,
correspondientes al empotramiento perfecto de los
pies de los pilares. Entrando con dicho valor de =z
en la escala intermedia de abscisas, los mismos cinco
valores correspondientes al semiempotramiento, y si
se entra en la escala inferior los correspondientes al
caso .de articulacién perfecta. Las diferencias son
pequefias, y en estructuras de edificacién resultara
més aproximada la primera de estas tres hip6tesis.

(Estas mismas expresiones y la figura 51, son
aplicables ' a las columnas exteriores y vigas que en
cllas insertan, sin ' mis que cambiar ¥ por H'y entrar
con valores 1/x en vez del valor %)

Finalmente, la figura 52 recoge los datos corres-
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V/H entre rigideces de vigas.y o€ columnés —A

isticas de los pilares y dinteles extremos de un pértico indefinido (para diver-

de los pilares del pértico).

pondientes a los pilares de esquina de 4ltima planta.
Sus valores, cuando se parte del portico indefinido
con pilares empotrados, son:

B+ )
(V) +6+V )

304V ) 4+2640V ) gy oy
(R ER 1R DY

y mediante el mismo artificio anterior, han quedado
también representados en dicha figura 32 estos valo-
res para los casos en que se considere este pilar como
pilar extremo de un portico indefinido con pilares
semiempotrados o con pilares articulados.

El mayor interés de todos estos graficos y for-
mulas es el de poner de evidencid 16 estrecho de los
limites entre los que, en estructuras normales de
edificacién, varian las condiciones de sustentacién de
las piezas, y como sin mayores cilculos pueden ser
estimadas estas condiciones a priori

1
b= [56]

/‘A(An)=4

(Continuard.)
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