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ESTABILIDAD DE DOS CHIMENEAS DE EQUILIBRIO RESPECTIVA‘-
MENTE SOLIDARIAS A LAS GALERIAS DE LLEGADAY DESAGUE

Por L. ESCANDE, Ingenicro I, E. T., Director de E,N. S.E.H. T y

R. HURON, Director de Conferencias. de la Facultad de Ciencias,
Profesor de E,N. S, E, H,T.

Presentan los ilustres autores un estudio tedrico del problema planteado en ol epigrafe,
quc, aplicado a diversos casos particulares, produce resultados que estudian 3 comentan
satisfactoriamente,

Introduccion. pondremos dichas chimeneas de seccidon constante y

del tipo corriente, sin estrangulamiento,
L.a mayoria de las modernas centrales se alimen-

tan mediante un canal de llegada, funcionando a pre-

sibn y, por consiguiente, (hsponen de una chimenea Carfturo 1
de equilibrio situada en el origen de la conduccion : . »
forzada. Algunas son subterrineas y su'canal de des- Planteamiento de las ecuaciones del problema.
agiie puede en ciertas condiciones, ponerse en carga: ; o
se prevé generalmente, en este caso, una chimenea Simbaolos.
de equilibrio a la salida de turbinas vy en el origen ‘ ‘ . N :
del citado canal de desagiie. [, = (hfcrgﬂmn de c9tus de niveles cstaticos aguas
En el presente cstudio examinaremos las condi- arriba y abajo.
ciones de estabilidad de la regulacion de una turbi- P10 Pag=pérdidas de carga en las galerias de lle-
na, funcionando entre dos chimeneas de equilibrio, gada (Py) y de desagiic (Pag), para cl
colocadas, respectivamente, .en el final del canal de - candal de régimen permanente conside-
llegada y en el origen del de desagiie (fig. 1.%). Su- rado: Qq.
' : H, == diferencia de cotas Llltl ¢ niveles de agua de
£ v, - dZ, las chimeneas de cquilibrio, una vez esta-
1 = ";‘E" : blecido’ el régimen permanente de cau-
! : dal Qo.
i‘ z, nivesy shat . Zy, X, =cotas de niv.c], ngnns_:}rriba,/ en el instzmt.e
- T t, por encima dcl‘nwe! estatico (Z;) o di-
\‘_\/_4_. =t nimico, del régimen permanente (X, =
A =2, +1 10) correspondiente,
Lof R \ ' Z4, Xo ==cotas de nivel, aguas abajo, en el mstaute f,
) , por encima del nivel estitico (Zp) o diné-
mico, del régimen permanente (Xa=Zq—
— Pag) considerado,
‘ Hn
: Aspecto del problema.
H.
Cuando se presenta una variacion de régimen,
' dZ. tendlente a finalizar en régimen permanente de cau-
R Vz"vaT dal QO,. aparecen oscilaciones en las dos chmu-meas
de equilibrio. Como consecuencia, el salto bajo el
cual funcionan las turbinas en el instante ¢ deja de
l , _ le 2 ser My para ser:
niveau .sldft'.?qe_dva[ . ; R. : Hy 4 X — X, .
. N i, i , . L N
b: Con un sistema de regulacion normal interviene el
@ - J T mecanismo del regulador y modifica el valor del cau-
Figura 1.t S dal; al objeto de manterier. constante. la potencia hi-
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draulica, en el supuesto de que la eléctrica pernn-
nece invariable.

" Despreciando las pequefias variaciones de rendi-
miento en la tuberia y turbina, con motivo de la va-

riacién del caudal, se puede determlmr el caudal Q,

en el instante ¢ por la ecuacion:

Qo Ho = Q (Hy + X, — Xy). )

El regulador modifica asi el caudal en funcién de
las oscilaciones, y las variaciones del caudal, a su
vez, repercuten en las oscilaciones; el problema con-
siste en determinar las cond1c10nes de estabilidad del
conjunto, mediante la amortiguacién mas o menos
rapida de las oscilaciones de nivel y caudal.

Introduccién de las magnitudes relativas.

Supongamos un paro instantineo y total de las
turbinas y que las pérdidas de carga no intervienen.

Los sistemas de llegada y desagiie pueden, en
dicho caso, ser considerados 1ndepend1entemente el
uno del otro. Se produciran oscilaciones en las cima-
ras Cy y Ca Sus amplitudes y periodos respectivos
son designados por:

Z, Zyy
T, T,

Siendo Q el gasto en el instante £, tendremos :

Ul.‘,"——vlo:%; Wm-'_—"%'; U) =—%;
W Q. oy _dZ4
i t
Usy == Vo= g:) Wno='—?—:‘. U, = ‘;%'»
wo=Q, oy =4z
fa dt

Sabemos ademas que:
7\=2wVL1 LT
g h
L f

Z, =W =4
1% lDVg F]

L f. T,
W —B"""“_=Un =,
ﬁOVg Fﬁ 20 2%

Si Py, Pa: P, Pgo representan las perdldas de
carga en el canal de llegad't y de desagiie, para el

L
ot

Zyw
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caudal Q y para el Qo, se pueden introducir las mag-
mtudes relativas clasxcas de Calame y Gaden'

7 = Z, . x = X, P = P
P = 1= o 1w =
z,' X ‘Tz,
: H
P1=ﬂ"» b= =
1e Zyy
Ra = Zz Xo = —5‘2— H P,o = P’m
il Zﬂu ) Zﬂm Z"
P = Py ' hy = _;’,'I_
Z‘.H Z‘.’w
u, = —LL; vy = Vi yoWy = -w’—-, = A
Uyo Vio Wi T,
U-.-=—y',"; Vs = % R Wg; f'::“t—
Uy, Vao Weo T,

Licuaciones del sistema.

La ecuacién [1] puede escribirse teniendo en
cuenta el hecho de que practicamente X; y X» son
muy pequenos con relacién a Hy:

g=-Ah -9 _ H, ! ~
Uo  Q  HotX—X | XX
H, H,
XX
Hl) ‘H()
X, Zy, X,
' 4 Zy o Za
u /:_1 | K] 1% " % _1 m .2
‘ H, T H, he T e

m es una constante que .Unicamente depende de las
dimensiones de las obras y no del caudal de régi-
men Qo considerado.

De un modo analogo, para ue obtendremos:

ity = U, .—__Q.__1_._l_.._ﬂ_.,|__;‘l-'_, (3)
Siendo #; = s, tendremos
Xy Xg ' 1 X, .\',3
. DRI, NSNS I S { MR E |
hy hyg m hy hao |

Por otra parte, las ecuaciones cldsicas de las os-
cilaciones: en las chimeneas de equilibrio dan:

d dav, 1 du,
4 —— -tz - = 0;
Para C, dz‘ *-”21c e, . kP 5]
W: =V Py=PeWih 2 =X P
dv., 1 duy
- -~ = Zo — Po = 0; '
Para C.;; dz, 2x dit'y TE P (51
Wy ==lly — Vs Po==Puy Wi 2y =Xy Pu.
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Las ecuaciones [4], [5] y [5'] constituyen las
del sistema.

Transformacion del sistema.

Se tiene dzy =d xy; dza=d x3, y de [2] ob-
tenemos :

du, 1 dx, , m dx, 1 dx,
dt ho d¥, ' hy dt, hyo dt,
Lt dx
"k hyg dt,

siendo k = L

7o hahiendo tenido en cuenta que:
1 .

dt —--—T-"-di’ =hkmdt,
T, T, T, T,

T e o T e =

p= o h ] dz, T, _ \ dz _
"T Ue 2 Z,, 2= dt Z, 2 dt,
1 dx
2% dity

Ademds, entre [5] y [2] tenemos:

Xy Xy \F
e vy~ U, = vy ! R AL T om —=
10 \Vy 71" Hy 10 . J
. hy ho

en donde, sustituyendo el tltimo valor hallado para
V1, PASAMOS A

1 dx X xy \%
P1=Pw(“‘r‘ b~ )'

}., M —t—
22 d "1 hl() hm
. . - dx, .
suponiendo pequefios los valores &1, 4, —, al igual
. 1
que en la teoria cldsica de Thoma, relativa a una
sola chimenea de equilibrio dispuesta en el extremo
final del canal de llegada, tendremos que:

1 dux, 2x 2x,
Ptmpm(i'*'— - M=

T d lj hm hlU

" Ademis tenemos:

dv, dyv, dt, dv, |
vl = vl ' - | ’ i -

dz, dt, dx, at, 2=zv,

gy
470 dit'y
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Sustituyendo valores en la primera de las ecua-
ciones [5] se tiene finalmente:

d? x, ( 1 ) dx, 2p
—2n -2 4 l—-———lo—- X, =
are, By Po) a7, + ( By ) !
_27[' 1 dx|
= — 4T m X (0}
I (k ar, +47mpy s) (o)

Analogamente, la primera de las ecuaciones [5']
se transforma en:

dt x, ( 1 dx
— 2 f——2 Badiod SR
an, e 2P e,
2 Psg ' 2T dx, P:o )
S 1_._._.._. 'y B e 478 | (6
| ( ) hgo( ar, T '}
siendo
f’l=kmt'g.

Observacién. — Estas ecuaciones, aunque bajo
diferente aspecto, equivalen a las que expone M. Jae-
ger en su estudio general sobre la estabilidad de chi-
meneas de equilibrio, aparecido en la Schweizerische
Baugeitung de noviembre y diciembre de 1043.

Carpiruro I
Condiciones de estabilidad.

Nueva forma de las ccuaciones del problema.

Para estudiar la estabilidad es conveniente tener
la misma variable independiente ¢, en las dos ecua-
ciones.

Teniendo en cuenta:

d xl d x,
dt, dt dt

d* 5, dx; atx
i =_£_ 7',- i dt — ,,.'Ji i
dit;: dt dt di, dr

v que ademas, segiin hemos visto anteriormente:

T, F,

mk = —; ko= =2
. ! '
¢l sistema adquiere la forma:,
(1% Xy + a, d x, 1ok, X, = A, d x, 4By Xa}
dt dt \ dt 0
X g 2%y, =a, 25 B
'd (4] dt dt
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2% ( 1 )
a, = — —— {— =~ 2Py .
‘ Ty \hy
b‘_—_ﬂiv(l___gf_‘_“.)'
1 hy
27 ( 1 9 )
a‘=—.—- - p 1
P ny
b =f_15“'_ (l 2P20)
. %y hso
A ______2T ...E‘_. Ty
! 10 Fy TE
. “ .
' : 3 Pio F T
B = —-8at—~ , — . T
! h]u F'_', TB]
po_ 2t R T
I F, T
P T,
By=— 8=t = . — . ——
: hy - F, 7%,

Condiciones mecesarias y suficientes de estabilidad.
Pongamos:

o
X, (p) = /0 Pty (t)d 1

X, (p) = f':w Pty (Hdt.

Ias funciones Xy y Xo son las transformadas de
La'f{l'acg,' de las funciones desconocidas 1 () y # (1.
De acuerdo con las férmulas clasicas det caleulo di-
ferencial, el sistema [7] pasa a ser:

1

+ x'y (0) — a, x; (0) — A, x, (0);

1
Xy (P ayp+ b)) — Xi (A p+ B) =px: (0 S
-+ x’e‘(Q) ~'03 xg (0) — Aq X (0) - k

X, (g @ p -+ b) — Xy (A, P - B) = p 3 (0) 2
9)

Sabemos que el estudio de la estabilidad se hasa
entonces en el de las raices de la ecuacion: -

P+ aip -t by
- (A2 p 'f‘ B-.:)

—(Ap + B)

A(p) = L
P ap by

raices que deben tener sus-partes reales todas nega-
tivas. - c ' IR

~ Desarrollando- el' determinante [10] se ohtiene la
“ecnacién de cuarto grado: L ;Y

PP taptapte=06 o [l

Exd

en la que:

1 1
a=—21t—-(——-—2 )+
1 _le’!m Pio

)

1 2p 1 2 pay
sl () -2
“ T, e | T e | T

2 o- p Do \’] \
—2 (2 ppu — (BBl 2
jL T, ( PP = (G -+ P ) 12
18 =8 ] ( ! 4 Py on)
uy = — —_— = =2 Py
O N v e
L] ( i r 4 Py Pﬂo)"
A o — 2 ST 8 LU |
, 'I T Vhy o P —* frag -
R L 1 2'(21_04-ﬂ)|' !
T T4, hy, Nag 1 |

T.as condiciones necesarias v suficientes para que,
[11], tenga sus raices con partes reales negativas;
es decir, para que el sistema hidraulico estudiado
sea estable, son entonces (condiciones de Routh):

a, >0 ay > 0 ay >0 ay >0

I = oty — oy (g oty — 2y a,) <O

(13]

Il gran nimero de pardmetros que intervienen
hacen que el estudio general de las condiciones [13],
a partir de los valores [12], sea muy complicado;.
sin embargo, la sustitucién por valores numéricos
permite llegar a la obtencién de resultados en todos
los cagos. o ' ‘

1.% observacion. — Para el caso que conviniese
conservar las caracteristicas absolutas del sistema hi-
dréulico, damos a continuacién, sin desarrollar los
cdlculos, los valores de los cocficientes a;:

AP 3 y .
nh = £ |.P|() _f'l' “t+ Py ’L] - ’9'0' ('—1‘ ot ’L) .
- 1

Q L, Hy \F, F,
02,=4 4g~."_&9£10_ S ‘,-C'L___"')__g_(._l_.l...t
' QEO ‘L| Lg : 'Ho Fl .
L) ( fi fz)
LI I - JENSA DR T - S 34 R N
T F._.)‘ o L, 1 ‘.o Lﬁ_{‘
[y s )
-}- L L)
y | g(‘L, Fi..  LyF, 14
=l L L[ Pu g Pu) /
. Qo Ll Lf', Fe F,
- EQ [fy L]
F.F.Hy LL, " L,
4Py Py i fy

— f: (__1_.,}__1_.)

HyQ L L, VF, Rl

ay = gt hfs (1;__‘2P10' — Zpso)
F;FngLg ‘Ho‘ : Ho '

|
i
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2.8 observacion. — La condicion a4> o exige Ia
condzczén necesarm
Puo L P !

! T R ' 15
hyy hay < 2 o 13l

que en la practica: se cumple sobradamente.
Sabemos que, en el caso de una sola chimenca de
¢quilibrio, la condicion de Thoma fija un limite in-
ferior para la seccién horizontal de chimenea.
Iin nuestro caso se obtiene una condicién andi-
loga mediante @ > 0. A partir de las férmulas [14]
se obtiene:

fe

e Pyg = L (16]

LR

Si tenemos en cuenta que las secciones limites de
‘Thoma relativas a los sistemas aguas arriba y abajo,
independientemente considerados, vienen dad'ls res-
pectivamente por las expresiones:

Fum - (L) Lh,

Ji ! Hy Py

Fpo = 1 (QO)"' Ly fi
20 = = —_—
2g \ [, H, Py,

vemos que la condicién [16] puede, ademds, expre-
sarse;.’ ‘

— e & — e —— ne

FrESER TR el

Ast, pues, si cada sistema hidraulico, aisladamen-

te considerado, satisface la' condicion de Thoma

(F1> Fqg, Fo> lwo), la condicién necesaria [16] se
cumple,

No obstante esta doble comprobacién de la con-

dicién de Thoma no es suflumte para asegurar la

. estabilidad.

En efecto, si cada chimenea de equilibrio esta en
el limite de su condicién propia de Thoma, el sis-

tema hidrdulico es inestable (1). Se tiene enton-
ces [12]:

! . 1 :
— = 2P =0; —— — 2Py =0. [17]
10 20

En esas condiciones, «y Se convierte siempre en
un valor negativo:

8 ¥

o ' p p( 1, )
? TN T o o Ty hy r Tahe !

(1) Esta propiedad es general pues —an €s la suma de
raices de la ecuacién [11]. Si esta suma es nula, se tiene
R(3p;)=o0 y forzosamente existen raices con partes rea-
les positivas.

i
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".Resultando, por tanto, que las dos condxcxones
de Thoma: K
1 1
—_——2 £ 0, —— 2Py £ 0,
Iy P = e pw =

1

1o .son suficientes, aun cuando sea necesario que una,
por lo menos, de- las chimeneas satisfaga dicha con-
dicion, segtin se deduce inmediatamente del examen
de la condicion [16'].

2. observacion. — En el caso en que la altura de
salto sea suficientemente grande para que la influen-
cia de las oscilaciones del nivel de aguaen las dos
chimeneas de equilibrio sea despreciable, el sistema
cevidentemente es siempre estable.

Es interesante sefialar que las condicjones [13]
ponen de manifiesto esta consideracion.

Supongamos en efecto que se tiene:

1y L,
hyo Py
: ' .4
a, 10 |a, 107
40004 4
2000 | 2
L 4
o‘ - ’
4000} .4 ’ -1

Grafico 1.
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’

se deduce: - ,

T, T
1 1

— 1t e

o, =4m (ﬂ‘.‘l.-’r. ..&.0.) > 0;
a2=47:?( ! +.M)>o.

T Ty T, T,

16 =3 {P-‘o Pm)
ty = ) >0
T T n'%n
_4
- 16 = >0
78, T2 :

y después de varias operaciones:

=0 —a (a0 — @ m) = —

B0y
T | 10 P2o Te T,
4P10 P ( ( 1 1V, P +P230)]
i fy — 7 E— | — . e ——————
} T, P1o P T | '1""‘.:) + T, T, '

D= a¥ — a (ag 0y — oy ) <O
Cariruro IIT
Aplicacién.

En un proyecto dado se iniciard por calcular las
secciones Fy y Fo de las chimeneas, aguas arriba y
abajo, sin preocuparse del problema de la estabilidad
y teniendo en cuenta solamente la limitacién de la
amplitud de las oscilaciones a un valor conveniente.

Se obtendra asi un sistema determinado de va-
lores de: '

Qs
LI fl Pno Fl let T1
L, Ja

Py Fy Zy T

Quedara sdlo comprobar si las cinco condicio-
nes de estabilidad son satisfechas:

4> 0 r<o.

>0 cay >0 e, >0
4
Tin el caso que no lo sean conviene iniciar nue-
vamente el calculo, partiendo de valores superiores

para las secciones Fy y Fa.
* ok ok

Hemos querido examinar, en diversos casos par-
ticulares, cudles son los valores limites Hoy del salto
de régimen permanente H o, por debajo de los cuales
el sistema permanece inestable, y .comparar dichos
valores con los de las alturas limites I7 o, ¥ Hou,

proporcionados por la condicion de Thoma, para el
sistema de llegada, por un lado (Hgy,) y para el de
desagiie por otro (Ho.,). Hemos partido de los datos
siguientes, mantenidos constantes:

Qo = 20 m.3ys, .
L, =1000 m. L, =700 m.
fi = 10 m.? fi = 10 m?
F, = 408m? F, = 79,3 m.}
Ziw= 10 m. Zoy= 6 m.

'y hemos calculado Hoy, Hov, ¥ Hou,, para cinco gru-

pos distintos de valores de pérdida de carga Pio, Pz,
expresados asimismo en valores relativos pio, p2o:

Caso Py m. | Py m. 1 P Pm
!
1 1 0,36 0,10 0,06
2 0,91 0,36 0,091 0,06
3 0,833 0,36 0,0833 0,06
4 0,/0 0,36 0,070 0,06
5 0,50 0,36 0,050 0,06

Los graficos I, 1I, III, IV, V, representan las
curvas de variacién de a3, a2, as, %, y ponen de ma-
nifiesto los valores de H o, obtenidos en cada caso,
asi como los de Hoy, y Ho\,, calculados por medio
de la férmula de Thoma.

El cuadro que sigue, da para cada uno de los
cinco casos estudiados los valores limites Ho Hgy,
Hoy,

Caso HoyL m. Hoy, m. Hoyp, m.
1 61,8 50 50
2 62 55 50
3 59,7 60 50
4 69,5 71,4 50
5 03 100 50

El examen de los resultados obtenidos demuestra
que si Hop, = Hoy,, su valor comiin es inferior a
Hgy. Si Hoy, Y Hoy, son distintos, Hg,, es superior
a ambos o estd comprendido entre ellos, aunque siem-
pre es superior al menor de los dos.

Fllo esta conforme con los resultados tedricos
generales obtenidos en la segunda parte: si la con-
dicién de Thoma se cumple exacta (Fy = Fio,
Fo = Fap) e independientemente para cada sistema
hidraulico, no hay estabilidad; por otra parte, cuan-
do existe estabilidad, la condicién de Thoma queda
satisfecha sobradamente por lo menos en uno de los
dos sistemas.
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