LOS-METODOS DIRECTOS Y LOS METODOS DE APROXIMA.

CIONES SUCESIVAS DE CALCULO.

Por CARLOS LORENTE DE NO,

Ingeniero de Caminos,

. Contipnando su exposicion de la directa aplicabilidad del método de los puntos fijos, desarrolla
aqui el autor los problemas de efecto de temperatura y movimiento de apoyos, ¥ hace resaltar
la sequridad v ventaja que ofrecen los métodos que, comao éste, permiten el snmediato cono-

: cimiento de las deformaciones a lo largo de todo ¢l proceso de cdlewlo.

El estudio de los efectos debidos a variacién de
temperatura o a traslaciéon de los apoyos, objeto de
las lineas que siguen, puede reducirse al de estidos
parciales, cuyo conocimiento es directo gracias al
dbaco XI'y sistema [40], y al de estructura solicitada
por fuerza actuando en un nudo (fig. 22)..

Pero indiquemos de entrada que todos esos esta-
dos parciales han sido ya estudiados al resolver di-
cho problema de estructura solicitada por fuerza apli-
cada en un nudo. Y que este estudio de la accién de
la temperatura y de la traslacion de los apoyos se re-
duce, por consiguiente, a realizar meras combinacio-
nes de resultados ya conocidos.

* ok ok o

En las figuras siguientes se han representado las
deformaciones debidas a estos efectos, tomando, para
su mas clara representacién, como valor de la varia-
cion .unjtaria por temperatura, e {, 0 como magnitud
del'movimiento del apoyo, A, unog valores sumamente
clevados y de magnitud comparable con las propias
dimensiones de la estructura.

Quizas convenga advertir, para el mds ficil exa-
men de dichas figuras, que tanto estas variaciones de
temperatura como estos movimientos experimentados
por los apoyos son, por hipdtesis de partida, infinité-
simos .de primer grado en el sentido matematico.de
la palabra, pues solamente en esta hipotesis resulta
valido el principio de independencias y superposicion
de causas y efectos en que se basa la Elasticidad (1).

(1) Graficamente se pone esto de manifiesto en la figu-
ra 25 Por ejemplo, el movimiento de la'seccién A B esta,
cinematicamente, definido por las dos rotaciones instantincas
o'y ¢a alrededor-de los centros' O: y Oa. Si estas rotaciones
tienen un valor finito, el movimiento resultante no-solamente
depende de dichas rotaciones, sino que. también depende del
ofden. en que las hagamos actuar, pues cada una de estas
rotaciones hace variar la' posicién a partir de la cual tendrd
lugar la otra:rotacién. © - - . ) .

... Analoga -dependencia encontraremos al componer movi-
mientos de. traslacién con algiin movimiento de giro si éste
tiéne ‘valor finito. El ordén de aplicacion fhace variar.el efecto
total, 7 T S R

“En resumen: si las deformaciones que por* la aplicacion
de . fuerzas se producen en una pieza, elastica fuesen consi-
deradas. como rotaciones finitas, la intercambiabilidad en el
orden de aplicacién de las fuerzas mno existiria, y la ‘accion
de “cada’ fuerza serid’ distinta segln -cuales otras estuviesen
aplicadas: : -~ 0 o i SR o
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Por esto, aunque las variaciones de longitud o los
asientos alcancen en el dibujo magnitudes tan consi-
derables, su superposicion y combinacion con las de-
formaciones elasticas debidas a las tensiones internas

Tig, 25, -— Una suma de tdtaciones finitas no cumple ¢l prin-
cipio dé superposicion, Kl movimiento resultante depende del
' orde en que se apliquen las rotaciones. .-

- Para que el principio de.superposicién de causas y. cfectos
sca - valido, .es menester que las rotaciones instantineas sean
rotaciones infinitesimales  en el - sentido. matemitico.;.de .la
palabra, Es decir, rotaciones que produzcan “en. cada ‘punto
movimientos ‘que puedan considerarse -como, traslaciones’ infi-
nitamente pequéfias, de direccién normal a la recta de unién

del punto y del centro- instantineo, Un movimiento compuesto
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ha de hacerse teniendo presente que tanto unas como

otras son infinitesimales,

Asi, en la ﬁgura 27-a), en la que se representa la
deform'tcxon del pértico de los anteriores ejemplos
para un aumento de temperatura tal que ¢¢=1/4,

Tig. 26.— La suma de unas rotaciones infinitesimales tiene

un- valor perfectamente ‘determinado. Es una rotacién cuyo

angulo es la suma de los distintos Angulos y cuyo centro pue-

de definirse como el centro de gravedad de los distintos cen-

tros de las rotaciones cuandoa éstos se les atribuye como pe-
sos los valores de sus ‘respectivas rotaciones.

de cstas traslaciones es una traslacién perfectamente definida

y por completo mdepeudmnte del orden en que, se apllquen'

las traslacions que‘la componen. Dicha traslacién total equi-
vale a una rotacién, también infinitésima, suma de esas rota-
ciones infinitesimalés producndas por las diversas: fuerzas.

En la figura 26 se ha represeritado’ el’ mévimiento total
realizado por- un elemento, A B, debido ‘a dos rotaciones infi-
mtesxmales Oy y Ou: Los centros ‘de ‘giro en esta figura :son
los ' mismos ‘que en' la figura 25; pero al ‘serconcebidos: como
mﬁmtesmales, vemos que dicho movimiento total estd periec-
tamente’ definido y es por completo! mdependlente del orden
en que hagamos la aplicaciéon: de los gxros par c1a1<.s
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no debe de olvidarse que no se ha heclio sino repre-
sentar a una escala inverosimilmente grande unas de-
formaciones -.que son infinitesimales. En esta’ figura
se ha procedido primeramente a liberar el extremo
de la estructura y permitido que ésta se dilate libre-
mente por efecto de la temperatura. Esta deformacion
por temperatura se obtiene como una radiacién, de
centro en el extremo fijo D, en la que la longxtud de
cualquier rayo pasa a ser L (1 -+ et). El portico
A B CD pasa a ocupar el lugar A’ B' ¢’ D. Super-
poniendo después a esta deformacién la debida a las
reacciones hiperestaticas, cuyos valores son, como ve-
remos:

7 470 El 9360 .. EIJ
A = el —; H = ——cf——
. 4927 L? , 4927 L2
llegamos asi a la deformada definitiva 4 B" C" D.
En la figura 27-b), el proceso seguido ha sido el
inverso: Se -han obtenido primeramente las deforma-
ciones debidas a las reacciones hiperestaticas, lo que
da lugar a la elastica A" B"" ¢’ D, deformada que,
bajo el aumento posterior de temperatura, pasa a ser
la misma 4 B” C" D de la figura anterior, (Las dis-
tancias D A, D A y D A, pese a su aparente dife-
rencia en el dibujo, difieren entre si tan sélo en un
infinitésimo de primer orden. El aumento por tem-
peratura de D A4’ (fig. 27-b)) es idéntico al experi-
mentado por D A en la figura 27-0). Y la' deforma-
cion elastica del punto A’, en esta figura, debida a la
aplicacién de las reacciones hiperestaticas, idéntico a
su vez al experimentado por la misma causa por el

punto A en la 27-D).
S

En el estudio de estrutturas sometidas a una va-
riacién uniforme ' de temperatura, cabe distinguir
entre: @), estructuras en las que no se produce alte-
racién alguna de tensiones (fig. 28-a)) y no requieren
estudio; D), estructuras en las que el movimiento de
los nudos puede determinarse ‘exclusivamente por re-
laciones geométricas (fig. 28-b)), y ¢), estructuras en
las que, para la determinacién de estos movimientos
de los nudos, es menester utilizar, ademas de las geo-
métricas, algum condicion elastica (fig. 28-c)).

El grupo D) estd, en realidad, constituido por las
estructuras denominadas no traslacionales y. por aque-
llas traslacionales que sean perfectamente simétricas,
Partiendo de un nudo inmévil, o de un punto de
movimiento: nulo por estar s:tuado en el eje de si-
metria, se determina la posicién que han de tomar
todos los restantes. En funcién de estos' movimientos
conocidos de’ los nudos, se deduce directamente, por
aphcacmn del grupo [40] 6 abaco XI, el estado de
tensiones que en estas. estructuras provoca una varn-
cion 'de temperatura,. i

En general, la estructura“ pertenecer’t al arupo c)
y queda 111determmada la posicién’ que la ‘variacién
de temperatura hace tomar a la estructura; nos:tro-
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Fig, 28. — listructuras sometidas a una var lacion uniforme de temperatura. En los casos ¢) las incégnitas traslaciones, sc
sustituyen por incognitas fucrsas de guiado,

pezamos con tantas componentes de traslacion incog-
nitas como posibilidades de moviimiento tengan estas
estructuras traslacionales.

Para su estudio habremos de reducirlas al caso b),
‘aplicando para ello tantas fuerzas incognitas (es decir,
tantos apoyos deslizantes ficticios) como grados de
libertad de movimiento de nudos tengan;.y reempla-
zar asi el problema por otros cuya resolucmn nos es
ya conocida (ver fig. 28). :

Iin la figura 29, el portico que ‘venimos uulmmdo

Ebly g
TN oo
\\\ -
Ly N\ |bs S
V| Welanls=l) b
___A_‘ (senot=-45- cosar-——)

I"xg 20, —La mtroduccmn de una fuerza,. T' que guna el mo-

vimiento del nudo C permite conocer-la: posicidén que, .por.au-
mento de temperatura, alcanzaran ‘todos. los nudos.
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nos representa, por ejemplo, una cétula de una estruc-
tura multiple con un solo grado de movilidad. Basta
(ue coartemos, mediante un apoyo deslizante, el mo-
vimiento del nudo C, para que resulte determinado
¢l movimiento de los fudos de esta célula y de todos
los nudos de las restantes células. Resulta asi que,
cuando a la barra C D la obligamos a dilatarse segiin
su propia direccidn, entre los nudos B y C del dintel
y entre los 4 y B del pilar articulado se producen
unas traslaciones .normales. relativas; de valor A y
Ay, respectivamente (y andlogamente se determinarian
las desnivelaciones normales relativas entre los extre-
mos de todas-las restantes barras de la estructura).
Empleando la forma expositiva habitual en los
métodos de aproximaciones' sucesivas, diriamos que,
rompiendo la 'continuidad de la estructura, vamos
deformando, mediante traslaciones sin giro de nudos,

las cllversas barras, hasta lograr una deformada en

la que los, nudos ocupan la posicién que, por efecto

~de la ‘variacién de temperatura, les corresponde. En

esta estructura asi deformada (fig. 30-a)), no existe

. .el eqmllbrlo de momentos alrededor . 'de cada nudo,
+ ...y hay que proceder por ello a darles lxbertad de giro,

es ‘decir, a la liberacién de_todas las coacciories (o sea,
a la superposicién en cada nudo de unos pares iguales
y contrarios a los antes -aplicados), en tanto que,
ademds; se les mantiene inmovilizados por la. accién
de ‘una cierta fuerza, F. Se llega asi al estado de
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equilibrio eldstico correspondiente a la accion conjunta
de la:temperatura ;y de una .fuerza, F; es decir, se
llega al diagrama de la figura 30-c). :

En el método de puntos fijos, esas sucesivas des-

nivelaciones relativas entre extremos no son sino un
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- Fig, 30.— Detalle del proceso de calculo: El diagrama ¢). co-
. rrespondeia’la accién simultinea de la variacién.de tempera-
turay. de-una fuerza F que guia.la deformacién. El d) es
¢l diagrama (ya conocido, fig. 22), debido a la accién de una
fuerza —F. La superposicién de ambos,diagramas da el dia-
grama réal ¢orréspondientea 1d variacion ‘de temperatura re-
. présentado:en’la anterior “figura 27, a). e
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mismo tipo de solicitacién de barra, y los momentos

_ que en los extremos de cada barra produce su desni-,’

velacion normal relativa, 4, son dados directamente,
como ya vimos, por las sencillas expresiones. [40],.
o bien se pueden tomar del dbaco XI. En 30-b) se
indican los dos diagramas de momentos correspon--
dientes a la desnivelacién del dintel y a la del pilar,
respectivamente, (Diagramas que,. por otra parte, ya
estan hallados (ver fig. 19), al estudiar el caso funda-
mental de estructura sometida a la accién de fuerza
aplicada en un nudo.) La suma de estos dos diagra-
mas da el 30-¢). ‘

Como siempre, es también aqui innecesaria la de-
terminacién de los valores de las fuerzas que noshan
venido impidiendo la traslacién de nudos en todas las
diversas etapas. Basta con deducir del diagrama final
de momentos cual es, por condicién de estatica, el
valor que ha de tener la reaccion de ese dnico apoyo
deslizante con el que hemos coartado el tnico grado
de movilidad de esta estructura. -

Determinado el valor de esta fuerza, resta sola-
mente (fig. 30-d)), trazar el diagrama de momentos
que en la estructura produce una fuerza igual y con-
traria (es decir, dar a F (ver fig. 22) el valor parti-
cular correspondiente a este caso), pard temer por
superposicién de los 30-¢) y 30-d) el correspondiente
a estructura sometida exclusivamente a variacion de
temperatura. ‘

~
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La cuestion del efecto de una posible traslacion
de los apoyos tiene estrecha semejanza con lo aca-
bado de exponer :

Estos asientos quizds lleguen a alcanzar valores
sensibles. Sin embargo, la Elasticidad ha de operar
con ellos considerandolos como infinitesimales, pues
solamente asi quedan dentro del campo de validez los
principios en que ella se basa. .

Sobre los casos que, en este estudio de los efectos
de la traslacién de un cierto apoyo, pueden presen-
tarse, cabria su agrupacién en una lamina andloga a
la de la figura 28, distinguiendo entre casos en los
que: a), el movimiento del apoyo no produce defor-
macién eldstica en la estructura; casos b), en los que,
por consideraciones geométricas, se puede determinar’
cudl es la posicién que tomaran los nudos afectados
por dicho movimiento, y casos c), en los ‘que es me-
nester recurrir, para esa determinacion, al plantea-
miento de una condicidn eldstica, o

Iin los casos b) (por ejemiplo, asiento -de un apoyo
de una 'viga continua, movimiento de un apoyo‘en una
estructura no traslacional, asiento simétrico en ele-
mentos: de una estructura traslacional simétrica), el .
estudio se reduce a ir anotando los. valores de las
desnivelaciones normales relativas entre los dos ex-

- tremos de cada una de las barras afectadas. Y a una

reiterada. aplicacién de las expresiones [40], 6, en la

practica, a una reiterada lectura del Abaco XI, que "

nos van dando los valores de los momentos flectores
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producidos en los extremos de cada batrta y que, dis-
tribuidos entre las barras adyacentes y transmitidos

al resto de la estructura, van formando- los’ diversos .

diagramas, uno por cada barra afectada, que integran
¢l diagrama de momentos buscado,
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Fig. 31.— Descenso del apoyo 4. Considerado el dintel como
Gnico elemento dotado .de flexibilidad, el diagrama a) recoge
las solicitaciones equivalentes'a un descenso_vertical del apo-
yo. En b) se devuelve la flexibilidad a las restantes piczas,
y simultdneamente sc aplica una- fuerza, I’, que impide la
traslacién de nudos, (E1 valor.de esta fuerza se obtiene, co-

mo siempre, a posteriori .por una de las condiciones de la es- -

titica). En ¢) se anota el diagrama correspondiente a una
fuerza igual y contraria, (Se observard 'que el diagrama b)
viene dado directamente por el abaco XI, 'y que el diagra-
ma ¢) s el del caso, ya estudiado, de traslacion. de- nudos.)

" El caso general ¢), en el que la’ posicién-a tomar
por los nudos es indeterrninada, se reduce a este ante-
' rior ‘mediante la introduccién de las’ fuerzas de‘fija-
cién de nudo' necesarias para convertir a la estructura
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&t fio traslacional; Fuerzas a eliminar posteriormente.
mediante la aplicacién' de otras iguales y contrarias.

En las siguientes figuras 31 y 32 se recoge: grafi-
_camente el proceso de calculo para un asiento vertical
del apoyo 4, desarrollindolo de acuerdo con la forma
expositiva hoy acostumbrada.
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Fig. 32.— Deéscenso del a;”poy_o A, Rota la continuidad de la
estructura, una desnivelacién entre los extremos del dintel

" (ver a)), lleva dicho apoyo a_sit nueva posicidn. En b) se res-

tablece la continvidad y sitniltdnéamente se impide, median-

te la fuerza F, la traslacioni’de los nudos, En ¢) se aplica

una fuerza, F, igual ¥y contrariaLa superposicién de\b) y ¢)
da el estado buscado. =~ {7

. Pero el lector. podra observar- que.la preparacion,
tanto ‘de - éstas ‘como ‘de 1las ‘anteriores figuras; estaba

ya' hecha desde ‘quie, “al ‘estudiar "¢l caso bisico; de
estructura . sometida, a fuerzasaplicada en wn nudo,
se abordé este problema:come sucesiva.desnivelacion

P
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entre extrenios de las diversas bartas. La resolucion
de este caso de asiento de apoyo no es otra cosa que
una reunién de datos ya logrados: los diagramas b),
correspondientes a un descenso. normal relativo entre
extremos del dintel, y los diagramas c), correspon-
dientes a.la accién de una fuerza igual y contraria
a la que mantenia los nudos inmovilizados en la posi-

cion alcanzada en ). La. superposicién de ambas.

parejas-de diagramas nos da los de deformacion y de
momentos flectores representados en la figura 33.

~ nacién de las sucesivas rigideces de nudos y de los .

aproximacioies Sucesivas, j en la mayoria de sus
exposiciones queda, efectivamente, silenciada esta
cuestion por los autores. .

En el método de los puntos fijos, su resolucién
es sencillisima.

Al ir recorriendo la estructura, haciendo aplica-
cion de las férmulas de recurrencia [11], [12] ¥
[14], es decir, al hacer el trabajo inicial de determi-

factores de transmisién, han quedado también deter-
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momentos flectores y reacciones debidas a un -descenso vertical del apoyo A. (Son la suma de

los diagramas b) y ¢) de las anteriores figuras 31 y 32.)

Y que en definitiva, como se indico al pie del aba-
co.XI, basta con el conocimiento de los puntos fijos
para que; por la sola aplicacion reiterada de dicho
&baco, podamos résolver el caso fundamental de tras-
laciones, debidas a la aplicacién de una fuerza en un
nudo (en el caso de estructuras traslacionales), v todos

“los-casos de variacién de temperatura y de asiento de
apoyos ;(tanto si las estructuras son traslacionales
como si no lo son). :

Quedaria: incompleto el estudio de los- efectos de

la .deformabilidad, :siempre presente, de las cimenta-
ciones, 'si no se abordase también el del efecto que
en la estructura produce el giro de las secciones de-
apoyo supuestas inicialmente, en cémodo apriorismo,
como. pc,riectalnétlte empotradas.. .. '

... Josta -cuestion-resulta. espinosa. en
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los métodos;.de. -

minados todos los elementos necesarios para la reso-
lucién de esta cuestion.

En el portico del ejemplo, en la figura 6.7, y par-
tiendo de la extremidad articulada A, se fueron mar-
cando los valores de las rigideces de los nudos, los
puntos fijos y.los factores de transmision, que nue-
vamente representamos en la figura 34-a). Se obtuvo

‘asi, como rigidez del nudo D, el valor:

141 EI

D=—-—.—-—-

28 .L

El apoyo D, al girar § radianes, ejerce, pucs, en
el extremo D de la barra C D, un par de valor:

(m.‘ Kg.)..

Mu?,"‘o . ="— "’L"“O (m. Kg.).

“ Par flector. cuyo efecto en el resto de'la estructura
podemos evaluar mediante. los factores de transmi-
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sion, o podemos directamente dibujar, mediante los
puntos fijos. Como también. se obtienen de modo di-
recto las deformaciones producidas en-los nudos:
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Iiig. 34.— Céleulo del efecto que produce en. la-estructura. un
giro del apoyo. El diagrama @), efecto debido al giro cuando
la estructura tiene impedida la: traslacién de nudes, es pre-
cisamente lo estiidiado’ inicialmente: rigideces ‘de nudo y fac-
tores de-transmisién: (verfig. 6.). Mediante el b) permiti-
mos la traslacién de, nudos, y el diagrama_¢) nos: da, final-
mente, todos los valores caractefisticos de las; tensiones ‘Pro-
Ly X FER R AT
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mable.

“dueidas por el giro ‘del cimiento DI {

" Iin estructuras to traslacionales, Ja determinacion
del efecto de la rotacién de un apoyo es, como.vemos,
siempre directa, pues este’ giro del apoyo no-es otra
cosa que la materializacién de la -hipotesis de- defor-
macién’ elastica (giro del extremo de una barra ‘cuyo
otro éxtremo esta eldsticamente empotrado), que di6
origen a los conceptos de rigidez, factor: de ‘transmi-
sion y punto fijo de los que nos venimos sirviendo.

Cudndo la estructura es tras]acional,"'conio“e's el
caso del “presente ejemplo, nos bastard ‘determinar
cuédl es (fig. 34-0)) la fuerza o fuerzas que han man-
tenido provisionalmente la inmovilidad de los nudos,
para que, mediante los diagramas correspondientes
(fg. 34-D)) a la accion de fuerzas iguales y contrarias,

‘se obtengan, por stuperposicion (fig. 34-¢)), los corres-

pondientes a la accién que un determinado giro del
apoyo ejerce sobre la-estructura libremente defor-

Se ha aludido anteriormente al cémodo apriorismo
de que siempre, en los proyectos, estén dotadas las

“estructuras de unas articulaciones perfectas o de unos
“empotramientos asimismo perfectos, aun a sabiendas

de que nunca nos sera dado alcanzar tanta perfeccion,
Deliberadamente se incurre con ello en errores de tipo
sistemético, cuya trascendencia, en cada caso, 1o
siempre es facil de intuir y que hacen de entrada ilu-
sorio ese pretendido rigor que con todos los cdleulos
posteriores se quiere alcanzar.

Invocando la necesidad de este rigor, no se deja
hoy dia de tener siempre en cuenta la posibilidad de
traslacion de nudos, aun en caso de cargas normales,
e incluso se supervaloriza este efecto no haciendo
entrar en cuenta la prefencia de las fabricas de los
pafios de cerramiento. Son también abordados, en
algunos casos, las traslaciones de apoyos, procurando
tener en cuenta las deformaciones pldsticas de las
cimentaciones. B

Pero se rehuye, sisteméticamente, la cuestion de
que tanto esos apoyos articulados como esos-apoyos de
empotramiento ‘perfecto som, en la ‘realidad, unos em-
potramientos. elasticos cuya rigidez estd lejos siempre’
de alcanzar: esas rigideces extremas, k=0 6 k =09,
que son consubstanciales, hoy ‘por hoy, con la'practica’
de los métodos de aproximaciones sucesivas.:' -

‘Esta limitacién, de tenet queiaceptar una- uotra
de'las hipbtesis extremas, no existe en el 'método.de
los puntos fijos, para el cual no supone ‘ dificultad
alguna: el que todos los apoyos de la estructura ten-
gan ese carcter real de articulacion elastica.

~i. Tanto nos ‘daientrar-en las formulas: de.recurren-
cia‘con el valor k.4 == 0; como ‘acabamos :de- hacer en’
esta figura- 34-0);.como: entrar ‘¢oniunvalor % -cual- '
quiera, vy bt B e . Pibes ot

)

R TR A

©iEn nada varian-los 'qzilétilos'va-réf’éctlxémr;‘yi’én cam=

bio, en todos los estadosde ‘solicitacion que vayamos
estudiande; ‘esos apoyos'nos apareceran tomando" unos’
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momentos flectores, que son precisamente los corres-
pondientes -a la deformacién -angular provocada en
los mismos y no los correspondientes a aquellas hipo-
téticas sustentaciones. . . N :

Cierto que la fijacion de esas rigideces, es decir,
del valor de la relacién entre un par flector aplicado
al cimiento y el giro sufrido por el cimiento, no es
cuestién que la- mecanica del suelo pueda ficilmente

cifrarnos. Pero una estimacion, por grosera.que sea,.

resuitari mas satisfactoria que renunciar de ante-
mano a que la cimentacién de la estructura se asemeje
en nuestro proyecto a la que ha de tener en la realidad.

Quede, después de todo esto, a la consideracién
del lector juzgar por si mismo sobre si el método de
los pimntos fijos no cumple mas satisfactoriamente esas
cualidades de: “ficil, elastico en la extension e in-
tensidad de su aplicacion, y, lo que es méas importante,
adecuado al fenémeno. fisico que aborda”, que otros
métodos a los que también se atribuyen esas cuali-
‘dades. e

Otro extremo a considerar, que guarda intima
relacién con lo acabado de exponer, es la ventaja que,
desde el punto de vista elastico, ofrecen los métodos
que explicitamente pueden operar con las deforma-
ciones. ‘ , ‘ o

Continuamente hemos venido viendo como el co-
nocimiento de las rigideces reales con que opera el
método de los puntos fijos, permite ir conociendo los
valores de los giros, y ha sido sencillo el'dibujo exac-
to de las deformadas en todos los estados parciales

'y solicitaciones estudiados, y facil el proporcionar
asi al lector unas imAgenes mas claras y de mds fuerza
. expresiva que ninguna exposicion verbal.

 El céleulo de algunas de estas deformadas tiene
particular interés como herramienta del estudio elas-
tico de la estructura. Por ejemplo, esta filtima elds-
tica, debida al giro del apoyo D, es al mismo tiempo
la linea de influencia del momento flector que en el
empotramiento. D produce una causa cualquiera apli-
" cada en un punto’ también cualquiera de la estructu-

ra (1). : .

Ia defo‘i-xnadwclibt_ljad‘a en la figura 35-0) es la

correspondiente a estructura con nudos inmovilizados.
Fsta deformada serd, por tanto, la linea de influencia
del momento flector M# para estructura’ asimismo
inmovilizada. (En dicha figura aparecen indicadas al-
gunas expresiones de la identidad entre trabajos elds-
ticos en que se basa este método de Land. En parti-

(1) Este método general de obtencién de las lineas de in-

. fluencia del momento flector y de los esfuerzos en una seccién
por pura aplicacién del principio de reciprocidad entre traba-

jos indirectos, es debido a R, Tand, que lo expuso. en.1887.

No sabemos bien por qué-este método aparece atribuido, entre

nosotros, a Miiller-Breslau, Quizas sea "dehido a que asi lo

~ afirman, erréncamente, Cross y Morgan en su Continuous
frames. ' ' B

j.JYOI{lEM'BRE 1953 T o
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cular, podrd observarse que los momentos flectores
producidos en D por la accién de un par aplicado en
los nudos B'y C, momentos cuyos valores son, res-
pectivamente:

3 1l 9
fl= g, M=
Mo =28 T
p - JF

F=1017EL

140 [2

185 10175 —

1017 '
C=z9z7L0 C

816
(o=75276

_r_3867
A V(370279
Fig. 35— Estudio del efecto pl'odu'cido por el gi‘ro:‘d‘el apo-
vo D: La deformada a) corresponde a estructura inmoviliza-
da por una fuerza F. La D) es la deformacién que toma la

estructura_al aplicar una fuerza igual y .contraria., La suma
¢) de ambas es'la deformada de la estructura real.
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(ver figuras 7-a) y 7-b)), corresponden, efectivamente,
con los valores de los giros:

experimentados por esos nudos By € al dara la scc-
cion D el giro 6 (ver figura 35-a)).

Y a su vez la deformada representada en la fi-
gura 36, correspondiente a estructura libremente de-
formahle, nos dard la linea de influencia del momento
flector producido en ) cuando una causa cualquiera
acttia sobre la estructura real.

Iin las anteriores -figuras 23 y 24, se estudio
la accién sobre la estructura de una fuérza, I7, apli-
cada en el nudo C, y de un par W actuando alterna-
tivamente en los nudos B y C. Los momentos flecto-
res M, correspondientes a estos tres casos de carga
tienen idéntica expresion que la traslacion de C y los
giros de los nudos B y C producidos al girar (fig. 30)
Ja seccién D. Ello comprueba la exactitud de estas
soluciones dadas. ‘

[ele]

<,

Muchas mis comprobaciones podra ir haciendo el
lector, mediante este mismo teorema de Maxwell, de
todas las anteriores figuras, y hacerlo con toda como-
didad, pues, al darle en ellas las deformaciones, se le
han dado unos resultados que corresponden a la ma-
nifestacién fisica de las propiedades elasticas de la
estructura. :

Ver si estos resultados verifican o no el principio

‘de reciprocidad, es una ‘prueba no. solamente facil

de hacer, sino que es de valor probatorio decisivo) ( M.

(1) No son tan faciles las comprobaciones, ni tan seguras,
si lo que se tiene a la vista es solamente ¢l dingrama de los
momentos flectores y reacciones. N

Supongambos que para el clculo de cualquiera de los dia-
gramas de: los casos ‘anteriores se hubiese adoptado un méto-
do general, por ejemplo, cl de Castigliano, para determinar,
como pareja de hiperestaticas, las dos componentes de la
reaccién. del apoyo <, Partiendo de estos valores de las
réacciones en el extremo A, y caminando hacia el extremo D,
vamos dibujando el diagrama de momentos, teniendo en cuen-
ta tamhién la fuerza o fuerzas solicitantes conforme las

(
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0165618
0111208
0,059589
0010760
(0035279
0,078528
(118986
0156554

A
.
~D
~3
w
B
~
(%]

{0,391034

'0,076998~
- 0058237+
0039057+

0392429

N5

0,206914-L
0,213323 «
0217582+
0219329
0218704~
0,215847~
0210897 -

0,203995 |-

0195278

- 0184888+
. 0172963+
0159643+
0145067+
10129376

0112707«
0,095201

vayamos encontrando en nuestro recorrido, hasta determinar
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“ITrigs 36, {—‘m.Dp‘IO"x)l_aciOxles-"cl::biglasi' a un giro del apoyo

D. Y también lincas “de” influencia del moniénto flector en” dicha®
seceion’ D, : : R RN PO
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Observemos, ademis, que en esta figura 36 se ha
tomado para el giro 8. un dngulo unidad (§ =1 ra-

el momento en’ 1a seccién D. Las deméas componentes de la
reaccién en este apoyo se obtendran por proyeccién de todas
las anteriores fuerzas, .

Para asegurarnos, podemos recurrir a la determinacién de
los esfuerzos axiales y cortantes en cada harra, estudiar el

equilibrio de éstas y el equilibrio de los nudos. Todo resul-

tard concordante y el diagrama parecerd cada vez mas co-
rrecto, aunque, como por otra parte sucede con molesta {re-
cuencia, los valores obtenidos para las hiperestiticas hayan
sido erréneos, y, por consiguiente, todo ese diagrama sea elas-
ticamente falso. - ‘

Y es que solamente en esa etapa previa de integracion

del trabajo clastico, su derivacién respecto a las incognitas . -

V-ay Ha y la resolucién del sistema que expresa que sus
recorridos son nulos, es donde se venia teniendo en cuenta el
caracter elistico de la cstructura, Una vez halladas, y con
ello hecha isostatica la estructura, nos limitamos, cuando tra-
zamos el diagrama de momentos y determinamos las restan-
tes reacciones, a aplicar las condiciones de la estatica del
cuerpo rigido. Y todas las comprobaciones sobre el diagrama

no son sino, distintas expresiones de la aplicacion de las tres

ecuaciones del equilibrio estatico a diversos, trozos, conside-
rados asimismo rigidos, de la estructura, . '

Si recordamos esto es para renovar la atencién sobre la
necesidad que existe, en todos aguellos métodos cuyo proceso
de caleulo no deja huellas eldsticas visibles, de que los resul:
tados -hayan de ser comprobados no solamente por las condi-
ciones de la estitica, sino que deben ser también ohjeto de
comprobacién. mediante condiciones elasticas. Es decir, que
necesitan, para que sus resultados puedan darse como rigu-
rosamente validos, un estudio clastico complementario.

Rstudio comprobatorio que, como veremos, es sencillo de
hacer si‘se recurre al mas sintético y fecundo de los modos
de tratar los problemas clasticos: el de la cicuela suiza de
1875. (No resulta tan lejana esta fecha si se piensa cue la
-~ méAs fundamental de las ecuaciones, la que liga la deforma-
cién y ¢l momeénto flector cn una seccién, fué dada por
Jacoho Bernouilli en 1694.)

dian).. Con ello, los valores que nos expresan los

angulos girados por los diversos puntos de la estnuc-

tura y los valores que nos expresan los recorridos de
cualquier punto de las barras, medidos segtin direc-
ciones normales a cada una de dichas barras, som,
asimismo, los valores que 1ios expresan el momento
flector M, producido por la aplicacién en cada

punto de un par &M =1, o los producidos por una
fuerza F =1 normal a cada barra, (Es el mismo
artificio que se acostumbra a emplear en la presen-
tacién del principio de Maxwell al dar a los pares
y fuerzas el valor unidad.) .

La figura es asi una tabla completisima de las
lineas de influencia: nos da el momento M ﬁ cuando,
en cualquiera de los sesenta puntos anotados, aplica-
mos un par o aplicamos una fuerza. .

Y la anterior figura 33, de la deformacién produ-
cida por un descenso vertical del apoyo .4, constituye,
asimismo, por este teorema de Land, una completa
linea de influencia de la reaccion vertical, " a+ que €n
este apoyo producird cualquier causa,. momento 0
fuerza, actuando en cualquier punto de la estructura.

El estudio de la traslacién horizontal de este apo-
yo nos hubiera conducido, asimismo, a una deformada
utilizable como linea de influencia de la reaccién
horizontal H,. .

A este empleo de las deformadas como lineas de
influencia, se presta de modo especial el método de
los puntos fijos, pues, como ya hemos sefialado, su
operacién primera, recorrido de la estructura para
determinaciéon de rigideces, es precisamente un-estu-
dio, y una valoracion, de la transmisién de las defor-
maciones a lo largo de la estructura,

§

(Continuard.)




