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LOS METODOS DIRECTOS Y LOS METODOS DE’ APROXIMA-
CIONES SUCESIVAS DE CALCUL@ DE ESTRUCTURAS

o
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Ingeniero de Caminos.
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Presenta el antor un mds claro 'y ldgico proceso ﬁma el -estudio de los. efecfos debzdos o lo

mouvilidad de -los nudis. Conocidos los  puntos fwos, la: sucesiug desnivelacién entre los dos

extremos de cada barra conduce, mediante operaciones -directas, al . diagrama buscado. ¥ pone

de manifiesto la identidad del proceso seguido por los métodos de apmwmactoncs suceswas
RN 4 _ COn cl que ueman ya sumcna’o Ios mefndos dzrectos :

v

En la anterior exposicién se ha examinado sola-
mente el caso de estructuras.con nudos inméviles (1).
Ver cémo tienen en cuenta los métodos directos Ja
libertad. de traslacion de los nudos es el objeto de
lo que sigue.

* % ok

Algunas consideraciones previas sobre cuales son
las limitaciones que a esta libertad de traslacion he-
‘mos, implicitamente, xmpuesto creo que no resultarin
ociosas. _

El alcance de la hipbtesis inicial de que las ple—
zas solamente sufren deformacién por la accion de
los momentos flectores y sé comportan como cuer-
pos rigidos frente a los esfuerzos axiales y a los es-
fuerzos de corte, no se reduce al de facilitar una ma-
yor sencillez operatoria, sino que dicha hipétesis im-
prime un. cardcter muy particular a la estructura al
convertir a ésta en una mezcla. del cuerpo elastico, a
estudiar por el principio de la - superposicién, y del
cuerpo rigido de la mecanica racional. Esa hipote-
sis condiciona por completo cuanto sobre las trasla-
ciones de nudos luego se dice y se deduce siguiendo
consideraciones puramente geométricas,

Una cierta barra, 4 B, de estas estructuras esta
sometida (fig. 17-a)) a la accién de una fuerza, F.
Refiramos las deformaciones de la barra a su extre-
midad B, por ejemplo. Haciendo el traslado de di-

cha fuerza (de componentes Ty N) a todos"y cada -

uno de los puntos de: la fibra media de la barra, se
ir4n obteniendo las caracteristicas de tensidén, M/, N
y T, en cada seccién, con las que la Resistencia de
Materiales estudia las deformaciones elementales. Tin
estas piezas, tan particulares, solamente el momento
flector M/ produce deformacnon elastlcq, que en cada

(1) Y dentro de cllas el de estructuras ‘en malla ablerta.

Por el momento continuaremos refiriéndonos ° 4 este tipo ‘de.

estructmas, dejando para después las de malla cerrada
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»esos vectores; es dec1r,

oo

3

elemento de longitud, d's, serd un ‘TII‘O relativo entre
sus caras de V'llOr.
- ds
do =ML == 31
* g | l' _

ilrededor del centro de gravedad de estas secciones.
(A todas cuantas fuerzas F, Fi, Fa... que, pasando
por el punto p tengan igual componente tangencial, T,
les corresponderd un dmgrann de momentos' flecto-
res idéntico y provocar'm pox tanto 1dent1ca defor-:
macion.) , :

"Si, como indica la ﬁgura 17 b) imaginamos aba-
tldo noventa grados el diagrama de momentos flec—?

tores y representamos, en vez de los valores M
fi

M . .
los. valores E; , el drea rayada de base ds y de
altura Txl- es precisamente el valor del giro ele-

LI - i

mental [31].
‘Este diagrama sirve, pucs como dnwrama de los

~ vectores (ue representan las rotaciones de los diver-

sos trozos elementales. Su drea total nos da la suma
de todas las rotaciones elementales; es decir, la ro-
tacién @4 que la seccibn 4 ha experimentado res-
pecto a la seccion de referencia B :
f1 f 7l
®a=2‘Mx ds=MA + My , L . 32
El 2 ) ElI

(Este 4ngulo es también, por consiguiente, el que

- forman entre si las tangentes en los extremos 4 y B,

a la elasticade la b'lrra) Dicha rotacién [32] ten-
dra lugar alrededor del centro de gravedad de todos
Irededor de un punto = de
la fibra media de Ia barra. (La posicién de este pun-
to esta acotada en la figura 17-a), y en dicha figura se
ha sefialado también como esta posicion de = es fun-

cién - puramente -geométrica 'de la posicion del punto

de paso; p; de la fuerza: solicitante.)
“Enla figura 17- c) aparece representada la elastlcw
de la lmfra, ‘tanto si como refereficia tomamos-el ex-
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*. Fig. 17.— Pieza recta sometida a una ley lineal de momentos flectores. En a) se anotan al‘gunos. valores 'geométricos
el trapecio. La b) recoge la idea: base de la-Estatica grafica, resultando, como consecuencia inmediata de a) y b) los .
grupos ‘[33] 'y [34] de la figura c); .que: ligan los momentos flectores y-los giros relativos de los extremos. Al introdu-

.- .cir Otto. Mohr,  en 1892, como incdgnitas:el “giro ¥ de la barra” .y los valores goA Y @, de los giros absolutos obtiivo,
i..figuta*d), el sistema “[35); que varios : lustros despuiés serfa ‘presentado como originalisimio “slope: deflection wethod, -
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tarén,

“tremo B como si es el extremo 4 el considerado ¢omo .
fijo. Tdnto en uno coma en el otro caso cada’punto .-

de la fibra media de la barra sufre como movimiento
el debido a una rotacién cuyo centro es siempre otro
punto del eje de la barra. Como quiera que, condi-
cién basica de la elasticidad, todos estos giros y mo-
vimientos son infinitesimales, cada punto de la fibra
media se ha movido segin una direccién normal al
eje de la barra'y en particular las secciones A’y B

toman las posiciones A/ y B, definidas por las tras-

laciones AA' y BB’ normales a la barra y por el valor
04 del giro experimentado por dichas secciones.
IEn general, la barra no tendri ninguna de sus

A, ‘_, 4,

tantaneas, ciiyos centros han de estar forzosamente
situados. sobre AB.Y en partlcular, vemos que el
recorrido relativo 4 A’ reahzado por el extremo A
ha de tener lugar seglin una diréccién normal a la
primitiva orientacién que tenia.la, barra.
'Si consideramos una célula de uina estructura con
un solo grado de movilidad, como la de la figura 18,
_ formada por piezas rectas y dé este espec1a1mmo ma-
terial, que sélo se deformg baJo la accidn de los mo-
mentos flectores; podemos conocer sin estudio elds-
" tico ninguno la 1'(.1.101011 “éntreitlos reuorndns de los
nudos, 2

Dado que este recorr ido hrL dc tener for/osamen-

A,

sen o

T SENNy scoorg

(36] 73‘ -_A.a

v
R B

~Fig. 18, —Al no c‘mtu (lef01 maciones por esfuerzos normules ni tangenciales, las thS banas de 1a celnla zl B CD (sca

cualquiera la causa que actfie sobre la estructura A BCD E I,

.. y-el punto de la. misma en ¢l que esté aplicada), se

deformaran de modo que las traslaciones normales relativas entre sus extremos' estaran en la n.lacxon [36] constante

¥ dcpcndlmte tan sélo de la orientacién de dichas barlas._.‘

extremuhules noxdamente sujeta, sino que aconse-
cuencia de las (le[orm'mlones del resto de-la estruc--

tura, por ejemplo, de la parte situada a'la derecha
de B (fig. 17-d)), pasa la barra- desde la sntuacxén

- inicial Ay By a la situacion .41 B,y a este mov1mxento:_

de arrastre que sufren los puntos de la barra- v1enen'
a sumarse los dehidos a las deformaciones que en

ella misma provoca la fuerza F, hasta h'lcerla tomar .

Ia elastica final 4'B.
L1 giro instantdneo del extremo By, que es el que

ha arrastrado la barra en su movimiento, podemos

descomponerlo en-una trqshcmn .paralela (4o /l Bo B)
y un.giro alrededor-de B.

It

Una vez efectuada du.ha tlmslacxon paralel'l 105:-
hversos puntos de da flbr'l medl%g@?/l R, 8 xperlmen- L
ums rotaciones ins- .

pues 5. COITXO movnment
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te una direccion normal. a la de la barra, basta tra-
zar tres rectas: cualesquiera. ortogonales con las tres
barras de la célula para tener cleflmch la relacion
A Aat Ay [36] que han de guardar entre s, (E idén-
ticamente se obtendrd la re11c1o‘ Aqt A4 Ar de' la
siguiente’ célula, ete,,; etc,

Observemos, ademds, que tanto en ‘4 como en I
~el empotramlento elastlco representado (fig. 18), puc-
" de:variar desde la afticuldcién: pura al empotramlcn—
‘to perfecto. Las barras piteden ser-de inercia cons-
tante o de inercia variable. Las cargas a quegsomch-
.mos la estructura; pueden .ser. cualesquiéra y. pueden

lest'lr ‘aplicadas en:nudos:0:en puntos ‘de-las: barras

tamblen,cualesqulera Las, elclSthZlS serén diversas: en
cada, caso; pero,;eon:tal-que -las barras:sean rectas,
.siempre se-verificara entre -los recorridos ‘de-losinu-
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dos esa relacidn [36], que tan-sélo depende de la di-
reccion de las barras y ni siquiera de la longitud que
éstas tengan, (Cuando se introduce el concepto el
“giro ¥ de la barra”, estos giros ¥ vienen ya afecta-
dos, por su misma definicién, por la longitud de las

barras correspondientes).

En todas las posteriores figuras, en las que los
nudos se han podido trasladar libremente, se ha cui-
dado de representar los centros alrededor de los cua-
les tienen lugar las rotaciones instantineas de di-
chos nudos. Como se verd, es distinto para cada caso
de solicitacién el giro por ellos experimentado (4n-
gulos ¢), y la posicién del centro (radios 7), alrede-
dor de los cuales tienen éstos lugar. Pero entre los
recorridos de los diversos nudos, es decir, entre los
productos A == ¢ .7, se ha de verificar necesarianien-
te la relacién geométrica [36] antes obtenida. (Cree-
mos mas claro establecer directamente esta relacidn,
como indica la figura 18, que el hacerlo recurriendo
al concepto de movimiento de una cadena cinemética).

Vemos, pues, que la libertad de movimiento de los
nudos, cuando solamente hay deformaciones por la
accién de’los momentos flectores, estd restringida por
una condicién geométrica sumamente sencilla, '

. * K

Antes de continuar, puede resultar de interés po-
ner de manifiesto la sencillez con que, mediante la
anterior figura 17, son deducibles las diversas ecua-
ciones elasticas de la barra recta, Las distancias A =
y. = B (fig. 17-a)) son conocidas por geometria ele-
mental. El giro total entre extremos @4 tiene el va-
lor [32]. Los movimientos de 4 y B, respecto a la
tangente en B y a la tangente en A, respectivamente,
tendrén, por tanto, los valores:

N TR
Ad =L _ (Ml iomy=0,.L
: _6151(_"Jr ) = Oa

A S ! 1y
BB =,_6ET(2M{ + ML =9,.L,

valores que nos definen los dngulos 85 y 8, que la
cuerde de la eldstica forma con las tangentes a dicha
elistica en B y en 4. :

A estos dngulos 6, y 85 se les denominaba, por
W. Ritter, Ablenkungswinkel, término poco afortu-
nado, pero: que al menos los identifica plenamente.
In la figura les hemos denominado “giros relati-

- vos”, queriendo’ con ello recordar que son los angu-

los ‘que las tangentes a la’ elastica forman con'la
cuerda de ésta: - . "

Cr

0= = (2 M+ M),

, 6E] '
o S gl NEVIRAY

¢
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A su vez, los momientos flectores los poderos
expresar, en funcion de estos giros relativos, me-

diante el sistema equivalente:

‘ 2E17
M{l*':T(ZOA—en);
(34)
2E1 k
M§'=_L_(208— 6,).

Al estudiar Otto Mohr los esfuerzos secundarios
en estructuras metélicas trianguladas, ide6 el expre-
sar estos giros relativos en funcién de los giros ab-
solutos ¢, , ¢y (Knotendrehwinkel) y del giro ¥, al
que denominé Stabdrehwinkel, y que continuamos de-
nominando “giro de la barra”, aunque seria maés
apropiado el denominarle “giro de la cuerda”. Con
esta denominacién resultaria mdis patente que entre
los dngulos 6, y 65 que toman los extremos res-
pecto a la cuerda y estos dngulos, ¢, , 95 vy ¥, exis-
ten, por definicidn, las relaciones: :

P =04+, oy =0y — 1T,

y las igualdades:

e g =0, + 0, =0},

Introducidas estas relaciones en el grupo [34]1,
tenemos el siguiente:

1 2EI
M}; =T '(2‘?A" %“3\11')-
2E1 3]
'M{,“=———-L (2 90— o5 + 3 W), |

que es con el que opera Axel Bendixen ya desde
1014, y todos los posteriores continuadores de este
“método de las deformaciones” (1),

(1) Al escribir estos grupos se han tomado como positi-
vos los momentos y giros tal como aparecen en la figura 17,
Si se adopta el convenio de signos de estos autores, es posi-

tivo el momento dextrérsum M-{I ¥ negativo el sinistrérsum
! . . . .
Mﬁ . Positivos los giros dextrérsum 0, y ©a, y negativos
los 0y y @4 . Para el ingulo ¥ el convenio es el inverso:
son positivos los giros de barra contrarios al movimiento

de las agujas del reloj,

Con este convenio el grupo [35] toma la forma siguiente:

El
M{I=1L—' (2 Pa + 95 -+3); ‘
(35-bis]

1__2EI
MI=220 (o) +29g +3W),

lo que facilita grandemente la aplicacién practica. de estos
“métodos de deformaciones”, que el japonés Takabeya ha

logrado automatizar,-en. 1930, de tal modo que directamente se , .

escriben las tablas delos coeficientes de las ecuaciones,
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La adopcion por Mohr para, el cdleulo de estruc-
turas metdlicas trianguladas de los angulos ¢, , ¢y
y ¥, en vez de los 6, v 65, no supone aumento en

el ntimero de incognitas, pues los giros ¢ son, en di-

cho caso, conocidos: en primera aproximacion se
consideran las barras unidas por articulaciones per-
fectas y quedan sometidas exclusivamente a esfuer-
zos axiales, Determinados los valores de estos es-
fuerzos por un Cremona, el diagrama de Williot da
las variaciones de forma de la estructura y de ellas
se'deduce el giro ¢ de cada barra. En segunda apro-
ximacién sé deducen, partiendo del grupo [35], los
giros de cada nudo y, los momentos .a que quedan
sometidas las ‘barras. (Es éste uno de los ejemplos
mas tipicos de estudio eldstico mediante la superpo-
sicion’ de las propiedades elasticas’ que la Resistencia
de Materiales tiene que personalizar y distinguir para
poder -abordar -el calculo de las deformaciones ele-
mentales. Al equilibrio elastico de la estructura, cuan-
do el material de ésta sélo se deforma por esfuerzos
normales, se le superpone el equilibrio de esa misma
estructura supuesta constituida ahora por un mate-
rial deformable inicamente por momentos flectores).

Iin el célculo de estructuras no trianguladas no
se considera mds deformacién, en general, que la de-
bida a los momentos flectores. En pocos casos, y muy
particulares, pueden conocerse @ priori csos valores
de los giros de las harras. Pero ya hemos visto que
en estructuras: de un solo grado de movilidad (1) es
conocida la relacién que ha de existir entre las tras-
laciones de todos sus nudos, y por tanto, que basta
fijar la traslacién de uno sdlo para que conozcamos
las de todos los restantes, sea cual sea su niimero.
Es. decir, supuesto conocido el “giro” de una sola de
- las barras, quedan fijados todos los “giros de barra”
restantes. | '

. listas estructuras podran estudiarse superponien-
do dos estados: 1.2, la estructura, sometida a sus car-
gas’solicitantes, estd, ademas, sometida a una fuerza
F, que la inmoviliza, y 2., la estructura estd sola-
mente sometida a una fuerza — F, igual y contraria.
Ta superposicién nos conduce asi al estado real: la
estructura, sin coaccién ninguna, sometida nicamen-
te a sus cargas de solicitacion.

Durante: el proceso de resolucién del primer es-
tado no tenemos que preocuparnos de cual es el va-
lor de esd fuerza F. Nos hasta con saber, mientras
operamos, que es una fuerza tal que, inmovilizando

los nudos, hace nulos los “giros de las barras”. Que--

dan asi como’ incégnitas los # giros de los » nudos.
(En los “métodos de deformaciones” se plantearian
para.encontrarlos las. # ecuaciones resultante de ex-

(1) O sea, en estructuras en las que Ia traslacién de to-
dos y cada uno de sus nudos puede ser impedida mediante
la aplicacién, en uno cualquiera de dichos nudos, de una
biela, o, lo-que es lo mismo, de 'un apoyo deslizante, o di-
cho ain de otré modo, mediante la’ aplicacién en' uno cual-
quiera ‘de ‘Jos ‘nidos - de ‘una fiterza de direccién 'arbitraria,
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presar que en cada nudo ha de ser nula la suma de
los momentos que sobre el nudo ejercen todas las
barras que en él concurren). Con el método de los
“puntos. fijos”, ya hemos visto como se resuelve este
problema de estructuras sin traslaciones sin que sea
necesario el planteamiento de ecuacién ninguna. Una
vez resuelto este problema elastico y hallado el dia-
grama de los momentos flectores, finica causa de de-
formacién de estas estructuras, es cuando por apli-
cacién. de una cualquiera de las condiciones de la
Estatica, generalmente la de nulidad de proyecciones
de fuerzas, encontramos cudl es el valor de esa ama-
ble y desconocida fuerza F que nos ha estado impi-
diendo la traslacion de los nudos.

El segundo estado se resuelve, tanto en “puntos
fijos” como en “aproximaciones sucesivas”, por una
superposicion y una falsa posicion (1): supuesta co-
nocida una traslacién A, de un nudo, quedan en fun-
cién de ella conocidas todas las restantes, Se imagi-
nan aplicadas primeramente unas solicitaciones que,
pieza por pieza, van deformando a las diversas barras
sin producir en ellas giro de nudos, hasta lograr una
deformada que es correcta en cuamto a la relacién en-
tre traslaciones, aunque no lo es en cuanto a los giros.
Por esto, a continuacién, esta estructura asi defor-
mada es sometida a la accién simultdnea de unas so-
licitaciones idénticamente contrarias a .las anteriores
y de una fuerza F, (fuerza que no necesitamos, por
el momento, conocer), que mantiene los nudos de la
estructura en la posicién a la que primeramente ha-
bian sido trasladados. La superposicién de los mo-
mentos de estos dos casos (es decir, de los momen-
tos. que produjeron la traslacién sin giro y que nos
son conocidos @ priori en funcién de A, y de los de-
bidos a los giros sin traslacion y que son los que ya
sabemos deducir), nos da el diagrama de momentos
para el estado de estructura que desedbamos: estruc-
tura sometida solamente a una fuerza F,, que pro-
duce unas traslaciones A,. (Como siempre, el valor
de F, se obtiene, una vez conocido el diagrama de

momentos, por aplicacion de una de las ecuaciones
de la Estatica).

Finalmente y por simple proporcionalidad, de este
diagrama se deduce el correspondiente precisamente
al valor particular — I© de la fuerza, que -es el que
necesitdbamos hallar. Las deformaciones A y los mo-

(1) En los “métodos de deformaciones” no suele recu-
rrirse a esta duplicidad de’ estados, pues este segundo tiene
el mismo nimero, » 4 1, de incégnitas que el caso inicial,
A las n ecuaciones dadas por la.nulidad de momentos alre-
dedor de cada nudo se. agrega, como ecuacién. complemen-
taria, la que resulta de expresar una condicién cualquiera
de las de la Estitica. En cadd caso de carga se plantea, pues,
directamente un -sistema. de # 41 ecuaciones entre los # —+ I

giros incégnitos,” o .

Cuando el nimero de casos’de carga a estudiar es pe-
quefio, este ‘método. de las ‘deformaciones” puede ser mas
conveniente que ningtin otro, pués nos:conduce, de una sola
vez, a la solucién directa del problema. '
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njentos flectores correspondientes a este valor par-
ticular seran: ' a

£
F,

-y queda asi determinado el segundo estado.

A';— A« M= —

La primera parte, como hemos venido viendo, nos
la resuelve, comoda y ripidamente, el “método de
los puntos fijos”, Y esta segunda también se resuel-
ve, directamente e incluso sin caleulos, gracias al co-
nocimiento de los puntos fijos (r).

En la parte izquierda de la figura 19 se ve cla-
ramente uno de los modos de llevar a cabo el es-
tudio de esta segunda etapa : estructura solicitada por

-

-

O ez,

Bt (84,

Fig. 10.— El caso de traslacién de nudos, bajo la accion deuna fuerza I, aplicada en un nudo cualquiera de la estruc-
tura, se reduce, gracias a los puntos fijos, al.de distribucidn directa de los momentos flectores que un mismo tipo de
‘ , carga induce en las diversas barras,

Ll problema de estructura con movilidad simple
de nudos queda, pues, reducido al del estudio el
efecto que en la estructura supuesta inmovilizada
ejercen todas-las posibles solicitaciones a aplicar (y
determinacién final de la fuerza I, que ha estado im-
pidiendo, en cada caso, las traslaciones), y al estu-
dio del efecto que en la estructura ejerce una cierta
fuerza F, (aplicada en el mismo nudo y en la misma
direccién en que veniamos obteniendo las fuerzas I,
qué en cada caso.de carga nos inmovilizaban la es-
tructura). - EIE

OCTUBRE fg53:" '~ "7

una fuerza I' en un nudo., Suelto el extremo A,

(1) Todo ello se realiza de un modo mucho mas simple
del que la longitud de los anteriores parrafos hace temer.
Pero hemos creido que interesaba exponer el detalle del pro-
ceso intimo que se sigue y cl porqué de estas superposicio-
nes de estaclos, por ser este proceso el mismo que adoptan
y siguen los métodos de aproximaciones sucesivas y porque
ademads, en la exposicién de estos métodos, lo frecuente es
que esta superposicién de unas solicitaciones con.las de sus
iguales y contrarias quede oculta bajo la veccta de: distri-
bucién del momento descompensado, cambiado de signo, en
cada nido. . : h : '
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vamos deformando una por una las barras; en tanto
mantenemos, o consideramos, que tanto da, como in-
deformables todas las restantes, haciendo que entre
los extremos de cada barra se produzecan unas tras-
Jaciones normales, sin gira de los nudos, de valor Ay,
As y Ay (figs. 19, a, b y ¢). Para lograrlo, basta con

que en los extremos de cada harra apliquemos unos’

pares de valor: :

6EI
T | - 187)

y unas fuerzas de valor:

12E1
= L A

(aunque nada nos interesa saber cudles son los valo-
res de tales fuerzas, pues, por ejemplo, en vez de
aplicar estas dos fuerzas, normales a la barra flexible

y en sus dos extremos, podemos reemplazar su efec- .

to por el de una fuerza, de direccién prefijada, apli-
cada en un nudo escogido de antemano).

- Caben ahora dos caminos: uno es el de superpo-
ner a cada una de estas posiciones, a, by ¢ de la es-
tructura otras posiciones (o, ' y ¢/, que en esta figu-
ra no se han representado), en lds que, inmovilizada
en los estados @, b, ¢, antes alcanzados mediante la
aplicacién de unas ciertas fuerzas, se encuentra ade-

, . 6El .
mas sometida a unos pares — T A de valor igual
y contrario a los iniciales. La superposicién de
4o =a"; b+ b =0"ydec+ =c", nos con-
duce al estado buscado d”, en el que la estructura bajo
la sola accién de una fuerza F se ha deformado, (e

modo que las traslaciones son precisamente las As,.

As y Ag inicialmente fijadas. (Este valor de F se de-
duce, como siempre, a posteriori).

Este proceso es el més directo si empleamos las
propiedades especificas de los puntos fijos, pues,
como més adelante se detalla, es posible obtener di-
rectamente mediante ellos los diagramas de momen-
tos de los estados a”, D" y ¢" y basta su suma d"
para tener la solucién buscada. ‘

El otro camino, utilizando también elementos el

método de los puntos fijos, es el seguido por Max-

Ritter. La superposicién de a, b y ¢ (fig. 19) nos da
un estado en el que la estructura, sometida a todos

' 6E]
€sos pares

— A conocidos y a unas fuerzas de fi-
jacién (reducibles a una sola y que, como venimos
repitiendo; no necesitamos conocer), se ha deformado
realizando sus nudos las traslaciones A prefijadas,
pero en cuyos nudos no hay equilibrio de momentos.
Y a este estado @) + b) -+ ¢) se superpone el estado
que en la estructura produciria la aplicacién, a un
tiempo, de una cierta fuerza, capaz de mantener

esas anteriores traslaciones, 'y de toda una serie de -

pares iguales y contrarios a los anteriores, Como re-
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sultado- de la.superposicién, llegamos igualmente al
huscado: estructura someticda tnicamente a la accion

“de una fuerza aplicada en un nudo y deformada de

modo que las traslaciones son las Aj, A2 y Ag fijadas
de antemano (I). . -

* % k

La determinacién de cuiles son los momentos a
que quedan realmente sometidos los extremos de una
barra que, por su enlace con los restantes elementos
estructurales, se encuentra elasticamente empotrada,
cuando es exclusivamente esta barra la que sufre una
traslacién relativa de sus extremos, de valor A, es
abordable de muchos modos. Pero quizé el mas sen-
cillo sea recurriendo a los grupos. [22] y [23] de
W. Ritter, que dejaron resuelto el caso general de
viga directamente cargada. La carga sobre la harra
consiste, en este caso, en la aplicacion de dos pares
que tienen el bien conocido valor: '

M= —— A. (37
T A : ]
Esta carga produce sobre la viga, cuando a’ ésta

se la considera como simplemente apoyada, los giros
caracteristicos (ver figs. 11y 3.%):

L L
g = M e i =—M——, [38
’ 6EI’ ba ser’
es decir, unos giros:
w=d; L p=—

(como directamente hubiera podido escribirse).

Por tanto, las orderadas M¢ y M de la linea de
cierre seran (ver figura 22 his): ‘
6E1

L2
y los momentos de empotramiento eldstico, My y My,
buscados valdrin (ver [23]): L :

6E1

. "6 ET L B
M, = - E:,l o La — A i
r " 1—a—8
6E] 140)
My=— . B Al
, Lt l—a—B )

expresiones. cuyo calculo es ciertamente, bien sencillo.
Y. atin. se hace mas sencillo - mediante el abaco XIT,

(1)'Se nos dird que éste 'es "precisamente (aunque. no
acostumbren a mostrarlo con claridad); ‘el camino adoptado
por los métodos' de aproximaciones siicesivas. Exacto.” Pero
no- esta de més el precisar ' que fué Max  Ritter, desde el
afio 1911, el que nos lo. dejé. abierto, y tanto para’ estruc-

“turas coh un grado de.movilidad, einstockige: Rghinen, como

para “las"de miultiple’ grado’- de 'movilidad, ‘mekirstockige
Rahmen. s ‘ e
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Momentos de empotram

=

-i‘Abaco..XI.— Viga elasticamente f'empotmdd, uno de cuyos extremos experimenta una traslacién, perpendicular al eje:
..-de la barra, de.valor A: .(Resuelve, este dbaco:los casos de accién ‘de una’ fuerza sobre un nudo, variaciones de tem--
- peratura, asientos .de apoyos y,: én Jgeneral, todos aquellos que pueden reducirse a deformaciones sucesivas de¢ la. es-

S fpyctiira consisterites en uha traslacion relativa entre extremos de cada barra)
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que adjuntamos, que permite leer, sin necesidad de
calculo alguno, los valores de estos' coeficientes:
6o 6B
1l—a—8' l—a—28 !

para todos los posibles valores de las abscisas uni-
tarias @ y 8 de los puntos fijos; es decir, para todos
los posibles grados de empotramiento elastico de la
barra.

Los diagramas a”), b”) y ¢") de la anterior fi-
gura 19 no son mas que la aplicacién directa, barra
tras barra, de este grupo [40], o del abaco XI equi-
valente, al mismo pértico de los ejemplos anteriores.

En la parte superior de esta figura se han repre-
sentado las posiciones de los puntos fijos, obtenidos
en la inicial figura 6., y recordado asimismo cudles
son los valores del momento de inercia de cada barra.
Tas traslaciones relativas entre nudos de cada barra
han sido’ expresadas todas ellas en {funcién de la
traslacién Ay entre los nudos 4 y B. Todos los mo-
mentos flectores nos vienen asi expresados en fun-
ciéni de la inercia tipo I y de la traslacion Ag.

Por ejemplo, los momentos ML! y M Il del dia-
grama o”) valen (operando con el grupo [40]):

A
Mﬂ= R . — =
¢ JE (_to 1 "3 As

57 3
150 E1J El
= S Ay = 53571 —— Ay
o b = o
GE%I ' % 5
M= . A= —
P L ,_d0 1 "3 As
57 3
285 E1 El
— = = Ay = — 10,1786 —=
s 786 = A

\
(o bien podemos leer en el abaco XI, como coefi-
cientes de ML y MY!, los valores 2,14 y — 4,07,

respectivamente, y los momentos flectores se deducen
del modo siguiente: . ‘

EI
fl_ o4 —CD A — 3 5 EI, _
Mc——?,14 - A=204— — o A=

El
=5,35-FA3;‘

El 3 5 EI :
ML = — 407 —E2 A = — 40T = = S A= —
D T N R

El
— 10,17 — A,
‘ L2 As

valores, como vemos, suficientemente aproximados).

En la figura 19 se ha representado, ademds, una
sencilla construccién geométrica, con la que facil-
mente se comprueban esos valores, obtenidos median-
te el'grupo [40] o mediante el dbaco, pues conio se
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ve en dichas ecuaciones, la relacién entre los mo-
mentos My y M, es la misma que existe entre las
abscisas unitarias @ y 8 de los puntos fijos,

Conocido el momento M/, basta con hacer su
transmisién a los nudos siguientes para completar el
diagrama de momentos. (El valor de 24 4!, obtenido
como producto de M4! por el factor de transmision,
es asimismo comprobable grdficamente de modo in-
mediato). .y

De un modo analogo se determinan los diagra-
mas b” y ¢”, correspondientes a la traslacién rela-
tiva entre extremos de las bharras BC y A B, res-
pectivamente.

Fig. 20. — Representacién del proceso seguido por M. Ritter
y por los métodos de aproximaciones sucesivas. in a), tras-
lacién, sin giro, de los nudos. En o), giro, sin traslacion,
de los nudos. (Esta segunda operacién es la denominada:
distribucién del momento descompensado, cambiado de signo.)
La suma de ambos, a”), da cl estado real ocasionado por cl
descenso relativo entre los.apoyos C y D. (Las eccuaciones
[40] y el dbaco XI permiten llegar directamente a este estado.)

Todos estos diagramas los hemos representado
como si con las barras del portico hubiésemos for-
mado una viga continua (fig. 19), enla que, subiendo
o bajando unos u otros apoyos, vamos haciendo que
barra tras barra experimente entre sus nudos las tras-
laciones normales A;, A y Ag prefijadas. Y en la fi-
gura 20 hemos representado, con esta. misma forma
de viga continua, la deformacién inicial a) (traslacion
sin giro de nudos), la deformacién intermedia a') (es
decir, cuando mantenidas fijas las anteriores trasla-
ciones los nudos pueden ya girar) y‘la deformacién
suma de ambas ¢”) = a) + a'), que es a la que co-
rresponde el primero de los diagramas de momentos
directamente obtenidos de las ecuaciones [40].

Tanto los momentos como las deformaciones ob-
tenidas son los correctos, y con este modo de repre-
sentarlas no hemos tratado sino de recordar, una vez
més, el hecho de que durante el proceso de calculo
no nos-debemos de preocupar de:cudles son los"va-
lores, ni‘en qué nudo ni- con qué’ direccién estan apli-
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Fig, 21.— Entre las infinitas fuerzas que, aplicadas en el nudo B o en cl nudo C, pueden producir cn el portico las
Iy y H, de fuerza

traslaciones A1, As y As, se han determinado los valores correspondientes a dos dlreccmncs,
() biela o apoyo deslizante) aplicada en C,

135 L2 700 L’
-05? (50 w7 irt OisgmE F
I 2
52/ (% 4927 E1 Ay "3.4927 er
~ -,895. L
i !( sgos el A= 140 L? F
!
/B As r 3 4927 EI

Py
- , , . . 507¢
TFig. 22.— Deformaciones y diagramas estaticos
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cadas esas fuerzas de f{ijacion intermedias que han
permitido primeramente las traslaciones sin giro de
nudos y después el giro de los mismos,

Es solamente en el momento final cuando es ne-
cesario volver a representar la estructura en su for-
ma real (fig. 21), para obtener, mediante una de las
condiciones de la Iistatica el valor de esa fuerza que
ha deformado la estructura, haciendo que las trasla-
ciones de sus nudos sean las Ay, As y Ag dadas.

Los resultados consignados en esta figura 21'no
son todavia de directa aplicacién, pues los momentos
vienen expresados en funcién del recorrido atribui-
do a uno de los nudos y es menester tenerlos expre-
sados en funcién, por ejemplo, de la fuerza F. Esta
conversién, que es la falsa posicion antes aludida,
queda hecha en la figura 22 (al tener en cuenta la.
relacién que la figura 21 nos da entre el recorrido
Ay y la fuerza F7)).

283 o L
(5?492?“% El
_ 2053 sy L
%3‘ -4927‘%51
L

EI

N

En realidad, como se anota al pie de la figura 21,
estas deformaciones y este diagrama de momentos
flectores a ellas correspondiente, pueden ser produ-
cidos por tantas infinidades de fuerzas como nudos
tengan estas estructuras (estructuras que por ahora
son de un solo grado de movilidad; es decir, einsticki-
ge Rahmen). Entre los valores de todas estas fuer-
zas existen las sencillas relaciones que se indican gra-
ficamente en dicha figura y que permiten pasar el
valor de una determinada fuerza, a conocer cudl debe
ser el de otra de direccion dada que produzea iguales
deformaciones y que puede estar aplicada en el mis-
mo o en otro nudo cualquiera (I). ’

o

(1) Directamente se hubicsen. obtenido estas condiciones
entre fuerzas equivalentes, por aplicacion del principio de
los trabajos virtuales, ¥ mds breve hubiera sido toda ia
anterior exposicién y evitado el tener que insistir ‘en quic
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Mg, 23, — Pértico libremente deformable sometido
a la accién de un par, S, aplicado en ¢l nudo B.

Tis precisamente esta figura de las deformaciones
y diagrama de momentos provocados por la aplica-
cién de una fuerza F en un nudo la gue nos com-
pleta el conocimiento que de la estructura 1os daba
la figura 6. Cualquier caso de carga de la estruc-
tura es resuelto directamente, como ya vimos, por el-
“método de los puntos fijos” si a la estructura se la
inmoviliza mediante una fuerza (cuyo valor I se de-
duce a posteriori en cada caso de carga). Basta su-
mar a las deformaciones y momentos asi obtenidos

los correspondientes a la aplicacion de una fuerza

— 7 (fig. 22), para obtener los momentos y defor-

no hay interés en conocer- fas’ fuerzas de fijacion si de en-
trada “hubiéramos hecho’ notar.;qué ‘én. estas estructuras las
elipses. de clasticidad propias..de .cada nudo son, elipses de-
‘generadas a .un segmento, - C ‘

¥
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maciones que -en la. estructura ploduce 1e'11mente el
caso de carga considerado. 4~

Asi, por ejemp]o en las flgur'xs 7y 8“ que-
daron anotados los momentos. y deformaciones que
en el portico producia la. aplicacién de un par M en
el nudo B cuando al pértico se le impedia la trasla-

‘ci6n de sus nudos. Y también, sx como fuelm de fi-

I idéntico: proceso, 1os conduce (fig. 24) al cono

" cimiento _de 'los ‘mémeritos y deformaciones que su-

fre el portico cuando es solicitado por un par aplica-
do en el nudo C: en las figuras 7." y 10." quedo estu-
diado el efecto de este par, en tanto sus nudos que-
daban inmovilizados por la fuerza alli consignada.
Dando a F en la figura 22 el valor que ahora co-

135 oy L2
1927 ET .

108 L’
=927 EI

263
0 (% B

"432"73"5?

IFig, 24.— Portico libremente deformable, sometido

jacién tomabamos una aplicada en C y normala (' D,
vinios que su valor resultaba ser:
o 1 M
T T T
140- L A
1
y dirigida en sentido descendente. Si en las e\prcmo-

nes de la flgum 22 damos a I el valor.

v N [
igual y. LOHtchlO y supelponemos eSt'lS clcfonnauo-
nes y estos momentos flectores con los consignados
enrlas figuras 7.%:y 8.8, obtendremos los. 1esu1t’1dns
de[xmtlvos ‘anotados. en la . figura:23:
mente defounable SOmCtldO aun. par aphmdo en el

nudo B, w0 e : : RN
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-pbrtico libre-’

a la accion de un par, SM, aplicado en el nudo C.

rresponde, la superposicién de uno y otro estado nos
da el 1esult'1do real buscado.
kR K

Ha' quedado pucsta de manifiesto ‘la ut1]1dad que
en el estudio de estas estructuras trashcnona]es en
malh abierta son capaces de prestar los “puntos fi-
jos” si adecuadamente se utilizan sus proplechdes (1).

Idéntica utilidad prestan, como’ veremos, en el es-
tudio de los ‘efectos de temperatura Y, mov1m1ento de
apoyos :

(C‘ ontmuara )

.1.(1).Y con ello, desvxrtuadq esa gratmta afnmamén de
que ¢l métado de los puntos. fijos. conviene. solamente en el
caso de estructuras no ‘traslacionales, .que- se 1ee en diver-
sos ‘aufores; por e]emplo, R. Guldan Rahmentwgwml»e mzd .
DPiarchlanftriger. 4. .edicidn, 1949
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