LOS- METODOS DIRECTOS Y LOS METODOS DE APR.XIMA
CIONES SUCESIVAS DE CALCULO DE ESTRUCTURAS -

Por CARLOS LORENTE DE NO,

Ingemcro de Cammos

Presenta el autor una interesante 'serie de abacov medzantc los' cuales, utilizando las pri opze- .

dades. de los puntos fijos, se deterininan direclamente, sin necesidad de calewo u opemctan

alguna, los momentos de empotramiento, eldstico en los casos de sobrecargas var iables mds
frecuentes en la fn dctica.

(Continuacion.)

Estos abacos. IIT y IV dan, como vemos, la so-
lucion para una mfmuhd de sustentaciones -elasticas
de la viga, pero para un solo tipo de carga sobre I
viga.

Lo frecuente serd el tener que considerar txpos
en los: que la.carga es variable y, por tanto, nos son
necesarxos abacos. que cubran esta mfm1dad 'de po-

siciones de la carga sqbre la viga y, simultineamente,

la’ infinidad de sustentaciones elast1cas p081b1es para
la viga.

La figura 13 resume uno de'los caminos ‘que per-
miten logr'lrlo ‘La fuerza movil P produce en' Ta
v1g1 isostatica, para una cmta posmmn (hg. .r3-0),
unos giros:

ag = :él E(l —¢8) (2 —£) radianes
[30]
Bo = —g—’f—i E(L—E) (148  radianes

que son funcién de la abscisa 2 = ¢. 1. del punto de
aplicacidén de la fuerza.

En la figura 13-b, se han representado las lineas
de influencia de estos giros, a y Bo. v finalmente,
en la figura 13-c, y basta para ello un simple cam-
bio de escala, las.lineas de-influencia representadas
son las correspondientes a los valores:

6K.oy=.0 6K.8=R
es decir las lineas de influencia de los “términos de

carga”. (En el caso particular de estq figura 13, tie-
nen como expresion:

L=PL.EQ—E2—-E);
R=PL.E(1—BY(1 +8),

cuyas dimensiones son, como s1empre las de un mo-
mento flector.)

La figura 13-c permite, pues, partlendo de la
posicién de la fuerza P, obtener los valorés L'y R
aleer en'la vert1ca1 'de P y trazar seguidamente: las

““lineas en cruz”. Conocidas las lineas en cruz, basta
trazar las: vertncales por-los puntos fijos, que a'las
sustentaciones elasticas .de la viga corresponden, para
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Fig, 13.— Aclaracién del método empleado en la construc-

cién de los dbacos siguientes.

’tener dlrectamente los valores M* y M?* que nos
definen la“linea de c1erre y los momentos de empo-

. tramiento buscados

La figura I13-c constituye, pues, un abaco que,
en rigor, satisface las necesidade$' inicialmente mar-
cadas;  pues ‘nos ‘proporciona -los valores buscados
‘para:la infinidad de’posiciones que puede ‘tomar la

- fuerza exterior Py para las infinidades de grados
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‘sometida a la aceion de una fuerza imévil, P. Se marcarin primeramente las -

a_laposicién £

Abaco V.— Viga elastica
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Abaco VI.— Viga' elasticamente cmp‘otréda, sometida a la accién de una sobrecdrga, unif

" el extremo izquierdo hasta una distancia” ¥
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. Abaco VII, — Viga’ elésticamente empotrada, sometida a Ia accién de una carga tnangular cubriendo parcxalmente la viga,
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(La carga: alcanza su maximo valor.sobre un. extremo de la vxga)
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de empotramiento eldstico en que pueden encontrar-
se uno y otro de los extremos de la barra.
Tiene, en cambio, algunos inconverientes de or-

den practico, entre los cuales quizd sea el pnncxpal~

el que los momentos flectores que buscamos son
siempre menores que 0,20. P.L vy, por tanto, que
sélo la mitad superior de esta figura 13-c es real-
mente la utilizada.

Ofrece por ello ventaja el que ‘como hacemos: en

el Abaco V y siguientes, definamos Tas lineas en cruz

. por la curva lugar geométrico de su punto de inter-
'seccién I, Acotando en esta curva los puntos corres-

pondientes a determinadas posiciones de la fuerza
exterior, podemos conocer, por interpolacién, cudles
serdn las lineas en cruz que correspondan a. otras
posiciones de la fuerza. Es mas, podemos. disponer,

como se hace en el dbaco V (figura a), una. curva

auxiliar que automatlcamente nos da hecha esta-in-
terpolacién y nos sittia exactamente las lineas cru-
ciales correspondientes a la posicién de la fuerza ex-
terior actuante.

(En el abaco V y para mayor claridad del dibujo,
sé ha representado el lugar geométrico de las inter-

“secciones de las lineas cruciales correspondientes so-

lamente a posiciones de la fuerza P romprendldas

_entre el extremo izquierdo y €l centro de la viga, es

decir, para valores de la abscisa unitaria 0 < ¢ <'1/2.
Las coordénadas del punto de interseccién, I, en
este caso particular del abaco V, son las swuxentes

5(2—8)(1—-E'-') PL
‘ 3
_‘_ir_‘s'_ L

3 _
que, tabuladas para intervalos £ = 0, 0,025, 0,050 ...
0,500, han permitido trazar dicho 4baco, en el que
facilmente se pueden leer, en milésimas partes de
P. L, los momentos de empotramiento elastico. Y de
un modo analogo se ha ido procediendo para’el tra-
zado de los restantes abacos)

Se han marcado-en este &baco, como en todos
los siguientes, las lineas.que. corresponderlan al caso
a=1/3; B=1/3} es dec1r, las'‘

y = (m. Kg.);

X =

-

‘verticales al ter-

cio’ correspondxentes al caso de empotramiento per-

fecto de la barra en alguno, o en ambos. de sus ex-
tremos (1). Ello fac111ta un répido tanteo, como en

)

(1) La ‘maxima utlhdad de estos 4bacos se obtiene cuando
por el estudio previo de la estructura (abaco I o expre-
siones [11], [12] ¥ [14]), se tienen ya determinadas las

posiciones:.de:los ;puntos-fijos. " Pero. también son de -uti-,
hdad :para,:los; que' operan con alguno de“los: metodos -de,
" -aproximaciones -sucesivas, pues de" ellos pueden tomar - di-

rectamente ‘los’ valores de los momentos de empotramlento
perfecto, M y M correspond:entes ala pos:elon de la

»carga, sm necesndad de calculo alguno,

los anteriores dbacos III'y IV, de los casos extremos
de sustentacién. Por ejemplo, para fuerza aislada
actuando . en el centro de la pieza, £ == 0,50, los mo-
mentos M,y M pueden variar desde M, =Ms=0
cuando. e=8=0,. a2 M,=Mz=o0,125 PL=,

= %—P L, para el caso de émpbt'famieﬁfd"pé'r'f'e‘éfﬁ.

“en ambos extremos, v aMy,=0y Mg=9 1875"'

PL= —1_6— PL,si exxste apoyo- s1mple en. A-y-em-

potramiento perfecto en ‘B.

Mediante un proceso de calculo, idéntico al acaba-
do de describir, se ha preparado el abaco VI, corres-
pondiente a un tipo de carga muy frecuente (1): so-
brecarga uniforme, de’ valor » Kg./m 1, que se ex-
tiende desde uno de los apoyos, en una longitud
x=2¢.L de la pieza. Comprende el dbaco todos los
valores posibles, desde & = hasta ¢ = 1. Ligs mo-
mentos -de empotramiento -elastico, de facilisim'a_,lec—
tura, vienen dados en milésimas de p:L2 i

}Ln esta serie de abacos, en los que la carga ex-

. terior es variable, no resulta ya sencilla la: represen-

tacién simultinea del diagrama de momentos flecto-
res isostdticos'y de las reacciones de apoyo, como lo

era en los abacos III y IV correspondientes a un

solo tipo de carga, siendo menester. determmar la

‘ley de momentos isostaticos y las reacc1ones isosta-

ticas correspondientes a la posicién _de la carga.
Determinacién que en el caso del dbaco V, fuer-
za aislada, es elemental, y siempre f4cil en todos los
restantes, para los cuales, ademads, se encueritran da-
das sus expresiones algébricas en los manuales. Aun

“este trabajo puede evitarse y obtener ‘un rapido di-

bujo del diagrama de los momentos flectores a que
se encuentra sometida la pieza, mediante abacos como
el adjunto ébaco auxiliar del nim. VI, en el que
directamente se leen los valores de las reacciones
isostaticas y los elementos ‘precisos para que, referi-
dos a la linea de cierre; tengarh’os el diagrama defi-
nitivo de momentos, necesario para el dxbu;o de las
curvas envolventes,

Otro caso de carga, que los '1bacoa VII y VIII
nos dejan resuelto, es el de carga triangular cubrien-
do parcialmente la viga. El éabaco VII resuelve el
caso en que esta carga triangular, partiendo de un

(1) Unos 4bacos de constxtucxén analoga a estos Abacos
V y VI, se‘encuentran en la monografia La methode des fo-
yers a/)/)hquee au Calcul des Systhémes hypérestatigues, de
los ingenieros (A. I. Br.) Sres, Roisin, Sariban y Zaczek,

- editadaén+1951 por el Centre Belge-Luxembourgeoxs d Inior-
;matlon de YAcier., . iiiieen : v

‘Estos &bacos no’ parece hayan s:do calculados, sino ‘cons-
truidos partiendo simplemente de las tabulaciones de Klein-

- logel,'y a esto se debe'la forma errénea que dichos ingenieros
" dan a‘'la‘curva que:defin‘g' las lineas en cruz,
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valor .cero en un punto del vano, alcanza su valor
miaximo, p Kg./m. 1. sobre uno de los apoyos. En el
dbaco VIII, por el contrario, la carga triangular,
cuyo valor maximo tiene lugar en el punto » =§. L,
_termina con un valor nulo sobre el apoyo.

Como es logico, ambos 4bacos dan valores igua-
les cuando la carga cubre toda la viga, e idénticos a

los dados por el dbaco IV, que correspondia a este

caso particular.

“Un caso de carga, frecuente también en los caleu-
los, es el correapondlente al 4baco IX: carga trape-
cial ‘simétrica. Cubre este dbaco todas las posibili-
dades de este tipo de carga desde la carga ‘uniforme
extendida a toda la viga, £ =0, hasta la carga trian-
cmlar 51metnca £=o0,5.

Y ﬁnalmente en el dbaco X recogemos el caso,
que se presenta, muy rexteradamente en estructuras
industriales, de accién de un par M, aplicado en el
punto- de abscisa variable x =£.L.(0<§<1).

Este caso, ciertamente sencillo, requiere, sin em-
bargo, una mayor atencién por parte del proyectista,

Flg 14 —nga sxmplemente apoyada, sometxda a la accién

de-un par. En a), b) Y ¢)se. representan los distintos txpos

de. dex’ormaclén que toma la viga segin la. abscisa del punto

de apllcacxén del par. La f:gura d) da el dlagrama de los

momentos flcctores correspondnentes a las dxversas posncxones
el oo, del par,.

pues, como gréﬁcamente se aprecia en las figuras 14
y 15, la posicién del punto .de aplicacion hace cam-
biar totalmente. el sentido y forma de las deforrna-
ciones.

Representa la figura 14 el caso de la viga sxmple-
mente apoyada. Si el par estd aplicado en un punto
de abscisa unitaria Q < £ < 0,423, toda la viga se de-
forma hacia un mismo lado;.si la abscisa donde apli-
camos el par esta comprendxda entre O 577 <E<1,
la viga se deforma toda ella hacia el lado contrario.
Basta que el punto de aplicacién del par recorra el
pequefio intervalo 0,423 < § < 0,577 para que pase-

A%;&-Ljo/m" | ) %B

para &- *

para %4 §< 2/3,
\\

para0<£<l5 ey
vy

d@inF/Uél';obob MGC ‘ l ’ &L
& T
de AL v
LD &7 " ‘\\,eﬁ“p ‘ l
{ ¢ A
[

Py

CNJMD (€p=0.4) “\]/MB

Pew

Mg

(& =0 2)

Fig, 15. —\' iga perfectamente empotrada, sometida a la accidn
de un par. En a) se representan los distintos: tipos de elastica
segun la posicién del punto de aplicacién del par. En b), las
lineas de mfluencm de los momentos flectores en los empo-

. “txamxentos y en la secc:én de aphcaclén del par, que. per-

mlten dxbu;ar los d\agramas c) del momento’ flector
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‘mos de uno a otro tipo de deformacién y cambien
con ello de signo los angulos @y y Bo. Los términos
de carga, y con ellos las lineas en cruz, experimenta-
ran estos mismos cambios rapidos al moverse el par
en la zona central de la viga. Por ello, en el dbaco X,
aparte de representar, como en los anteriores abacos,

la'curva de las intersecciones de las lineas en cruz,

se disponen, como elemento auxiliar para la mas fa-
cil situacién de estas lineas en cruz, unas escalas cir-
culares, -

En la figura 15-¢ se recogen las deformaciones
que el par SM produciria en la viga perfectamente
empotrada en sus extremos. Como en el caso ante-
rior, las elasticas pueden encontrarse totalmente a
uno u otro lado, segiin la abscisa de aplicacion del
par se encuentre en el tercio izquierdo de la viga,
0<¢<1/3, oen el tercio derecho, 1/3 <&<T,

:Asi como en la viga isostatica el diagrama de mo-
mentos flectores (fig. 14-d) presenta siempre el mis-
mo aspecto, en la viga perfectamente empotrada es
muy varible la forma que toma este diagrama de mo-
mentos al variar la posicién del punto D en que apli-
caimos ‘el par SM Los tres casos tipicos representa-
dos en la figura 15-c y, atin mas claramente, las li-
neas de influeacia representadas en 15-b evitaran
toda duda sobre los signos de los momentos de em-
potramiento perfecto en cada casa.

El 4baco X, al igual que'los &bacos anteriores,
nos da la linea de cierre y los momentos de empo-
tramiento . elastico M, y M, para cualquier posi-
cién de la carga y para cualquier grado de empotra-
miento elistico que tengan los extremos de la viga,
y mediante el mismo proceso: 1°, determinacién
de las lineas en cruz correspondientes a la posicién &
del par; 2.°, obtencién de la linea de cierre al trazar
las verticales por los puntos fijos (de abscisas uni-
tarias @ y 8), y 3.% lectura, en las escalas marginales,
de los momentos M, y M, , en este caso en milési-
mas del ‘valor del par éM aplicado.

Si alguna duda pudiese existir, las figuras 14 y
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Fig. 16. —-——La sericilla estructura de la’ f:gura 65 esth soli-
cltada por dwersas causas, algunas vanables, que pueden o
B no ‘coexistir,” "
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15 podran solventarla, ya que . en la viga elastica-
mente ‘sustentada las deformaciones seran anilogas
y menores que las sefialadas por la figura 14, y los
momentos. M, y M, serin, asimismo, anilogos y
menores que los correspondientes a los de.empotra-
miento perfecto de la figura 15,
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Acabada la exposicion de estos abacos III a X
en que se han recogldo y resuelto algunos de los tipos
de carga a los que mas frecuentemente se encontra-
ran sometidas las piezas de la estructura, es oportuno
someter a la consideracion’ del lector si es o no des-
mesurada aquella definicion del método de Cross que
inicialmente citamos, y que lo describe como el “mé-
todo que resuelve del modo mas sencillo' y exacto
cualquler tipo de estruc.tura reticular por comphcado
que sea”

Bastara que considere nuevamente el senc1llo por-
tico de la figura 6. En tanto el namero de casos de
solicitacion .a estudiar sea muy pequefio, digamos dos
y a lo sumo tres, pequefia también serd la diferencia
de tiempo que cualquier procedimiento requiera (I).
Todos seran exactos y todos igualmente sencillos, In-
cluso serd preferible abordar estos dos o tres casos
por el método de Cross, por aquello de que basta

~ para- acometerlo un pedazo de papel y un lapiz.

Pero si esa estructura estd sometida, como indica
la figura 16, a la accién de su peso propio y a la de
cargas variables en su posicidn, asi como a.la de car-
gas que pueden o no presentarse simultineamente

(1) Si algin procedimiento puede descartarse a priori por
excesivamente laborioso es el de Castigliano, por ser el mas
indirecto de todos cuantos métodos se han ideado. Su largo
rodeo de evaluar el trabajo elastico, por integracién del rea-
lizada por las tensiones moleculares (aun en esté caso, en que
las suponemos funcién exclusiva de los momentos flectores),
para su posterior derivacién respecto a la fuerza incognita,
es superfluo per se.

Este recorrido de la fuerza incégnita - es -deducible direc-
tamente de las deformaciones .correspondientes a esas ten-
siones moleculares (y en este caso basta una- directa integra-
ci6n de funciones lineales de los momentos flectores), o en
otras palabras, ese recorrido viene dado directamente por las
expresiones de Bresse,

Pero a su vez, también este procednmento de las ecua-
ciones de deformacién.basadas en las tensiones moleculares,
supone dar un rodeo a la cuestidn, rodeo que pasé a ser in-
necesario’ desde el punto y hora en que K. Culmann dejé tan
sencillamente ligadas las fuerzas y los: movimientos que pro-
ducen en el extremo términal dé una pxeza elast:ca.
_"“Nojes que téatemos’ ‘de aconséjar este tiltimo método. Los
tres (Culmarm, Bresse y Castxghano), nos conducen, para cada
caso, a un sxstema de tantas ecuaciones como ‘fuerzas’ mcég—
nitas, o' reacciones &uperestﬁtxcas,‘tenga la estructura. Y'como
ya hemos comentado, el desiderdtum es. ahora supmmrlas.
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¢on'las anteriores, esa senc1llez resolutiva’’ del Cross

desaparece. Hemos de’ recurrir ‘primeramente a los

manuales para-obtener las expresiones ¥ ‘caleular los

valores de los momentos deé empotramiento perfecto‘

.en los extremos de las barras de los que en cada hi-
potesis debemos partir, y aprestarnos a un trabajo
prolijo y monétono: momentos desequilibrados, re-
particién y transmisién del momento de compensa-
cién, repitiendo esto en varios ciclos y repitiendo to-
dos estos ciclos para cada ' posicién o combinacion de
las cargas exteriores, todo ello para obtener como re-
sultado. solamente el conocimiento de los diagramas
de los momentos flectores.

En cambio el método de los puntos fijos, tal como
lo venimos' actualizando, nos da con mucho menor
trabajo un ‘conocimiento mas completo. Con casi el
mismo trabajo con que en Cross se determinan unas
rigideces relativas y unos factores de reparticion asi-
mismo inexactos, se determina mediante el abaco I
o las expresiones de recurrencia (1], [12] 'y [1 5]
las rigideces de los nudos, los factores de trangmision
y la posicién de los puntos fijos; es decir, los elemen-

fectamente caracterizada'la ‘estructura. ;

tos ya anotados. en la figura 6.2 Queda con esto per-

Cada caso de carga sobre una de las’ plezas de‘la

‘estructura no es ahora’ sino una Iectura directa de
" esos abacos TII al X. Los momentos en cada extremo

de la barra cargada asi obtenidos son los definitivos
y se transmiten a los siguientes nudos, bien algébri-
camente, multiplicindolos por el factor de transmi-
sién, bien grificamente, utilizando los puntos fijos.
Y al conocer las rigideces de los nudos, conocemos
‘también el valor del giro por cada uno experimen-
tado (1). '
(Continuani.)

(1) Ciertamente que en este caso partlcular de la estruc-
tura de la figura 16, habri echado mano el crossista del re-
curso de estudiar solamente la reparticién de un par 100 en
el nudo B, y de otro par 100 en el nudo C, para obtener los
restantes casos por superposicién de estas dos distribuciones
tipo afectadas por los factores que en cada caso correspon-
dan. . i

Ha buscado con ello el obtener un conocimiento de la
estructura independiente de las cargas a aplicar y, sin sa-
berlo, ha ido a pedir auxilio al método directo que desdenaba
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