LOS METODOS DIRECTOS Y LOS METODOS DE APROXIMA-
CIONES SUCESIVAS DE CALCULO DE ESTRUCTURAS

Por CARLOS LORENTE DE NO,

Ingeniero de Caminos,

Hace ¢l awlor aplicacién, en este segundo articulo, de las expresiones de rigidez de nudo y
factor de transmisién, conceptos los mds habituales hoy dia, formuladas con clara sencillez
en su anterior. ¥ nos muestra la gran utilidad de los puntos fijos, mds que como elemento
de los cdlenlos, como instrumento auxiliar para el esiudio directo de las barras cargadas.

(Continuacion.)

Dada una estructura en malla abierta, cuyos nu-
dos solamente pueden experimentar giros, las ante-
riores expresiones, o los 4bacos I y II correspondien-
tes, nos permiten, partiendo primeramente de un ex-

ciones en una extensa variedad de casos de carga.

Abacos que nos ahorran, pues, todo el trabajo
complementario, que generalmente no se menciona
al exponer los diversos métodos, pero que es nece-
sario para alcanzar ese conocimiento del “estado de
tensidén en cualquier punto”, de que nos habla la

tremo de la estructura y recorriéndola después en Instruecion.
sentido contrario, permiten, decimos, ir determinando * ok
A B Cc D E F
e e s g %
e B AR & = L F :
kgo X_.__{"B_A.”EX/'QB=§%2
o= 0 1
t. . =—=025
"% 24 EI EL
% o g RS == 3.4286 -
I—/.\J-L=0.2L
o} 5 b =2202667
< 2 28 B o k=43 Elasu615
il ° | 2021050 15
19 teonas—5=0.2678 k -éég E—I‘.HS 4639 EI
4 Lv] X 2 N O E 97 L * T
4 a a o 15 D
1 A E2L=0.2113L
R oo tBa=7=0.5 I 7 _
£ g e £
-LzL=0.3333L
3 - .
tes 3’”857‘? .1 EI_3gEl
3 Re——X T LT T
L RDEL=0.2222 5
9 toc=36°0-2692, 52 g1 EL
b) ‘4 % XDC S A g/kD-TE'; T=3.4666 T
7 fz-,'lz;,t.-o.‘nmb 26_, 2600
- ==, EX
4 fvd 2 fva &0 97 v/-kE"g% EL;= 3.4643':
4 [AY [AY [AY 26 Ay
A2 L=02114L1

k zvgg_;. t=2-V3=0.2679

123

NN . k=2V3 %us.aea EL
c) B o
[— I
2VE| 3V3) 2021130
6 6
TFig. 5 — Aplicacion a la viga continua de tramos iguales,

directamente los valores definitivos de las rigideces
y factores de transmisién, nudo por nudo y barra
tras barra. ‘ ‘

Y al hacer este recorrido de la estructura, ir, ade-
mas, anotando la posicién de los “puntos fijos”. El
conocimiento de los puntos fijos servitd, como mds
adelante veremos, para que podamos lecer en abacos
no solamente los  momentos de empotramiento, sino
también los momentos maximos positivos y las reac-
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Un ejemplo cldsico es el del estudio de las con-
diciones de empotramiento elastico en que se encuen-
tra un vano intermedio perteneciente a una viga con-
tinua indefinida constituida por tramos iguales, Si
suponemos primeramente que el extremo A4 de esta
viga estd simplemente apoyado (k, = 0), en la fig. 5-¢
quedan anotados los valores de rigidez, factor de

. transmision y situacién del punto fijo en cada barra
al ir recorriendo la estructura de izquierda a dere-
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. cha, es decir, cuando vamos haciendo la aplicacién
reiterada de las [11 bis], [12 bis] y [13 his]. En
dicha figura se han indicado los valores exactos, tal
como estas férmulas nos los dan, asi como estos valo-
res expresados en decimales, tal como los podemos
obtener por simple lectura en el abaco I.

Si el extremo A estd perfectamente empotrado
(ky =o00), los valores son los indicados en la fi-
gura 5-b. Examinando estas figuras se aprecia cudn
rapidamente tienden unos y otros valores, unos por
defecto y otros por exceso, hacia los valores limites:

k . pa—
?_21/3
t=2-V3 (8]
o= 3=V3
6

anotados en la figura 5-c. Valores cuya inmediata
deduccidon puede hacerse de la {11 bis], pues basta
expresar en ella que la rigidez resultante en el ex-
tremo derecho es igual a la rigidez del extremo iz-
quierdo, o viceversa; es decir, que:

34t

k K

Ko
4 —_—
+K

y llevar este valor, l.z/K:ng a las [12 bis] y
[14 bis].

Mas inmediato afin resulta como aplicacién del
dbaco I, pues basta buscar qué valor de la columna
primera queda enfrentado con su idéntico en la se-
gunda. En la misma horizontal leeremos, ademas, los
de t y « dados por [18].

ok K

Procedamos, como ejemplo de aplicacion, al es-

tudio del portico simple oblicuo sobre el que desarro-

lla Lépez Rodriguez su citado trabajo. Dicho porti-
co tiene sus tres piezas de idéntica longitud, L, y las
inercias de sus barras y las condiciones de sustenta-
cién son las indicadas en la figura 6-c. En la fi-
gura 6-q¢, s¢ han ido anotando las sucesivas rigi-
deces y los factores de transmisidon y puntos fijos
cuando partimos del nudo D, perfectamente empo-
trado. Todos estos .valores se van deduciendo por
aplicacion reiterada de las [x1], [12] v [14]. 0 por
lectura .reiterada en el dbaco I, en el que se entrara
por su parte superior, ya que la rigidez inicialmente
conocida es la del extremo derecho.

Por ejemplo, la aplicacién reiterada de la [11] o,
lo que es 'lo mismo, la lectura en las columnas pri-
mera y segunda del dbaco, nos va dando a conocer
las rigideces ko, kyy ka @ S
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Barra CD:

3 EI
"_T LO; kb/Kcn=°°

y para esta relacion, la expresion [11], o el abaco,
nos dan, para el extremo izquierdo, la relacién:

kc/Kcn=4
de donde:
6 E/
kc-—4KCD— T 0.
Barra B C:
E |
KBC=~—~Z~—; ke|Ky =0

y la [11] y el dbaco I dan para esta rigidez relativa
del extremo derecho, la siguiente relacién en el ex-
tremo izquierdo:

de donde:;

Tig. 6.— Aplicacién al pértico oblicuo de Lépez Rodriguez:
a), .partiendo del extremo derecho D (D-C-B-4); b), par-
tiendo del extremo izquierdo A (4-B-C-D).
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como rigidez relativa en el extremo izquierdo:

koK, =28 3574
AU LEY

AB

y por tanto:

168 2 El, 112 E I,
A a7 3 L a7 L

Simultdneamente, hemos podido ir Jeyendo en el
dbaco los valores de los factores de transmision ¢,
facY taw y las posiciones de los puntos fijos, o
bien ir realizando el cilculo de estos valores por las
[12] y [14] (x).

Exactamente igual se ha procedido en la figu-
ra 6-b, partiendo en este caso de la rigidez cono-
cida, &, =0, de su extremo izquierdo, por aplicacion
de las [11 bis], [12 bis] y [14 bis] (o por lectura
en el dbaco I, entrando ahora por su parte inferior).

Tas figuras G-z y 6-b, asi obtenidas, nos daran
un conocimientd directo o inmediato del efecto
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Fig. 7.— Pértico con nudos inmovilizados: a), ley de mo-

mentos producidos -por un par -aplicado en el nudo B;

b), ley de momentos producidos por un par aplicado en el
nudo C

(1) Todas estas determinaciones no llevan. mas tiempo ni
mas trabajo que el también necesario en el “Cross” para su
preparacién inicial de la estructura. Los resultados, en cam-
bio, son exactos y definitivos. '
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sobre este portico de una solicitacién cualquiera, si
estd coartada la traslacion de los nudos. (Cuando los
nudos no solamente pueden girar, sino que también
pueden experimentar traslaciones, los datos de la figu-
ra 6 facilitan extraordinariamente el estudio, como
mas adelante veremos) (1).

Todos los datos de la figura 6 son funcién ex-
clusiva de las caracteristicas geométricas y elasticas
de la estructura y por completo independientes de las
cargas a que hayamos de someterla posteriormente.

* ok %

In el Método de Cross en serio v de broma so-
mete a su portico el Sr LLopez Rodriguez a la accién
de un par M (m. Kg.) aplicado al nudo B.

Partiendo de los datos hallados, es inmediato el
dibujo del diagrama de momentos flectores produci-
dos por este par en el caso de pértico con nudos in-
moviles (que, repetimos, es por ahora el estudiado),
como se refleja en la figura 7-¢: la rigidez del
nudo B, como extremo de las barras B C-C D, se
obtuvo en la 6-¢; y en la 6-D, la rigidez de dicho
nudo como extremo de la barra 4 B.

Su rigidez total, suma de ambas rigideces, vale:

28 EJ
Ku = ku (nc) "|" ku (Ba) = —’é_ :

(m. Kg))

lo que ya nos permite escribir que bajo la accidn del
par M sulfrird este nudo un giro de valor:

0, = H ==-—5—9Vl L radianes,
K, 28  EI,

B

y los momentos tomados por la extremidad B, de la

harra B C, y por la extremidad B, de la barra B A4,
seran:

k
= = (r0) _ 18 g
Ms(sc)_ en' ka(uc)_gn BKiC _v28 ’
k
(B A) 10
MB(BA)::OB 'kB(BA)=m !}{BA = 08

8

La aplicacién en el extremo B de la cadena B C-
C D del momento M , ¢, o) hace aparecer en los nudos
C y D los momentos flectores:

con lo que queda completado el diagrama de mo-
mentos flectores en el pértico.,

(1) Seiialemos, por ¢l momento, que el método del apoyo
ficticio, que es el seguido por Cross, cuando los nudos pueden
trasladarse, es debido a otra de las grandes figuras de.la Es-
tatica Grafica, Max Ritter (1884-1046), también -Profesor
de Ziirich, y data de enero de 1911, Schw. Baugeitung. '
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Los giros de los nudos C y D se obtienen tam-
bién directamente, ya que son conocidas sus rigideces :

5
M
b, = = 28 = —l- ~£’-— radianes;
ke () 6 El, 28 El,
L
0 = ﬂ”_ = _N’_D =
° k oo

El conocimiento de estos giros de los nudos per-
mite dibujar, completamente sobre seguro, el deno-
minado “esquema funcional”, correspondiente a este

caso de carga. En la figura 8 queda perfectamente
representado, ya que se ha dibujado la eldstica (para
un valor del par:

4921 Elo)(l).
1000 L

(1) El cilculo de las elasticas de estas barras de inercia
constante sometidas a una ley lineal de momentos flectores
resulta c¢émodo si las deformaciones se miden respecto a la
tangente a la elistica en uno de sus extremos, en vez de
referirlas al eje de la barra. Sea, por ejemplo, la barra 4 B
de 1a figura g; sometida a la ley de momentos M, M, (fi-
gura o-a) (M, y M, son positivos segiin el convenio usual,
por producir tracciones en la cara inferior de la pieza). Esta
ley de momentos flectores .producird deformaciones muy dis-
tintas de la barra 4 B, segiin sea la sustentacién que demos
a la barra; en 9-b representamos la que corresponde a viga
fija en 4 y en B; en 9-c, a ménsula empotrada en B, y en
o-d, a pieza elasticamente empotrada en B,
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Fig. 8. — Deformaciones debidas a la accién en B de un par S (y estudio de las reacciones
para dos casos distintos de fijacién de los nudos).

La inmovilizacién de los nudos de este pértico
simple se logrard impidiendo la traslacion del dintel;
por ejemplo, por un-apoyo aplicado al nudo B, o bien
aplicado al nudo C. A estos apoyos podemos darles,
ademas, una infinidad de direcciones. Para cualquie-
ra de ellas, el diagrama de momentos flectores y la
elastica de deformacién son las ya representadas en
las figuras 7 y 8, aunque, en cambio, serin dife-
rentes para cada caso las fuerzas normales a las que
se encontraran sometidas las piezas de la estructura
y, por tanto, las reacciones. I.a hipétesis hecha ini-
cialmente de ser nulos los efectos de las fuerzas nor-

Ay b) AN
A B
. 8

> =

)

Fig. o.— Elasticas producidas
por una misma ley de mo-
mentos.

Las deformaciones respecto al eje 4 B de la pieza son
distintas; pero las deformaciones respecto a la tangente en B
a la elistica, son siempre las mismas y vienen dadas por:

Tem e Y () [ | = s =) [ VT { e

pudiéndose tomar los valores de |M*| y [V: ] para veinte

»
intervalos de la longitud de la barra, de la tabla de la pagina
192 de La pieza elistica, de C. Lorente de N§, 1052.

El momento M ,, o el M, pueden ser negativos; bastard
introducirlos en esta expresion [18] con el signo que a cada
uno le corresponda, de acuerdo con el convenio acabado de
citar; La expresién [18] es, pues, general, v sea cualquiera
Ia sustentacion de la pieza y la forma de la ley lineal de
momentos flectores a que esté sometida, nos dard la elastica
referida a su tangente en B, '

Si deseamos - referirla a la tangente en A4, la férmula a
aplicar sera;

1 Lt

i R +Mf, ) [M;”‘]‘+ (MA"— My) [V.”Z:H

(18 bis)
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males y tangenciales, nos da este paraddjico compor-
tamiento de la estructura, que se deforma como cuer-
po elastico frente a la solicitacion por momento flec-
tor, y se comporta como el solido rigido de la meca-
nica racional frente a las solicitaciones por esfuerzo
"axial y tangencial,

En la figura 8, la inmovilizacién del dintel queda

totalmente lograda gracias a la adicién de un apoyo

simple en el nudo C, toda vez que la longitud de la -

barra C D, como la de las restantes, es, por la citada
hipbtesis, invariable.

Del diagrama de momentos flectores se deducen
directamente las reacciones en el extremo 4 del pér-
tico, y en la figura 80, aparece aislado el trozo
A B (Cy de la estructura. Las reacciones en el punto
Cy, punto de momento nulo, han de ser, por las con-
diciones de la estatica, iguales y contrarias a las que
actiian en 4, formando un par que equilibra al par
M solicitante.

En las figuras 80 y 8-¢, se representa el
equilibrio de! trozo C; D'D, y mediante ellas se de-
termina cudl debe ser la fuerza a aplicar en C para
mantener el equilibrio. En la figura 80, se da a la
fuerza, F, una direccién normal a la barra C I) (como
hace Lépez Rodriguez), en tanto que en la figura &-c,
se la orienta segin la horizontal (como hace Miranda
Lafuente) En uno y en otro caso, la barra CD y el
apoyo D quedan sometidos a distintos sistemas de
fuerzas. Mayor ain seria la diferencia si en vez de
estudiar dos apoyos distintos pero aplicados en el
mismo nudo C, comparisemos los estadeos de fuerzas
cuando uno de los apoyos inmoviliza al nudo B y el
otro al nudo C, pero siempre la deformacién de la

y

AN
B BJ’<B—§§ME

estructura (y la energia elastica almacenada) seguird
siendo la misma antes deducida: la debida a los mo-
mentos flectores, obtenida sin necesidad de conocer
cuales puedan ser las fuerzas normales que en la es-
tructura se desarrollan, toda vez que, por hipotesis,
estas fuerzas normales no producen deformacion ni
trabajo elastico alguno.

El lector hara facilmente la comprobacién del dia-
grama de momentos debidos a la aplicacién de un
par M en el nudo C (fig. 7-b), asi como la obten-
cién de los giros y dc las reacciones anotados en la
figura 10.

Los datos reunidos en la figura 6 (rigideces y fac-
tores de transmisién), han permitido la obtencion
directa de los momentos flectores y de los giros. La
situacion de los puntos fijos, indicada también en la
figura 6, ha facilitado la determinacién de las reac-
ciones.

1II

El conocimiento de los puntos fijos ofrece su
méxima utilidad en el estudio de la acciéon de fuer-
zas exteriores aplicadas sobre las barras. Como ya
se hizo notar, tanto da conocer la distancia ¢ =a*L
del foco izquierdo como conocer la rigidez relativa
k. /K,y del empotramiento eldstico de esta extre-
midad izquierda 4. Y exactamente igual sucede entre
la distancia b= gL del foco derecho a su extre-
midad B y la rigidez relativa k5 /K, p de esta ex-
tremidad derecha. En otras palabras: el conocimiento
de los puntos fijos permite el estudio de la barra
sometida a la carga exterior como si estuviese aisla-
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Fig. 10, — Deformaciones debidas a la accién en C de un par M (y reacciones cuando para
la inmovilizacién de nudos aplicamos una fuerza F en C, normal a la barra CD).
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da de la estructura, ya que ellos nos caracterizan
completamente el grado de empotramiento que tiene

la barra como parte integrante de esa estructura, Ello-

es lo que permite reducir el estudio de la carga a un
sencillo sistema de dos ecuaciones lineales (ver, por
cjemplo, A. Pefia, Mecdnica Eldstica, 1947, 3. edi-
cién), o mejor atin, dada la moda actual de huir de
las ecuaciones como de algo nefando, tener ya hecho
ese estudio en unos 4bacos de comodo empleo.

Para la deduccién de esas ecuaciones, o para la
justificacién de estos dbacos, no es necesaria sino
una pequefia parte de los desarrollos que siguen a
continuacién, pero creemos tendra algiin interés ver
su intima ligazén con otras formas de exposicidn,
cuya diferencia es de terminologia, pero no de fondo:
las denominadas ecuaciones de Mohr, las lineas cru-
ciales 'y los términos de carga, etc,, etc.,, aparecen
simultincamente como aspectos particulares de unas
relaciones que de por si son bien sencillas en este
caso de viga recta de inercia constante,

Sea la barra 4 B de una estructura (fig. 11-a),
solicitada por un cierto sistema de fuerzas. En nada
alteramos el equilibrio eldstico en que se encuentra
la barra, ni el del resto de la estructura, si reempla-
zamos ésta por la dibujada en 11-b: viga isostdtica
con los dos pares hiperestaticos My y My, y nudos
elasticos A y B sometidos a pares de signo contrario.
Si ky y ks son las rigideces de estos nudos (masas
elasticas), los giros que experimentaran serdn:
_M M,

' 0y = —

0
' kq b

e idénticos giros habran de experimentar los extre-
mos de la barra 4 B.

Los giros de esta barra son, a su vez (fig. 11-¢),
suma de los debidos a los tres estados parciales de
carga indicados en la figura: giros ay y Bo produ-
cidos en la viga simplemente apoyada por el sistema
de fuerzas aplicado, y los giros que en los extremos
de esta misma viga isostitica producen, alternativa-
mente, los pares My y M, (ver fig. 3).

Con escribir esta identidad entre giros:

Do Mo My

20]

' 1l

)y
l
|
|
|
|

queda formulado el sistema de ecuaciones que nos da,
en funcién de los dngulos caracteristicos o y Bo, ¥
de las rigideces ky y.ko, los valores de los momentos
flectores M1y Mo que el sistema de fuerzas produce
en los extremos de la barra. (Si en estas expresiones
sustituimos la rigidez K de-la barra por su valor

El , . . .
K = queda atin mas patente su identidad con
las del sistema con que operdbamos en.el método de
masas elasticas.) (Ver Pefia Beeuf, pag. 199.), -
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El efecto de las fuerzas exteriores queda cono-
cido, como vemos, a través de los angulos ap y PBo,
caracteristicos de la deformaciéon que esas mismas
fuerzas producirian en una vida idéntica, pero isos-

oo
‘k,/JA P a\ b

e

o
M =°“6'K°(o

Fig. 11.— Viga directamente cargada. Obtencién de los

momentos de empotramiento elastico en funcién de los giros

@y y PBo que la carga produciria en la viga simplemente
apoyada.

taticamente sustentada. Son valores éstos que, aparte
de encontrarse en casi todos los manuales, se dedu-
cen facilmente, en caso necesario, como valores de
las reacciones A y B que el drea de los momentos
flectores isostaticos, divididos por E I, produciria
sobre los apoyos de la viga equivalente de Mohr.
Al pie de la figura 11 aparece representado el
diagrama de momentos flectores como superposicion
del diagrama correspondiente a la viga isostatica car-
gada y del correspondiente a los pares hiperestaticos
My y Mo En ella se han acotado las ordenadas,
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valores M* y M ?, que en este Gltimo diagrama co-
rresponden a las abscisas de los puntos fijos: aL,
del punto fijo izquierdo, y B L, del punto fijo de-
recho.

Entre estos valores M*y M* y los valores ex-
tremos My y M. existen las relaciones, geométrica-
mente evidentes:

M =M (1 —a+ M.a

(21]
MP = M, g - M, (1 — f).

Si en estas ecuaciones [21] introducimos los va-
lores de My y M. deducidos del sistema [20], y te-
nemos en cuenta la relacién [14 bis], entre la rigidez
ky y la distancia « L del foco izquierdo, y la [14]
entre la rigidez ks y la distancia 8 L del foco dere-
cho, llegaremos, después de mds o menos operacio-
nes, a las extraordinariamente sencillas expresiones
siguientes (1):

M =a.6Ka
[22]
M= 0K8,

Las abscisas unitarias « y 8 de los puntos fijos
fueron quedando determinadas, como vimos, al mis-
mo tiempo que se iban calculando las rigideces de
los nudos y los factores de transmisién (dbaco I, o
expresiones algébricas equivalentes). Son funcién
exclusiva de las caracteristicas de la estructura.

Los valores «p y fBo Se encuentran, o se calculan,
facilmente. Son funcién de la carga que apliquemos.

Conocidos estos valores [22] de M*y MP, re-
sulta facil obtener los de los momentos My y Mo,

Basta trazar la recta que ellos nos definen. De
tocdos modos era necesario trazar esta “linea de cie-
rre” para conocer la ley de momentos flectores en
la pieza, La construccién grifica de esta linea da,
en la practica, exactitud suficiente.

(Y en el caso en que sc quiera tener las expresio-

(1) Estas expresiones son debidas a Wilhelm Ritter, que
por vez primera las obtiene, por consideraciones geométri-
cas, en el tomo III de sus Anwendungen der Graphischen
Statik (1900), y no solamente para este caso particular de
viga de inercia constante, sino asimismo para la viga de
inercia variable. Una exposicién, también geométrica y de
lectura mAis asequible, se encuentra en Der durchlaufende
Triger, del Prof, de Stuttgart Emil Morsch.

E. Morsch (1872-1050) residié en Suiza de 1904 a 1908,
llamado por el Polytechnikum de Ziirich, para dar cursos
de ampliacién sobre hormigén armado. De estos afios son
sus .estudios sobre arcos y su contacto con la Estatica Gra-
fica de Culmann, que tanto han diferenciado las obras de
Mbrsch de las de sus restantes colegas alemanes. La obra
de W. Ritter ha encontrado también difusién gracias a las
repetidas ediciones, dos de ellas péstumas, del Methode der
Festpunkte, de E. Suter, que encabezé asi su primera edi-
cién: “Dem Andenken an Prof. Dr. Wilhelm Ritter (1847-
1006) gewidmet”, :
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nes algébricas exactas de My y My, se deducirdn, o
hien directamente del sistema [20], o bien de las de
M=y M, mediante las expresiones:

M1 —B)—MP .«
(l—a)(t —f)— b
= M1 —a)—M®. B
T (l—a)(1—=B)—aB

ue son las mismas [21] anteriores.)

I.os momentos M; y M. acabados de calcular en
los extremos de la barra A B, se distribuirin entre
las restantes barras concurrentes en 4 y concurren-
tes en B, respectivamente, de modo proporcional a
las rigideces de los extremos de cada una de ellas.
T.os momentos asi distribuidos irdn siendo transmi-
tidos a los extremos opuestos de dichas harras, etcé-
tera, etc,

1 ==
(23]

K Kk

Basta que en la [20] hagamos ki = kg =< oo,
para tener las relaciones que nos ligan los momentos
de empotramiento perfecto, My y Ms, con los giros

caracteristicos ap y Bo que la misma carga produce
en la viga isostatica;

2M M, _ L

oy = = (2 M, + My);
6
“iKﬁ f’ [24]
M, +2 M, — —
= £ o= M, -}- 2 M,
B — 651(11 2)

que son las ecuaciones conocidas antes comio ecua-
ciones de Mohr (1835-1918). y que ahora resultan
conocerse como del grupo de ecuaciones de la “slope-
deflection” de Wilson and Maney de 1915.

Tistd mas en boga ultimamente el caracterizar una
carga por los momentos de empotramiento que pro-
duciria en la viga perfectamente empotrada. La [24]
nos dard a conocer los giros ay y By en el caso de
que sean estos valores de M, y M los que conoz-
camos.

Llevados estos valores [24] al sistema [22], te
nemos el sistema siguiente:

.

M = o (2 M, + M);

[25)
MP =g (M, + 2 M),

que nos define la linea de cierre en funcidn, ahora,
de los momentos caracteristicos de empotramiento
perfecto y de las abscisas unitarias @ y B de los
puntos fijos.

Inversamente, las ecuaciones [24] podemos uti-
lizarlas para deducir los momentos de empotramiento
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perfecto cuando lo conocido sean los giros caracte-
risticos @ y Bo:
2E17
M1—2K(2a0—§30)=———L— (2 2y — Bo)s

. [20]
My=2 K (28— o) = ﬁf—’ @80 — o).

En particular, en la viga perfectamente empotra-
da, @ = B8 == 1/3, las ordenadas al tercio, de la linea
de cierre, toman los valores (ver [22]):

=2K .qy= ig—l—.ao 2

L
2 E] [27],
MP=2K. fo=——".15 S
L
* % ok

Finalmente, los giros 8; y 8, experimentados por
los nudos 4 y B de la estructura se obtienen del
modo mas simple y mds sencillo, por las relaciones:

=M g M

ks ks
entre los momentos y las rigideces correspondientes,
Pero en los métodos. en que no se opera especi-

ficamente con las rigideces, es menester recurrir a
expresiones como las siguientes:

. @M ML
1= 0 :
6E1I 28]
0, = M +-2M,) L
p=fy— 2L
6 EJ

que nos los dan en funcion de los giros ey y Bo de
la viga isostatica y de los momentos hiperestiticos
M1y My O bien por las expresiones:

32(Mx - M)~ (M, — Mz)] L

0, =

6EI 20
o _ 2 — ) — (3, — m)} L 1291
) 6EI

en funcién de los momentos reales M; y M. y de los

M; y M, que corresponderian a la viga perfecta-
mente empotrada.
Podriamos seguir escribiendo mas combinaciones

algébricas, que también se encuentran diseminadas

por los textos, y que, complicadas con las variaciones
de notacién y aun con la innecesaria de formulacién
de un convenio de signos, ocultan su substancial
identidad, dificultando la adopcién de la que es mds
aproplada en cada caso. Veamos lo siguiente:
Tanto en el grupo de ecuaciones de W. Ritter,

Mt =a. 6?:’ ap
. 6E1 [22 bis]
wh=p. 2Ly,

como en el sistema [25], podemos apreciar que la
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ordenada M¢e de la linea de cierre correspondiente
al punto fijo izquierdo, depende de la carga exterior
(carga que viene representada por el solo valor ca-
racteristico ap, en la [22], y por los dos valores ca-
racteristicos My y Mo, en la [25]), pero que es fun-
cién lineal exclusive de la abscisa unitaria « de dicho
foco izquierdo, siendo por completo independiente de
la rigidez de la sustentacion que tenga el extremo
derecho B de la barra. ‘

Y anilogamente, la ordenada M# depende, ex-
clusivamente, de la rigidez de la sustentacion del
extremo B, siendo independiente de la rigidez que
hayamos podido dar al extremo 4.

Esta independencia mutua es la que permite la
construccién de dbacos en los que simultineamente
podemos dar a uno y a otro de los extremos de la
pleza rigideces que varien desde la articulacion hasta
el empotramiento perfecto; es decir, cubrir todas las
combinaciones de las infinitas sustentaciones posibles,
tanto en uno como en otro de los extremos (1).

Esta facilidad que los sistemas [22] v [25] ofre-
cen para la determinacién de la linea de cierre me-
diante los.valores Me v M#, deja de existir cuando
se desean obtener directamente los valores My y M
de los momentos de empotramiento eldstico.

El grupo [23] nos permite ver que ni aun para
carga simétrica existe simplificacién, y que tanto M
como M, dependen, simultineamente, de las rigide-
ces de ambos extremos de la barra.

Volviendo a las expresiones [22] de W. Rit-
ter (2), y fijindonos en que para un determinado

(1) El grupo [22 bis] se ha prestado mas facilmente a
las construcciones de la estatica grafica por la sencillez
con que en sus férmulas interviene la carga.exterior. Ven-
taja que utilizamos aqui para la facil construccién de los
diversos Abacos que a continuacién exponemos.

En el caso de cargas simétricas, resulta el 1 grupo | [25]
de calculo tan directo como el [22], pues al ser My =Ms =

=M, toma la forma:
M=a.3M
=B.3M

a la que, mas adelante, volveremos a referirnos.
(2) Expresiones que, tanto Morsch como los autores coe-

(2]

‘thneos: Max Ritter (1009), Suter (1916), Strassner (1916),

y cuantos de éstos las toman, las escriben en la forma:
(] ap

M =aq— p = ﬁ ﬂn

a ' B
(en las que a g es el giro del'extremo A4 de la viga lsostatlca
producido por. un par unidad aplicado en B, y B, el giro en
B producido por un par unidad aplicado en el extremo A
de la viga isostitica A4 B), con lo que las férmulas quedan

‘desprovistas de homogeneidad, -Son los inconvenientes de

esas’ inocentes simplificaciones, como las de tomar E=1,
o la de operar con rigideces relativas, que dificultan final-
mente mucho mis ‘de lo que han pOdldO facnhtar antes abre-
viando la escritura. .
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Abgcq III,— Viga elasticamente empotrada, sometida a. sobrecarga uniforme. Entrando en el ibaco superior con los valores
unitarios-¢'y B de los puntos fijos,. sc tiene directamente la linea dc cierre y los momentos de empotramiento Ma y Mz . Una
paralela a esta linea trazada.en el 4baco inferior, da los valores de las reacciones de apoyo Va y Vs,
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Abaco IV — Viga elasticamente empotrada, sometida a sobrecarga triangular, Uniendo los puntos correspondientes a los va-
lores ¢ y B, se obtiene, en el Abaco superior, la linea de cierre,-los momentos M a Y ‘Muy el diagrama de momentos. Una para-
ela a la linea de cierre da, én el 4baco inférior, las reacciones en los apoyos.
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tipo de carga, por ejemplo, carga uniforme en toda
la longitud (fig. 12-a), o carga triangular (fig. 12-D),
los dngulos ay y Bo estin ya perfectamente caracte-
rizados v conocidos, basta llevar en las verticales de
Ay B los valores de 6K By y 6K a,, respectiva-
mente, cuyas dimensiones son las de un momento,
para que, sea cual sea la sustentacion elastica que
realmente tenga la barra, es decir, sea cuales sean
las rigideces ky y ko de sus apoyos, o, lo que es lo
mismo, sean cuales sean las posiciones a*L y B-L

‘A ) p(kg/m)
B
(%-ED
3 \‘/ 3
&P 72ET =P 57T
ol PL
INEE B3
o 11 \ﬁ \Mz g\
Ay < NS ~ ::_I\EJ
é{. \:"\/‘ I Q«!‘#
% // \\\ i
] / \,
Soa) N ?
o AN

Fig. 12, — Counstruccion de los abacos 1II y 1V,

de sus puntos fijos, podamos medir directamente en
las verticales de estos puntos fijos los valores [22],
0 trazar directamente la linea de cierre y leer los
valores de los momentos de empotramiento elastico
11{!1 y M, sin necesidad de mas calculo ni opera-
ciones. - 4 ' ‘
Estos valores 6 Kay=.Ly 6K Bo= R, a me-

dir en la escala. de momentos flectores, son-los “tér-
minos de carga” que ha tabulado A. Kleinlogel para

una gran variedad de casos de carga. Las rectas
AByy A; B que los definen (fig. 12), son las “lineas
en cruz”’ de la estdtica grafica. En dichas figuras se
aprecia claramente cuanto se acaba de decir y son
la justificacion de los dbacos IIT y IV.

En estos dbacos y para mayor comodidad, se han
trazado, sobre las propias lineas en cruz, las escalas
correspondientes a las abscisas unitarias a y # de los
puntos fijos, que varian desde los valores & = 8 =0,
correspondientes a viga isostaticamente apoyada,
hasta los @ = B = 1/3, correspondientes a la rigidez
absoluta de los apoyos.

Se ha representado, ademds, en estos abacos, la
ley de momentos flectores isostaticos producidos por
la carga. Con ello es inmediato el dibujo total del
diagrama de momentos a que esti sometida la viga,
y que es inevitable obtener si en la estructura que-
remos conocer las envolventes que han de sefialarnos
los maximos esfuerzos. ;

En el dbaco 111 aparece sefialado, como ejemplo,
el efecto que una carga uniforme ejerceria en una
viga eldsticamente sustentada, cuyos focos estuviesen
a las distancias unitarias @ = 0,25 y 8 = 0,125. Los
momentos de empotramiento valdrian:

. 3plLt p Lt

M, =0075p L} = —"—~—; M;=002p Ll=-—"—-

A= B P 40 B =SEEP 40 ’

y el maximo positivo seria M pnix =0,076p L y
tendria lugar en el punto de abscisa 0,55 L.

La parte inferior de estos abacos III y IV dan,

ademds, los valores de las reacciones debidas a los
momentos hiperestdticos, es decir, los valores:

Ma"“Ma

— ’

y en las escalas exteriores pueden leerse los valores
de las reacciones totales (isostiticas mds hiperesta-
ticas) en los apoyos 4 y B.

In el ejemplo numérico anterior esa carga uni-
forme provocaria unas reacciones totales: ‘

V,=055.pL y V,=045.pL,

quedando asi determinados, sin operaciones, cuantos
elementos nos son necesarios para el calculo (1).

(Continuard.)

(1) Si en los citados dbacos vamos suponiendo los valores
particulares:

a=f=0a=0pf=13a=1/3f=0ya=p=1/3,

obtendremos los valores de momentos flectores y de reaccio-
nes que exclusivamente en estos casos extremos (viga apo-
vada-apoyada; viga apoyada-empotrada, y viga empotrada-
empotrada), sc encuentran en los manuales.

MAY0 1953

237



