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DETERMIMACION DE LA DISTRIBUCION
DEL OLEA]E EN PROFUNDIDADES REDUCIDAS

El primer plano de oleaje se estudié para cl puerto de Motrico en el aiio de 193z, indi-

Por MIGUEL ANGEL HACAR BENITEZ
Ingenicro de Caminos,

\

cindose el empleo de la expresidn de la celeridad c= Vq H, correspondiente a las ondas de
traslacidn, sélo aceptablemente aproximada en profundidades reducidas.

Desanollado v afinado el método de los planos de oleaje mediante el empleo de las cele-
ridades mds reales correspondientes a todas las profundidades, fué publicado en esta RevisTa
ne OBrAs PuUsLicas el ailo de 1941, iniciando una nieva etapa en el proyecto de las obras

maritimas.,

Posteriormente se ha pretendido repetidas weces, en el extranjero, modificarlo mediante
desarrollos de cdlenlo que, generalmente, exigen simplificaciones menos aproximadas a la rea-

iddad del fenémeno.

En el articulo que hoy publicamos se desarrollan interesanies cileulos a base de wolver
a asimilar ol oleaje o las ondas de traslacién v de la utisacién de la eapresién de sus cele-

" ridades c=

Vg H, sélo aplicable a profundidades reducidas, aconscjindose el empleo de las

celeridades del método de los planos” de oleaje, que son Jenmales, {ram profundidades menos

reducidas.,

Son satisfactorias y légicas las coincidencias que se seialan con los planos de oleaje,
pues en fzrofmuiuiades reducidas, que es donde finicamente puede aplicarse, es fundamental-

mente el mismo método,

1. Introduccion.

El estudio de las olas en las proximidades de la
costa, cuando al ir variando las profundidades per-
turban la propagacién de aquéllas es tema muy inte-
resante para la Ciencia y la Ingenieria,

LEn particular vamos a re{erlrnos a los fondos en
declive, 0 sea a las playas y rampas, naturales o arti-
ficiales, en que las reflexiones puedan tener tan poca
xmportancn que cada ola no afecte sen51b1emente a
propagacién de la siguiente.

La distribucién del oleaje — supuesto en alta mar
con una direccién definida y estabilizada — se mo-
difica en las proximidades de la costa a causa de las
variaciones de la profundidad.

Por tanto, hemos de terer a la vista las lineas
batimétricas de la. zona a estudiar y la  direccién y
caracteristicas (altura, longitud 'y periodo) de la ola
en alta mar.

Con estos datos, de modo méis 0 menos aprom-
mado y haciendo determinadas hipétesis, partiendo
la mayor parte de ellas del estudio de ondas planas
y extendiéndolo con cautela a las de dos dimensio-
nes, se estudia la marcha de las ondas perlodvcas
con51deranclo el progresivo avance de sus frentes,

‘En particular, tenemos en ]"spana el 'método ‘de
los planos de oleaje del Prof, Iribarren;:aplicado: ya
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en el extranjero, y que indudablemente constituye
un instrumento cémodo y de ficil manejo para estu-
dios de emplazamiento de puertos, transportes de
arenas, etc., etc, ‘

Nos proponemos en este escrito dar, en forma
matemdtica, la propagacién de las olas, estableciendo
expresiones sencillas que permitan la aphcacxon gra-
fica inmediata de la teoria, empleando tanto los rayos
como los frentes de ondas.

Iin algunos casos particulares darnos incluso la
expresién analitica de dichos frentes de onda y de
los rayos o trayectorias ortogonales a aquéllos.

También deducimos la variacién de la amplitud
o altura de la ola al irse acercando a la costa. Con
claridad veremos cdmo se incurva la ola en cada pun-
to al variar la direccién en que llega a un fondo
determinado.

Cotejamos nuestros resultados con los expuestos
por el Sr. Iribarren en los planos de oleaje, compro-
bando lo acertado de su método, que, justificado por

" otros razonamientos también aproximados, concuerda,

en su mayor parte, con el que exponemos.

Partiremos de las ecuaciones de continuidad y
de Euler, de la Hidrodinidmica clasica.

Por (,omblmcxon de ambas obtenemos para la
amplitud una ecuacién en derivadas parciales de se-
gundo orden de tlpo hiperbélico. Estudiamos la pro-
pagacion de pequefias ' perturbaciones — discontinui-
dades finitas de la amplitud de onda —-, aplicando la
teoria de las caracteristicas de las ecuaciones diferen-
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ciales, cuyas soluciones discontinuas se obtienen como
limites de soluciones continuas.

La ecuacién diferencial se reemplaza asi por una
condicién integral.

Se llega a la conclusién que los saltos de amplitud
no pueden estar sino en determinadas superficies del
espacio (,y, ) que forman el haz de caracteristicas.
La interseccion de una de estas superficies con los
planos ¢ = const., dan, al proyectarias sobre el plano
X OV, una familia de curvas con un pardmetro,
llamadas frente de onda.

La funcién de & e y de los frentes de onda satis-
face una ecuacién en derivadas parciales de primer
orden y de segundo grado. Esta ecuacién coincide
con la de Hamilton de las eikonales de la Optica
geométrica en un medio no homogéneo cuyo indice

. 1 . . .1
de refraccion es — (siendo ¢ la celeridad, funcion

¢
s6lo de la profundidad H).

La variacién de la amplitud va implicita en la
que llamaremos ecuacién de transporte, que, del
mismo modo que la ecuacién del frente de onda,
es consecuencia de la ecuacidn integral que satisface
dicha amplitud de onda, obtenida anteriormente.

2. Ecuacién de continuidad.

Consideremos Ia velocidad del flujo liquido hacia
¢l interior de un prisma vertical limitado por los
planos x, # +dx, v, vy dy.

En la figura 1., 4 B C D es la superficie no per—
turbada; A'B'C’ D’, el fondo del liguido, vy
A" B" C" D", la superficie mévil que en el punto
(x,v) tiene la altura 44" ={ (v yt) sobre
ABCD. :

A
ok
D ] c
]
'
z |
4 :
| dr
ad 7 R B
. D' —
/ B *
Y IFigura 1.8
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Para determinar la velocidad del flujo hacia el
interior del prisma a través de la cara 4’ 4" D" D',
si llamamos #,v,% a las componentes de la veloci-

dad V del fitiido, es evidente que tiene por valor:
(u(H+C)dyl,,

producto de la velocidad #, normal a la cara, por su
superficie (H +{) dy.

La velocidad del flujo hacia el exterior a través
de B' B" C" (' es:

[U (H+ C) dy]x+¢iy'
Tl resultado neto para estos dos planos es:

— 2 uHAO) dx dy.
3y

Del mismo modo, entre los planos A’ B’ B" A"
y C'C" D" D' hay la ganancia:

— 2 WH+ o dx dy.
3y

I.a ganancia total se compensara con la elevacién
. . . . 9 :
de nivel en el interior del prisma ki dx dy, con lo

que resulta:

— W H O dxdy — =~ (H+Oldxdy =
9x oy

=-é-i~ dxdy.

Despreciando términos como # ¢, v, queda:

d(Hu) | 3(Hv) _ 3t
ax T 8y ot (-1}

que es la ecuacion de continuidad para movimientos
ondulatorios en dos dimensiones. Hemos supuesto
que el liquido es incompresible de densidad cons-
tante p y de viscosidad despreciable I.a velocidad
no varia con las distintas profundidades; el liquido
se mueve de tal forma, que las particulas situadas
en una vertical siguen siempre en una vertical, que
es como si la anterior se desplazase en conjunto. Se
trata, pues, de ondas cuya longitud es bastante mayor
que la profundidad del liquido. En ellas, la acelera-
cién vertical del liquido se desprecia frente a la ace-
leracién horizontal,
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3. Ecuaciones del movimiento.

Las ecuaciones de Euler de la ¥lidrodindmica
aplicadas a flaidos incompresibles son:

du du du du 1 3p
—_—ll e Y e W — = F, — — —;
ot + Sx—1 ay_i 9z x p 9x
oy 9 8 9
.*?_.*..u_a_.?_.*.v_z__i-w_‘_lzpy__l_._i;
ot dx oy .9z p dy
9 9 e 2 o
_w_-.!._u.l._*_v w—{—wlez_-l-._.E_;
ot dx ey 9z p 92
0 _

Du _p 1 9p

Dt * P ax

Dbv _p_ L 2p ;

Dt y p 9y

Dw _ 1 9p

que pueden reunirse en forma vectorial en la
> .

DV 2 1

Y F— —grado p; I', de componentes F, F, F,,
es la fuerza exterior que actiia en cada punto sobre
la masa unidad de liquido. Si la {inica fuerza exterior
es la gravedad:

. 0 N

-> >\ fx

F=—gz| F,=0 “g‘:
F,=—9

-5

es la llamada derivada total de V7, o sea la acelera-
cién; p es la presién cuyo gradiente es el vector que
tiene de componentes :

Como hemos dicho, refiriéndonos a ondas en
aguas poco profundas, pueden despreciarse las ace-

. . Dw
leraciones verticales, o sea que——t=0. Con ello, Ia

tercera ecuacién de Fuler se reduce a:

0=—-—g—-i-—8-£—; osea: p = pgz - const
p 92 .

Si se toma el eje 2 orientado positivamente hacia
arriba y ¢l plano X OY en la superficie libre no
perturbada; si £ (4,9, t) es la sobreelevacion del agua
sobre el punto de coordenadas (=,y,0) en el ins-
tante #, como la presion atmosférica es p, debera ser
P =p, cuando g=2{¢, por lo cual p toma la forma
p=po-+gp(€—2). Al sustituir este valor en las
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dos primeras ecuaciones de Euler, y teniendo en
cuenta lo expuesto, queda:

Du _ j_c‘.;

-Bt"_g.Sx’

Dv __,0°¢,

Dt 3y
du

Pero los términos e etc,, son de segundo or-
x

den, pues puede suponerse que la variacion de la
velocidad de puntos préximos del fltido es pequefia.
Por otra causa, las dos ecuaciones anteriores se sim-
plifican atin mdas y resultan las: '

u ac |
— =—g—| 31
t Eax | B | o7 3t

como ecuaciones del movimiento para los movimien-
tos de ondas que nos interesa estudiar

4. Ecuacion de la amplitud de onda.

Eliminemos # y v entre la ecuacién de continui-
dad y las del movimiento. Para ello, desarrollemos
las derivadas parciales de la ecuacién de continuidad,
con lo que resulta:

u OH OH (Su oy 3¢

ax | ay) T T et

—+H
3x+v 2y J

Derivando con respecto a ¢, como H y sus deri-

vadas parciales son funcignes de & e y, pero no de ¢,
resulta;

du 3H 3y 3H 3 (ou 3 [av\]:°
UM 2 M (2 4 2 (22
at ax | ot ay ox \ ot 5y \ ot
oL
at

Sustituyendo%—l:— —z—;}por sus valores obtenidos

en las ecuaciones [3-1] del movimiento, resulta:

9L 9H 9L oH 2 (3t
—g— " .~ =Ho|— -
gax 9x at 9y | g[ax (ié-x)-1
o (25)] _ 2t
T (Sy)]— an’

que puede escribirse en la forma:

d 3t ) 8L 1 ¢
—_—H ) - )= .
ox GX)% sy( ) 8 -1

Es la ecuacién en derivadas parciales de segundo
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orden — de tipo hiperbélico -~ que debe satisfacer la
amplitud ¢, funciéon de #,y,¢ En ella interviene,
como es 16gico, la profundidad H, variable en gene-
ral, en cada punto. En caso muy particular, en que
dicha profundidad H es constante, se convierte en:

I

=g H 4-2
axt | 9yt ¢t o e=le (4-2]

que es la ecuacién usual del movimiento ondulatorio

en dos dimensiones.
La ecuacién [4-1] puede escribirse en la forma:

div (¢ grad 1) = -2 14-3)

como se comprueba inmediatamente, ya que:

div(c®grad ¢) = [grad 2 grad §] + ¢* AL =
_3(e) 3L | 3(eY) 3E | . (_?15 i*:_) —

ax 9x 3y 23y axt oyt
dH 9 H 3¢ 02 o2
=g (YL 25 L 2 25) ygm __z_:_+_c_)
9x 9x 3x 9y oxt - 9yt
A es el operador de Laplace o laplaciano:
A=y 2
o xt Sy‘.‘-

Nos va a interesar, por facilitarse asi el desarro-
llo de los caleulos, emplear, en vez de Z, las variables
U, ¢ relacionadas por:

U=ct=)gH.C (4-4)

Veamos en qué se transforma la ecuacion [4-1].
U . . .
Como ¢ =-=, las derivadas parciales primeras

c
y segundas de ¢, seran:

X ¢t ox ax

_8£_.L(CE_‘£_E£).

ay o \ay ayl'

2 2 a2

BE_L(2U_pZe) 2 2e 30 _y2e),

9x: | ¢* axt axt| c¥ dx ax 9x
2 L 3 ,

35£=_L(ca_g_uoﬂc)_3_3c_( Uy

oyt \ 3y vl ¢t 3y \ dy oy

Fe_1au

2 ¢ ot
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Como H = —cg:-, las derivadas+de H son:

2H _2¢ 3¢,
ax g 9x'
[4-6]
3H _2c¢ 3¢
2y g 9)

Sustituyendo en [4-1] los valores de [4-5] y
[4-6], resulta, después de simplificar:

c ¢t o

5. Relacién integral equivalente (¥).

Consideremos un dominio, G, de tres dimensio-
nes, #,9, t, limitado por la superficie I'. Sea V' una
funcién arbitraria que toma el valor cero sobre T
y exteriormente a G. En G es continua, asi como

. . o
sus derivadas. Su derivada normal kA4 en I, es nula,

on
Si llamamos, por abreviar,

) 1 32X
Ly=ax—x28_ L 2X ey
c ¢ ot
o sea que L (U) seria el primer miembro de la ecua-

cidén [4-7], resulta, al aplicar el teorema de Green

(fig. 2) al recinto G limitado por la superficie T,
que:

‘/.‘c[f[VL(U)—-UL(V)]fixdydt=fh[f[(VAU-UAV)_

1 23 dU Vv
— e —— |\ V——=U.-—|ldxdydt=
¢? ot ( ot v at)] xay

=ff [(Vgrad U—Ugrad V) X1 —
]\

1 [, 08U 3V
—— (v —UuZLyn, las=o. -
c ( 8t 9:)”'] -2

c

Figura 2.°

(*) Ver: Friedrichs: “Water Waves on a Shallow Slo-
ping Beach”, Comm. on Appl. Math., vol. I, ntm. 2.

Lowell : “The Propagation of Waves in Shallow Water”.
Idem id, vol. I, nims, 2 y 3. :
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El signo X significa producto escalar; # es el

vector unitario normal a T, y -z—t, la derivada de ¢
n
‘ .., o,
respecto la direccion n. Estas integrales han resul-

tado nulas por las hipétesis hechas respecto a la
funcién V. Por tanto, se deduce que

/foL(V)dxdydz‘:O (5-3]
G

st U es continua en G, asi como sus derivadas, satis-
faciendo la ecuacién diferencial [4-7], o sea:

L(U)=0 [5-4]

Generalicemos este resultado para cuando U vy
sus derivadas no son continuas en G. Supongamos
que tengan discontinuidades o saltos a través de una
superficie Ty, secciéon de G, pero que sean continuas
en las dos regiones G; y G. (fig. 3.%). Apliquemos
ahora el teorema de Green a cada uno de los subdo-
minios Gy y Ga, limitados respectivamente por las
superficies Ty Ty y Ty I'a. Sea la ecuacion de la su-
perficie Ty ... ® (#, 9,8 = 0.

Siendoaa-?:t: 0, podrd despejarse ¢ en funcion de
g
t 4‘

.. &(xyt)=0
¥Y(xy)-ct=0

Figura ' 3.*
b

x,9, y la ccuacién de Iy podra ponerse en la forma:

B, 0 )=9(0y) —cl=0 {5-5]

en la que co = |/g Ho es una constante arbitraria.
¥ (#,y) tendrd las dimensiones d= una amplitud
por ser ¢ una velocidad. Estarfamos ante una super-
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ficie de discontinuidad mévil. Por aplicacion del teo-
rema de Green a (7, obtenemos:

/fUL V)dxdydt-f/ (Vgrad U —

— Ugrad V) X grad b+ (5-6]
- L (V__S_I_J__ vaVY. % a8
c? ot ot 10}
siendo:
o= V(grad ¢)* - ¢% . [5-7]

Lo cual se deduce del mismo modo ¢ue anterior-
mente aplicando dicho teorema y sabiendo, ademads,
que por [5-3] L(U)=0, y que por la ecuaciéon
[5-4] de T, ya que:

;>_ grad ® — grad ¢ '_
| grad @ | ‘/(a@)*+(alp)*_i_ arp)_s
2x oy ot
-> ->
grad & — ¢y t gradd — ¢, ¢

=]/(ax) /M) o T Viemderria

y n,, siendo la proyeccién del vector Zunitario sobre
el eje Ot representa el coseno del angulo § que el
elemento de superficic d S forma con dicho éje, es
decir, que:

o
COSO:/I,:-‘ at - =
3 d\? ®\2 b \¢
e, ———— .+...__._
V(550 3)
— %o = . Ko,
Vlgradvl + ¢ ©

. -
Al sustituir estos valores de #n y n, en [5-2],
obtenemos :

: >
[f[(Vgrad U — U grad V)Xﬂfﬂf—e"—i—k

A
1 (VaU_U QV)ﬂ_]dS,

ct at 2t o

(ue es lo escrito en [5-6] en su segundo miembro.
Del mismo modo, aplicando e] teorema de Green

a (», tenemos:
- [f‘(Vgrad U—

-—[[fUL(V)dxdydt:
) (‘ig

- UgradV)Xgrad¢+—E%—(VaU +.U Bt)z a5 . [5-8]

ot

El cambio de signo es debido a que la normal n
estd dirigida del subdominio G; hacia el Ga.
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La suma de [5-6] y [5-8] es nula, Si indicamos
por ‘xl =y — a0 la dlscontlmudad o salto que una
cantidad (escalar o vectorial) expernnent’i al atrave-
sar Iy, resulta que la suma en cuestién es:

0= d —_ d
[f ( gra U'2 Ulgra V)X
s U ' _ 29V dS )
grad4)+ (\81 |Ul 81)% — [5-9]
oo
(. dS
N
’
)
tm
lZ_I dﬂ
Y dx r;.*

Figura 4.°

Si I'o* es la proyeccion de la superflcw T, (fig. 4.%)
sobre el plano X ¥, como entre los elenientos de su-
perficie se verifica que:

dx dy = dS cos 0 = dS %
(0]
A causa de [5-5] t==-— y (#,y), resultando que

: U (#,9,t) y sus der wnchs son ahora tinicamente fun-
. ciones de x e y:

1

U=U (xvyr"—q)(xvy))
: C
4 1 .
‘; V= V(":Y»;"‘}’(%J’))-
]‘ Como: ’

.
! grad U\ = grad U ] |—l—— ——U—l grad ¢;
. 2 : l ¢ ot |2
, grad V=grad | V ‘—— 2 3V ‘grad ¢;
' 2 c ot

1 1

o~ [l

2 €
oo - 8
d Ut 23V
d 2 ——
X gra q»—l—-,ca ( Ial \ ’U )2dxdy

216

sustituyendo en [5-g], resulta, al integrar sobre I'g:

Agrupando convenientemente:

- [ [l

e |25 -

V‘1 X grad ¢ —
2

( grad

Co?t c Cgat
_‘v} (grad U' grad'f—-\————\ (grad 9) -}
2
L\ | 8U | id dy:
+(c) cp ot 2) ray
. 1 1 1 |
—_:.I/(lU grad V‘——\V grad | U )X
J. 2 2 2 2
re*
1 'y V!
¢ orad & dx ——3 U \ -—
X grad ¢ Ady—}_f[ ¢t (l 2| ¢t |2

—‘Coat‘

Si integramos por partes el primer sumando de
la primera mtegral de este segundo miembro, usando
el teorema de Green y teniendo en quenta que /s
se anula en el contorno de la curva de T'¥, obtenemos
finalmente:

o=—jp'ofv§div(

X grad ¢ 1 dvdy-[—

) (c‘-‘o — ¢? (grad W) é dx dy.

U |;grad qu) -+ grad

(L

2) (c% — c* (grad q))') dx dy.

1
U\x
2

[5-10]

Co at

U |1

€ ot |2

Tista relacién integral puede reemplazar a la ecua-
cion diferencial [4-1] 6 [4-7].

6. Ecuaciones fundamentales.

in la ecuacién [5-10] podemos hacer las siguien-
1

, ya que

1
4
2 y oot |2
V es una funcién arbitraria (que cumple determina-
" das condiciones).

Llamemos I; ¢ Is a las dos integrales de [5-10],
O = Il + Ig.

tes hipotesis con relacién a

n
. Primera hipétesis: lV\ =0, peru ey
2

v_l 0

y arbitraria en T'g; y desde luego, nula en el con-
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torno de T'y. Como entonces Iz = 0, serd preciso, para
que se cumpla siempre [5-10], que:

| % — ¢* (grad )2 =0 | 6-1]

que llamaremos ecuacién del frente de onda (andlo-
ga a la eikonal de la Optica geométrica).
%

! .
Segunda hipdtesis: Si tomamos #+= 0y arbi-
: 2

traria en Iy y, como antes, nula en su contorno a
causa de [6-1], y para que se cumpla [5-10], serd
Iy = 0, o sea que:

div (| U; (grad ¢)) + grad | U| X grad ¢ = 0 \ [6-2)

que llamaremos ccuaciéon de transporte,

Observemos que sc reduce a una ecuacién dife-
rencial de primer orden a lo largo de trayectorias
ortogonales al contorno de T'o*.

Vemos en lo expuesto:

12 Que la superficie de discontinuidad ¢ (& y) —
—cot = 0 no es arbitraria, sino que tiene que sa-
tisfacer a una ecuacidén diferencial de primer orden,
que es la [6-1], o sea:

e S R [

y de segundo grado, cuya solucién depende de la pro-
fundidad H (x v) en cada punto.

2,° La discontinuidad en la amplitud de onda, o
sea de: '

Ux, 3, 1)
V@Hmw

satisface una ecuacién diferencial ordinaria a lo lar-
go de trayectorias ortogonales a los frentes de onda.

Ui, 30 —

C(x.y, f)= %)

7. Frentes de onda.

Supongamos que en el instante ¢ =0 la ampli-
tud o sobreelevacién ¢ sea nula en todo el plano xy
(figura 5.%), excepto en una cierta region, I'g¥, limi-
‘tada por la curva C. Pasado algtin tiempo; ¢ > 0, di-
cha sobreelevacién se habrd extendido en un area
mayor, limitada por una nueva curva C. A dichas
curvas las llamaremos. frentes de onda Constituyen,
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sobre el plano X O V, el haz de curvas con un para-
metro, y cuya ecuacién es:

b(x, ) =GCot.
¢
X
Yy .
p’
Figura 5.°

La funcién ¢ ya vimos anteriormente que tiene
que ser solucién de la ecuacion:

gradg’»r=(.§_¢-)z+(ﬂ P _gH ___ﬂo_(t).

ox 3y / ct gHﬁH

8. Rayos.

Sea d o Ia longitud del elemento de arco de una

de las curvas (constituyen una familia con dos para-

metros) de trayectorias ortogonales a los frentes de
ondas (fig, 6.2).

Frentes de onda

ragos

Figura 6.*

(*) Esta expresion es, en realidad, Ja forma matematica
del método de los planos de oleaje del Profesor Iribarren.
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,

Por definicién de gradiente de ¢ :

gradt{a‘:%{i;
o

como:

grad cpl=—ci’—,
c

queda al igualar:

do L

dd ¢y
¢(x.y)-=cut

dy

—le =y,

at

Multiplicando estas dos tltimas igualdades re-
sulta:
do

LRl
= Ve

es decir, que la velocidad a que avanza el frente de
onda (velocidad de sefial), es funcién, en cada punto,
tinicamente de la profundidad H.

Las trayectorias ortogonales a los frentes de onda
¥ (%, y) =cot pueden obtenerse para cada solucion
particular .

> -
En efecto: Sea S el vector unitario | $'|=1 tan-
gente a un rayo en un punto P del frente de onda

Y (-'V, y) =cot.
Evidentemente:
-S>— grad ¢  grad¢
| grad¢ | lc

Por lo visto anteriormente:
| grad ¢ | = b 5,

de donde:

Y dividiendo por d x, queda:
I Rds 1)

1Fds 29
c 'dx € 39X

Derivando con respecto a o:

L (Lde) g o )=_L_a_;(34z_)=

¢ dx ¢ do \9x G 3x \39a
=L 8 (&)L B¢
g 9x \¢ ¢t 9x
Igualmente, con respecto a y:
d (1l ds\_ _ 1 3¢ __ 1 2loge
do \¢c dy ¢t 9y ¢ 2y

. X d .
Como PR _di son las proyecciones del vector
G

unitario S sobre los ejes O X, O Y, las dos ecuacio-
nes anteriores pueden agruparse en la ecuacién vec-
torial:

>
a (..1_ .S ) = — 1 grad (log ¢). (8-1]
do \¢ c

Pero como el desarrollo de la derivada del primer
miembro es:

-S>

S

au

->
S -

|

RINCr
26 o]

1 [
b
c? c

(SN

Y como segtin la primera férmula de Frenet, si n

: ->
es el vector unitario normal a S

->
s _

] >
—-n
dos R

siendo R el radio de curvatura del rayo en cl punto
considerado, queda, al sustituir en [8-1]:

I 3¢ 2 1> !
—_— Lt 5 n = — — grad (log ¢);
¢t 9d¢ A cR c grad (og ¢
como:
1 3¢ 3
— 2 = ——log ¢
ey 5o g¢
-> 1 -
A 2000 T g (log o) (8-2]
R 30
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