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LOS METODOS DIRECTOS Y LOS METODOS DE APROXIMA-
CIONES SUCESIVAS DE CALCULO DE ESTRUCTURAS

'Por CARLOS LORENTE DE NO

)
Ingenicro de Caminos, i

nicia el autor en este articulo una exposicion comparativa de los métodos de aprovima-

clones sucesivas (Cross, Cocchi, Kammiiller, Zaytzef, etc.), v de los métodos directos cldsicos,

pidiendo wna mayor difusién aconsejando un mayor . uso de éstos wltimos, como viene
propugnando, ya desde hace afios, el Profesor Peiia Boeuf.

I

La tltima publicacién del Sr. Lépez Rodriguez,

El método de Cross en serio y de broma ha’levantado,
como todas las suyas, un cierto revuelo, No solamen-
te su Andlisis del arco eldstico simétrico (1946), sino
todas sus restantes monografias y articulos, tienen
esa valiosa y dificil cualidad de ““Buscapié” (1),

De ese examen critico del “‘Cross”, lo que, como
era previsible, ha llamado primeramente la atencion

es una comprobacién, errénea, que hace su autor y

que le lleva a dar por sentado que el ““Cross” aplicado
a estructuras con piezas oblicuas da resultados in-
exactos (2). .

Es facil comprobar que tanto si la estructura tiene

elementos oblicuos como si no los tiene, el método de -

“Cross” da resultados correctos e idénticos a los de
cualquier otro método. Una comprobacién muy inte-
resante, por lo completo del estudio elastico del por-
tico en cuestion, es la expuesta por Miranda Lafuente
en su articulo Comentario acerca de “Il método de
Cross en serio vy de broma” publicado en esta REvIs-
T en el nimero del pasado diciembre, y categoricas
sus lineas finales: “Creo, pues, no hay motivo de
inquietud para los que hace tiempo seguimos estas
normas de calculo.” :

(1) Que, como el mismo Lopez Rodriguez nos recuerda
en su Andlisis del arco, es, segtin la Academia: Buscapié (de
buscar y pie), m. fig. Especie que se suelta en conversacion
o por escrito para dar a alguno en qué entender, o para ras-
trear y poner en claro alguna .cosa. ,

(2) La discordancia entre resultados que encuentra Lépez
Rodriguez estd motivada por un olvido, explicable, que co-
mete al plantear el “Cross” en su pértico oblicuo: la trasla-
cién de nudos no solamente induce momentos flectores en los
dos pies del pértico, 'sino que también los produce en el
dintel, precisamente por la oblicuidad de uno de dichos pies.
Es el olvido de estos momentos en el dintel el que le lleva
a un “Cross” erréneo. Decimos que el olvido r.esplta”expli—
cable, pues acaba Lépez Rodriguez de hacer aplicacion del
“Cross” a un portico- de idénticos- elementos, pero -con los
pilares verticales, en el que la traslacién de nudos no pro-

duce, por tanto, giro de la barra dintel. En este caso, plantea

y resuelve correctamente el “ Cross™ (v .lo  aprueba), y cuan-
do, para abreviar la exposicién del segundo, parte de este

primér caso, es cuando incurre ‘en el ‘olvido -causante de tan

inexacta conclusion,
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En El método de Cross en serio vy de broma, hace
su autor repetidas alusiones al prélogo de Fernandez
Casado a la 4. edicién (1946) de su Cdlculo de es-
tructuras. reticulares, encontrando desmedidas las
virtudes que Fernandez Casado le atribuyé, como:
“método "que. resuelve del modo mas sencillo y
exacto cualquier tipo de estructura reticular, por
complicada que sea”, y sobre esa: “claridad intuitiva
que satisface plenamente a la mentalidad ‘de los in-
genieros iberoamericanos”, ' _

Pues bien: precisamente en ese ntimero de diciem-
bre, nos enviaba la Revista el anuncio editorial de
la aparicién de la 6.* edicién del Cdlculo de estructu-
ras reticulares, y en él, el nuevo prélugo de Fernan-
dez Casado, del que transcribimos los siguientes pa-
rrafos: : . . .

“La utilidad del método de Cross, que la 6.* edi-
cidn de nuestro libro avala, no precisa discusion.
"Ha tardado unos afios en alcanzar universalidad,
“siendo de notar que los paises iberoamericanos han
“llevado la delantera... o :

”... Pero hay que dar al método toda la categoria
"que le corresponde en el campo tedrico. Es el ejem-
”plo més palpable del ‘“‘giro copernicano” que se-ini-
“cia en el Cdlculo de estructuras... El método de
”Cross da la pauta de lo que debe de ser un método
"de calculo: facil, elastico en la extensién e intensi-
”dad de su aplicacidn, y, lo que es mds importante,
"adecuado al fendémeno fisico que aborda. Basta
“recordar que el caso de la viga de varios tramos,
“tan insignificante en nuestro método, fué utilizado
“como instrumento de tortura en su ingente exposi-
"’cibén académica,

Al aplicar nuestro método estamos siempre a la
"vista de la estructura y nos damos cuenta del papel
“que desempefian cada uno de sus elementos. La
“tenemos a mano y se hace manejable, pues sin nece-
”sidad de recurrir a esfuerzos heroicos, podemos in-
Ytroducir variaciones en la forma y dimensiones de
“sus elementos hasta en los filtimos momentos del
”proyecto.” _ : :

" La.lectura ‘del comentario de Emilic Miranda y .
la-:de “este’ préloge de Ferndndez Casado, no sola-
mienté habian disipado toda duda en la abrumadora
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mayoria de “crossistas” que, hoy por hoy, existe en-
y ‘ | ,

tre nosotros, sino que habran reafirmado su conven-
cimiento en las superlativas excelencias de! método.
En definitiva, es de temer que el trabajo de Lépez
Rodriguez haya ejercido un efecto contraproducen-
te (1), y aun agravado, quizds, el mismo peligro del
que nos querfa precaver: el peligro que encierra toda
cosa que se presenta como la panacea universal,

* K K

Al leer las anteriores lineas, se habra dado cuenta
el lector que es también nuestro propdsito el tratar
de que cese esta peligrosa superestimacion y que, al
menos para los futuros colegas, el método de “Cross”
y, en general, los métodos de aproximaciones sucesi-
vas, sean tan sélo una entre tantas herramientas con
las que cuenta y que resulta adecuada realmente en
algunos, mas bien pocos, casos particulares de pro-
blemas eldsticos. . ‘

Advirtamos ya que no se trata de una critica sola-
mente negativa. Adrede hemos reproducido los ante-
riores parrafos, donde se resaltan las excelencias del
“Cross”, El que a continuacién proponemos, lo su-
pera ventajosamente en todas y cada una“de ellas,
sin que por ello pretendamos presentarlo como el mas
sencillo o como el mejor método. Una y otra cosa
dependen de cuil sea la estructura a estudiar,

Y digamos, también desde ahora, que no se trata
de algo tan serio como un “giro copernicano”. Nada
de eso: se trata, pura y simplementz, de la vuelta
a los mds clisicos métodos directos de la Elasticided ;
basta con tomar de cada uno sélo su faceta mds eficaz.
Todos ellos son una misma cosa, tanto méas facil de
comprender y asimilar cuanto mds evidente pongamos
su identidad.

Y como (signo de estos tiempos) siempre es me-
nester cierta propaganda, daremos ademas unos com-
plementos en forma de dbacos, para que, aparte de
todas esas excelencias, quede manumitido el calculista,

(1) Como también va a tenerlo el reciente articulo del
Sr. Lépez Rodriguez, “El método de Cross y el diagrama de
Williot", aparecido en el ntimero de febrero de esta REvVISTA.
No dejara de replicar Emilio Miranda que, al no existir, por
hipétesis de partida, mis deformacién elastica que la debida
a los momentos flectores, nada tiene que hacer, después de
esa hipétesis, el diagrama de Williot, que opera con los alar-
gamientos de barras por los esfuerzos normales, pues estos
alargamientos dejan de existir. .

Y que precisamente esa hipétesis- de ser nulas las defor-
maciones por esfuerzo normal y tangencial es la necesaria
y suficiente para que sean validas y rigurosas las relaciones
geométricas entre traslaciones de nudos obtenidas al consi-
derar los movimientos de los nudos de la estructura como
los de una cadena cinematica, estudio que no solamente se
hace en el “Cross”, sino que lo venian ya haciendo todos los
métodos- directos que operan, explicita o implicitamente, con
deformaciones. : ‘

En resumen: que el error estriba en la figura 14-c) del
libro de Loépez Rodriguez, por no haber dibujado la defor-
macién del dintel, y no en la 14-d) que, contra lo que opina
en ese articulo su autor, es correcta.
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en los casos mas frecuentes, incluso de la servidumbre

operatoria. * ok

Pero, antes de entrar en materia, creemos nece-
sario aclarar uno de los juicios antes reproducidos:

" el de la rapida difusién en los paises ibeioamericanos.

Este hecho, absolutamente cierto y para todos hala-
gador, no es debido, como con modestia cree nuestro
compafiero Fernandez Casado, a la claridad intuitiva
del método de Hardy Cross, sino que es exclusiva-
mente debido a la claridad expositiva de Fernindez
Casado en su Cdlculo de estructuras.

Los trabajos de Cross y el tratade de Cross-
Morgan, que, aun sin necesidad de traduccién, podian
haber encontrado una facil difusién en los medios
técnicos europeos, no han podido penetrar en la forma
original de la exposicion de Cross. Esta exposicion
de Cross y Morgan, tan henchida de dogmatismo (de .
la que la figura I es una muestra muy representativa),
habia de repugnar, pese a la legitimidad de los resul-
tados, a gentes habituadas al rigor légico e incluso
a la duda cartesiana. Y me parece que ain con mayor
razon hubiera, inevitablemente, chocado con el modo
de ser de Iberoamérica, sin la intervencién de Fer-
nandez Casado, que ha sabido, con tacto, eludir el
caracter antindmico de un método que, basado en el

v True Moments for Pe=30%;
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PROBLEM:~ To Find the Moments in the Frame Shown Oue fo Load of 30*
PROCEDURE:

2 Determine relative displacements in members,

2 Assume fired-end moments of £100in A8 and determine other fixed-end
moments proportional fo 4 {; .

3 Distribute momen’s.

4 Locate pomnts of inflection from these moment's and drow pressure line.

F Determine shear in one member and draw force pelygon 1o find horiz-
ontal force.

6 Mu'tiply all moments by the ratio of horizontal force found to given horiz-
ontal force. '

Fia.. 33 Moment Distribution — Sidesway

Fig.. 1,— Del capitulo. IV det “Continuous frames of rein-
forced Concrete”, de H. Cross y N, D, Morgan. .
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estudio de los giros, opera sin conocerlos, y en cuya
lectura se encuentra de improviso el lector con que
esta distribuyendo el momento 100, sin que aparezca
claro que ello tenga relacién alguna con el entretenido
estudio de vigas simples al que acaba e sometérsele.

Los articulos, muy numerosos por cierto, que es-
pecialmente en Centroeuropa, se han ocupado del
método de Cross (1), han cuidado desde el primer
momento de poner de manifiesto su esencia y justi-
ficacion elastica. Y de esta preocupacion ha resultado
inmediatamente su perfeccionamiento y la elabora-
cién de nuevos métodos de aproximaciones sucesivas

. . 1
que reducen los inconvenientes reprochados al de

Cross. Tal, por ejemplo, el del Prof. Kammiiller, de
Karlsruhe, con el que, en vez de tener que calcular
en cada nudo tantas columnas de operaciones como
extremos de harras concurren en dicho nudo, hasta
hacer una sola columna de operaciones, que es la
correspondiente a las aproximaciones sucesivas del
giro del nudo. Bien se comprende que, por ejemplo
en entramados, la diferencia entre tener que ir calcu-
lando los valores de los momentos de las cuatro barras
que concurren en el nudo, a calcular solamente - el
valor del giro de ese nudo, es considerable y ‘que
resulte muy aliviada la machaconeria operatoria del
Cross. Idéntica ventaja operatoria ofrece el método
“de los momentos auxiliares”, del Ingeniero belga
Descans. En uno y otro, el trabajo previo de deter-
minacién de rigideces y coeficientes de reparticion es

exactamente el mismo necesario para el de Cross, y -

su -asimilacién, para los habituados al de Cross, es
inmediata.

Algo mas recientes son los trabajos del Ingeniero
francés Serge Zaytzeff sobre' estructuras de varios
pisos, y en los que, partiendo de la simplificacion
operatoria de Kammdiller, hace en cada etapa de re-
particién la compensacién del desequilibrio entre los
esfuerzos cortantes en las columnas, evitando asi la
necesidad del empleo de las fuerzas ficticias de inmo-
vilizacion de los diversos pisos. Es, pues, un método
que creemos satisfara plenamente a los “crossistas’,
ya que les evita el planteamiento de los sistemas de

(1) Entre europeos (Timoshenko incluido, pag. 384 de su
Theory of Structures), lo general es denominar este método
como “The method of successive approximation”, “La mé-
thode d'iteration” o “Die methode der sukzessiven annédhe-
rung”, citando el nombre del ingeniero yugoslavo K. A, Ca-
lisev, de Zagreb (léase Tschalischev), que fué el primero en
aplicarlo al calculo de estructuras en 1922, Tschalischev mis-

mo aclara (tomo IV de las Mémoires de la A. I, des P. ¢t

Ch., 1036) que para ello se inspird en el utilizado por los
ingenieros norteamericanos Hardesty y Waddell para estudio
de las tensiones. secundarias -debidas a la rigidez de los nudos
(1916), a su vez basado en el utilizado por Otto Mghr (1835-
1018) en 1906, Hardy Cross da al método la forma que
conocemos en 1032, No creo ‘que estas indicaciones sean
ociosas: el mismo H. Cross no ha pretendido se le réconozca
la originalidad, como tampoco en sus tiempos lo pretendiera
Vespucio, y amarga experiencia tenemos los ibéricos' de los
inconvenientes' de que no se designen las cosas desde un
principio como se debieran.
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ecuaciones a que da lugar el empleo de los apoyos
ficticios. . x K

‘Parecerd, pues, que con estas recientes mejoras,
el empleo de los métodos de aproximaciones sucesivas
ha de resultar indiscutiblemente mds ventajoso, y
més desacertado todavia el propugnar la vuelta a los
clasicos métodos directos. Ni aun asi son mas venta-
josos, y oigamos precisamente la opinién que les me-
recen a sus propios autores, Sres Kammiiller y Des-
cans. Dice este Gltimo, como nota final: “Au cours
?d’une conférence faite en décembre 1942 a la Cham-
“bre des Ingénieurs-Conseils de Belgique, nous avons
“comparé la méthode ordinaire de Cross aux calculs
"graphiques de la méthode des points fixes, basés sur
”la détermination des foyers (ou points fixes), des
"lignes de repére des lieux des moments dans les
"divers éléments droits d’un ensemble hyperestatique.
"Nous avons été amené a dire que la méthode des
"points fixes était nettement plus avantageuse que
"celle de Cross aux points de vue de la clarté et de
"la rapidité des calculs si, comme le cas se présente
"presque toujours en pratique, I'ouvrage en question
"doit étre étudié pour une série d'états différents de
"sollicitation. ,

”Nous trouvons le méme avis exprimé dans 1'étu-
"de précitée du proffesseur Kammiiller. Ces inconve-
"nients de la méthode de Cross sont atténués, mais
“nullement supprimés, par les simplifications présen-
“tées ci-dessus.” (Annales des T. P. Belgique, abril
1045.)

II

Se trata (por ahora) de estudiar las solicitaciones
— momento flector y esfuerzo tangencial —en una
estructura formada por piezas rectas de inercia cons-
tante, en la cual los nudos no pueden experimentar
mas movimiento que el de rotacién, no pudiendo
realizar recorrido lineal alguno. (Las deformaciones
por esfuerzos normales y las debidas al mddulo de
elasticidad transversal, son supuestas nulas en estos
estudios.)

El elemento generativo, con cuyo solo estudio
queda resuelto el de la totalidad de estas estructuras,

‘es el de la pieza recta representada en la figura 2

pieza de inercia constante, apoyada en su extremo A
y con empotramiento eldstico en el extremo B. A este
empotramiento eldstico en el extremo B se le ha dado
en las figuras una representacién “a la americana’:
unos apoyos que fijan el extremo B y un resorte que
coarta el giro de este extremo B de la barra. Es, pues,
este- muelle espiral el encargado de materializar el
“peso- elastico” del apoyo B, es decir, su “flexibili-
dad” al giro, que designaremos por gg. Un par Mg
aplicado en este resorte B, produce el giro (fig. 2-a):

‘ | 0= M,. g5, .
y este “elastische gewicht” o “coefficient de flexibi-

163




lté” nos viene dado como la relacién constante entre
el giro 85 y el par My que lo provoca:

0 B
MR

(y estimamos preferible dejarlo asi definido en vez
de decir que es: el dngulo girado por la aplicacion

=g, (lon™ ' fuerza'T ) (2]

¢ (Flexibilidedes)

La

8 )
Mg : GAB*ET,p , .Elas
p:A : | we } KAB‘,LAB @ka
@B- BeMg'Ts (1) . Q) B Mo=0s-Ks (3)

de apoyo articulado. Por el contrario, cuando el “peso
elastico” o flexibilidad gy va siendo menor, tanto
menor sera también el giro, y para ggs = 0, estare-
mos en el caso limite dé empotramiento perfecto
en B. (Este caso limite es, precisamente, el que se
toma como punto de partida en el método de Cross.)

Pero, en vez de hablar de la flexibilidad al giro,

(Rigideces)

91:) @ M
g M (2) % . B B=é_§ (4)
S po— LpB ———
A’

A/B?}.ﬁi‘l radianes

: B

M L radi
Cpe A, ==

ACK o MAEIrad‘a““‘

A Va 3
ABA,=VyL-gy radiancs

ABA = T
2 B
T~ 2 g b T~ V% 4
ADASVEGpa=Vsgrrad. A ApA,= g
— 2 L A~ AAo= 2(.1-_ 1
Ah= Vi 2(ge* 587 1 =R K e
k
L 2+
Jdat 557 A, Ma.3 Kas
V. =_/:’\_A. BY 2EL (5) Ma VAg_Cﬁ.E._-—k— (6)
ATTL L 3+ 2R
9+ 5ET Kas

QA’(@*‘@ ) ‘(mf‘@)

N S
8= ABA'- ABA

pd-—32 | (14

INig. 2.— Anilisis de la viga simplemente apoyada en un

de un par unidad, definicién con la que son frecuentes
los errores en sus dimensiones y hasta en su con-
cepto) (1). . S

Cuando la, flexibilidad de este resorte va siendo
mayor, con mas libertad ird girando el extremo B,
y para g = o0 estaremos en el caso de la fig. 3-D,

(1) También sc le denomina “Einspannungsmasse” y es
designado {recuentemente por la letra e en la actual lite-
ratura sumza. .
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extremo y con apoyo con rigidez al giro en el extremo opuesto.

podemos igualmente hablar de la “rigidez al giro”
c!e ‘ese resorte, (ue denominaremos kg y que no es
sino su inversa:
L

L

&r
y con ello las [1] y [2] quedan escritas en la forma:

kg =

M, = 0y Ky, _ﬂ—‘L’ = kg (long. fuerza.) [Blyi4

B
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Este “coeficiente de rigidez” k. que nos da la
relacién entre el par My aplicado y el éngulo 65
girado, es el denominado por Zafra y Pefia ‘“‘masa
elastica”, y originariamente por Wilhelm Ritter
(1847-1906), “Elastizititsmass” (medida elastica).

En la exposicién del método de Cross y analogos,
suele ser definido como momento capaz de producir
el giro unidad, lo que puede inducir asimismo a con-
fusion. Advirtamos, por ello, que tanto el “peso elds-
tico” g5, como su inversa la “rigidez” k4, son mag-
nitudes esencialmente positivas. Basta observar que
el trabajo elstico almacenado en el muelle espiral, al
deformarse por la accién del par Mg, tiene las ex-
presiones siguientes, seglin operemos con una u otra:

1 1
-—Z—-MB.OB:T M'B.gB
1 1 -
—Z—MB‘OB=70L" kg
* ok ok

El estudio de barra articulada en A y elastica-
uente empotrada en B, sometida a la accion de un
par M, aplicado en su extremo A, resulta entrete-
nido, y sobre todo poco claro, hecho por aplicacion
reiterada de los teoremas energéticos de minimo.
También es entretenido hecho a través de la viga
equivalente (1), y en cambio es inmediato y mas
visible concebido como superposicion de dos estados
isostaticos: el de la ménsula empotrada en B some-

tida a la accién del par M, (fig. 2-D), y el de esta

misma ménsula sometida a la fuerza I, equivalente
a la reaccién del apoyo A4 (fig. 2-¢). Ll valor de esta
reaccién desconocida ¥, vendrd definido por la
simple condicién de que el recorrido .4-Ax (fig. 2-c)
a ella dehido, sea igual y opuesto al A4-A" producido
por el par M , (fig. 2-b).

En la figura 2-b quedan anotados los elementos
principales de la deformacién producida en la mén-
sila, deformacién obtenida a su vez por superposi-
cidn de la debida al giro, de valor M, "¢ s radianes,
que toda la pieza experimenta por la flexibilidad
del empotramiento eldstico B, y de la debida a la
flexibilidad propia de los elementos constitutivos

(1) Entendamonos que nos referimos a la aplicacién res-
tringida de.los tecoremas de Mdohr, que hoy se estila, Sélo
se emplean para el caso de la’ viga simplemente apoyada,
finico en el cual la viga ficticia a cargar con el diagrama de
momentos flectores tiene la misma sustentacién de la viga
real. En los demas casos, a la viga ficticia deben dérsele
sustentaciones distintas a las de la real. Estos casos, que en
Estatica Grafica son directos, se abordan, en cambio, hoy
por reiteracion de ese exclusivo caso de la viga simplemente
apoyada, '
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de la barra A B, respecto a su seccién terminal (1).

Anélogamente se ha procedido en la figura 2-c:
la reaccién incognita Vo produce en B un par
IV o *L,y, por tanto, un giro de V5 * L * gn radianes
en el resorte, giro que arrastra, en su movimiento, a
toda la barra y al que se le agregd la deformacion
que, respecto a su seccion extrema, experimenta una
pieza A B cargada con una fuerza Fa en su extre-
midad libre 4. (En las figuras 2-b y 2-¢ se indican
los valores correspondientes a todas estas deforma-
ciones, que el lector podrd comprobar comodamente,
pues se trata ‘de los casos mas elementales de defor-
macion.) ‘

La igualacion de recorridos

L L
M,.L — V=V, .L? —,
A (gB+2El) A (g,,—{— 3E1)
nos da como valor de dicha incégnita el siguiente:
v, = SATTIN 5]
YL g
B O3EN

valor que podemos expresar en funcién de la rigidez
k, del empotramiento elastico y de la rigidez propia
K ,, de la barra:

24 ks
V. = M, _é.. _;__..._.I.{_“_“__ 6]
AT L2 3t Kk,
K

Al
Llevado el valor de I/, a la figura 2-¢, y super-
puesta esta deformacion con la de la etapa 2-b, obte-
nemos el estado 2-d que descabamos: barra apoyada
en Ay elasticamente empotrada en B.
En particular vemos que este extremo A, en el
que hemos aplicado el par M, , ha experimentado un

~giro:

L
dg, + —
0 o=M . L ) l:I_____

A * 4&EI L
3 P
g, + £
=M GAB 4gB+GAB . [7]
A 4 3g,+ G,»

(1) Bajo la accién del par M, , cada clemento diferencial

. ds .
de la barra sufre el giro elemental M, TR y cl giro de

un extremo de la barra respecto al otro extremo tendra, cl

L - : i
valor suma M, TR Este factor Tl el peso eldstico
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1 .
G, de la barra. Su inverso K, g = medird, pues, la “ri-

gidez de la barra”. Valor, como vemos, que depende exclusi-
vamente de las caracteristicas geométricas L (luz) e I (inercia

de la seccién) de la barra y de las propiedades elasticas E-

de su material, 'y es un valor intrinseco de la pieza, sea ‘cual
sea la sustentacién que le demos, . :

R R
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|
3
l
i
it
v
1

La relacion entre este giro 6, y el par M, que
lo ha producido, es precisamente el valor del “peso
elastico”, o flexibilidad al giro, del extremo A de
la barra, ' :

Y su inversa, o sea la relacion entre el par M,
aplicado y el dngulo 8, producido, es la “rigidez al
giro” de dicho extremo A. Que expresada en funcion
de las rigideces resulta ser:

k
34—
KABv
kA=KAE.4—-—-—-—";—-—. [8]
44—
KAB

Si, como es el caso de la figura 3-a. el resorte 5
tiene una flexibilidad g, cero, o sea una rigidez %,
infinita, o, en otras palabras, si la pieza estd perfec-
tamente empotrada en B, la rigidez al giro de su
extremo apoyado A toma el valor particular:

A AR
L

(valor al que impropiamente se le denomina en la
exposicion del método de Cross ‘‘rigidez de la
barra’).

Fig. 3.— Casos limites de sustentacién, de los que parten
los métodos de aproximaciones sucesivas.

Si, por el contrario (fig. 3-0), el resorte B tiene
una flexibilidad g, infinita, es decir, una rigidez &,
nula, o sea, si la pieza estd articulada en su extre-
mo B, la rigidez al giro de su otro extremo A toma
el valor particular:

A AB L
(que es el otro valor de que se parte, como simplifi-
cacion, en el método de Cross).

Entre estos dos casos limites la expresién [8],
Jue no se negard que es sencilla, nos irda dando a

conocer directamente el valor exacto de la rigidez -
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al giro k, del extremo A. Escrita en la forma si-

guiente:

3+h

kA — KAB
=4 [11]

AB 4+ kll

KAB

es, ademds, susceptible de tabulaciéon de una vez
para siempre, como se aprecia en el abaco I.

Otro elemento que nos ha proporcionado la figu-
ra 2 y que interesa anotar, es el valor del momento
fAlector en el empotramiento elastico B:

- ) L 1
m=m—n¢=—m2m. T

3ga+E‘

que, escrito en funcion de las rigideces, queda en
la forma:

’

kB
K
= Ma __]__ Am
23+@
KAD
Iste factor:
kl!
1 KAB
f, =2
= , (12]
3 :
KA B

(coeficiente puro sin dimensiones) por el que debemos
multiplicar el par M, que se aplica para obtener el
momento flector que se induce en el empotramiento
eldstico B, es el denominado generalmente entre nos-
otros “factor de transmisién” (1). En los métodos
de aproximaciones sucesivas, al no estudiarse sino
los dos casos limites citados, no existen sino los dos
valores limites siguientes:

para k, = oo (empotramiento perfecto): ¢, = -%-,

para k, = O (articulacién perfecta):, , =0,

entre los cuales estd comprendido normalmente el
valor del factor de transmision.

(1) ‘'W. Ritter empleaba la locucién “Verkleinerungsver-
hiltnis der 'Stiitzenmomente von Offnung zu Offnung”, bas-
tante mas apropiada que la de *carry-over factor”, dada
treinta afios después,
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Este factor de transmisién no es tampoco, como
vemos, ninguna caracteristica intrinseca de la pieza,
pues depende de la relacion de la rigidez k, del em-

licitante, el diagrama de momentos flectores 2-¢ pre-
sentard siempre como punto de momento flector nulo
el mismo punto intermedio I, cuyas distancias abso-

ks
Determinacidn, de 5 5
derecha ajzqurmerdas, A AB ;
o fos coracteriStieas Las :
eldsticas de o es— A (KAB= EY AB)
tructura Las
Ra/Kag
- O - — 3.00 _ ~ 0 —_— — O
I o ? S T F - E -]
S ¢ - 02 - f£3053 — E - 3 — E 7 3
0% [ 53 N E 0050 3 E o.ds0 3 ‘
0 g2 r 941 - £s03 — F -3 - B Z 4
o318 r 9§ - E 3 EoZ ] Eo -
SoR 92 4 — Es53F — fofed T OF = ]
Eauh] - 09 F 3 ; ] {0.100 -3
wo|Q - 10 4+ — §3203 — £ O 4 - F - 4
- 12 4 E 3 Lo 4 -
F o ] — £33 — EOROF — b T3
F 18 o 1 _ FE - 3§ _ {omsso-
E 13 4 T E 3307 E - 3 L]
- 20 = £ = 1 0.200— Foo_
- 1 — 3387 — ¢ - 34 7 ]
T _ Esupd - 23 _ b oC 3
E g0 3 E +0.250 {-0.200]
? is ; - E‘&AS E E D3 L -]
E fod — f3s03 — £ 2 4 — F 7 7
+ &S - E 3 £ 0.300 + ro-
L sod4 — £3553 — - 4 — [ - ]
- 5.5 E = Lo~ ]
r &88g — f3eo 4 — F - 1 — 10250
E %03 _ Eaesd — F0350F _ | - 1
- 80 -1 ETT 3 - 3 i b
fe0d _ Esp3d — £ - 3 - F 7T
10 7 =370 3 E T
F% 3 ~ F3153 ~ fosog — ]
Yo E E Eo- ] CoT
Q% _‘"::‘ ga 2 — E‘ 3.80 —E - [ ] L 0.300-]
0% - 207 _ Esss3 — F - 1 — |
gg% T %3 ] c 3 L 0.450 0,310 -
§€ B =S £30F T b -3 L 0,320 -
v 4 4 - £ 3 _ b -4 -t
il B3 T I T heaed - b
e &~ 4,00 1 — 0.500-1 — 1-0333-
X
k—A/KAB _ -,
k Deberminacion, de
A A izquierda adere—
-\g/ chas, de kys caroc-
T LI teristicas elos —
: AB ticos de [o estrug

Abaco I para la determinacién de

potramiento a la rigidez intrinseca K, . Su valor
también lo encontrard calculado el lector en dicho

abaco 1.

Sea cualquiera el valor que demos al par M, so-
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3

tura :

las sucesivas rigideces de los nudos, de los factores de transmisién
y de la situacién de los puntos fijos.
lutas a los extremos de la pieza tienen por valores:

1 t

AF=L ; FB=L——"—; [13]
‘ 1+t I+t y
167



expresados en funcion del valor del factor de trans-

mision, Designando por 8 la distancia unitaria fl—f,;

que es la que mAas interesa posteriormente, y expre-

sandola asimismo en funcién de la relacién de rigi-
deces, resulta:

kB
o FB_1 K,
T T3 T (1]
24 —=
KAB

cuyo .valor también nos lo proporciona el dbaco I.

Este punto es el “Festpunkt” de la literatura
alemana, “foco de influencia” en la exposicién de
Pefia Beeuf,

Observando estas tiltimas expresiones, vemos que
tanto da conocer el valor del factor de transmisién
t.» como el conocer la posicién B del punto fijo.
En el estudio de vigas continuas es frecuente operar
partiendo de los valores de las abscisas unitarias y
en funcién exclusivamente de ellos obtener todos los
restantes elementos, En estructuras, hemos de ir su-
mando las flexibilidades de los pilares con las de los
dinteles, y ya no resulta esto posible, siendo menester
operar simultineamente con flexibilidades,

La ventaja que existe en operar con los valores
de “rigidez al giro”, en vez de operar con los de
“flexibilidad al giro”, es, en la practica, muy impor-
tante. La rigidez de un nudo viene dada sencillamente
por suma de las rigideces de los extremos de las
barras en él concurrentes. Operando con flexibilida-
des, la flexibilidad del nudo es la inversa de la suma
de las inversas de las flexibilidades de dichos extre-
mos de barras concurrentes, lo cual no deja de ser
ciertamente una complicacién operatoria que, como
vemos, desaparece totalmente al operar con “rigide-
ces”, Esta wltima tendencia de operar con “Widers-
tandes” es la adoptada, por ejemplo, por Mayer, que
en su Newe Statik (1938) las personaliza tanto, que
incluso habla de la “Fortpflanzung des Widerstan-
des”, lo que no ha dejado de provocar algunos co-
mentarios. (1), en que se le advierte que solamente

puede hablarse con rigor de una “Tortle1tun<r der
Verformung”,

Pero lo que no es necesario en modo alduno es .

que limitemos nuestras posibilidades, empefiandonos
en manejar s6lo una parte de los elementos que nos
da la figura 2, cuando lo claro y sencillo es utilizarlos
conjuntamente todos ellos. Y la forma mds practica

(1) Krabbe, en B. mui E., 20 abril 1940: “Verformungen
'pflanzen sich tatsidchlich gesetzma551g fort, Widerstinde
nicht; Verformungen kann man sehen, W:derstande nicht”.
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de hacerlo es la dada en las férmulas- [11], [12] ¥
[14], utilizando como valor auxiliar la relacion
ks /K, de rigideces, con lo que en un solo abaco
podemos hacer simultdneamente la lectura de:

1.° La rigidez del extremo A (por su valor rela-
tivo k. /K, 5). :

2.0 El factor de transmision (¢,, por su v%lor
absoluto).

32 La distancia del punto fijo (por su abscisa
unitaria B).

(Ta tnica dificultad que en ello existe, que es el
margen de variacién, desde cero a infinito, de esa
relacién, k, /K,, queda salvada con la adopcién
para este dbaco de unas escalas-base hiperbolicas. La
adoptada nos da, para los valores &, /K ,,, que son
los que mds interesan, una escala lineal; y para los
de t,, y B unas escalas de lectura muy exacta.)

Otros elementos que nos da directomente la fi-
gura 2 son los giros experimentados por los extre-
mos de la pieza. El extremo A, al que hemos apli-
cado el par M, , ha girado el angulo (ver [7]):

‘4+

o =M Kie (5]
A
. kA KAB 4 (3 + i kB )
KAB
y el extremo B, sometido al par M, inducido, el an-
gulo: _
" _ﬂ_ MA.tAB’=_ M, 1 [16]
*T ok, kK K,, K,
B B AB 2 (3+
- KAH

La relacidén entre giros es, por tanto:

S __ 2 (17
R k,
b —
KAI]

Todos estos valores quedan tabulados en el dba-
co II. El valor de entrada de este abaco es, como en
el anterior, la relacién &, /K ,,. Los giros §, y 0,

barra y del par M , solicitante:
. M "
b, = [0]-‘M — . [0, ],
KAB
M L
on% K:B [enleA.Tl'-[onlv

leyéndose los valores numéricos de los coeficientes
[64]y [85] en el dbaco. (Para empotramiento per-
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fecto en la extremidad B, es decir, k, = oo, los gi-
ros son (fig. 3): T ’

h=Momr b
que son los valores iniciales de partida en el método
de' Kammiiller. Para articulacién perfecta en la ex-
tremidad B, es decir, para k, =0, los giros toman
los conocidos valores:

6A=MA'_L—' 08=—MA——£:—'
3EI] 6EI
correspondientes al otro caso extremo,

‘ . Empotromianto eldstico
I4 - ks enelextremo derecho. .
AVZ &\ Giros producidlos por e/

K 6 {%8~""1

Paf'.‘/_WA .

Ox=Ma g7 [0a]; 0= MagilPe]
kp/Kap Y (6g) 6s,/0p
— 0 — —0333— — —0466-3 — T 0.500—
L ot0 —0.330 — 1—0.1603 li E
o2 4 — | ] - L 1 - g
- 838 0325 0150 E pieo
+ 050 1+ - T T 0480
- 0.60 | [—0-320— 0140 — £
C 31— 1 - r T - E 3
L aag - - 0.315 +—0.130 — o 3
Flood - | 1 — p § - posed
E 120 —0.310 — 10120 — 3 ]
I | - T T ~ F .
T 1.60 T - 0,305 -0.110 3 g
- 080 1 — | — L 1 — L0380
20 5 _ to300-1 o004 F 3
13 21:5 T — 102954 . {0090 _ Eos]
£33 ] o] E
E = 3 - —0.290— —  1—0080— — [ E
E® T . L 1 3 3
=43 =+ — L 0.285 - — _0'070__' — 0,250
T 45 . ] L ] 2 E
50 — ~ - I ] - £ 3
. 55 - —0.280 — +—0.060 — L _'
~-60 4 — | 4 — L 1l -  [o0.200-]
- 65 -t L ] L 3
70 4 _ to2rs4 _ p0oso—t _ F E
—80 1 . | 1 - . E E
£ T -~ {020 - {o0s—p — 0150 7
rie g ot 4 o F 1 - B
iy g 1 0.265 - —0.030 — 3 E
= i‘% = - 1 - L 1 — 0100
-s " m0%0—  — ooy - F 3
o O - - F { -~ {0050
= S = 0,255 - —0.010 — E 3
e 3 — 1 - L 1 - E El.
EZ _ Lowl Lo 1 B, 3

20! g
ka/Kas (6] [0a] 64 /B8
kg Mp_—~_ = Empotramiento eldstico

en el extremo izquierdo.
G/ros produciclos por el
por Ms

95=MB'Elfi [BB] N QA=M3"'E},‘I'[9A]

Abaco II para la determinacién de los valores de los giros
: de los nudos. - :

ABRIL 1953

‘Quedan ast, pues, conocidos también los-giros de
las secciones extremas de la pieza y cnlazado este
proceso de célculo con los métodos que toman como
incégnitas los giros de los nudos.

Fig. 4.— Recorrido de izquierda a derccha.

En la figura 2, el empotramiento elastico co-
rresponde al apoyo de la extremidad derecha de la
pieza. Si, por el contrario (fig. 4), fuese el extremo
izquierdo el extremo eldsticamente empotrado, y &,

la rigidez al giro de este empotramiento elastico, los .

valores de rigidez k ,, factor de transmision t,,
y distancia « del punto fijo a dicho extremo A, se-
ran los siguientes:

kA
3+ o
ky 4 K, , [11 bis]
-KAB ’ 4_|_ kA
KAB
kA
1 K, [12 bis)
=
34 —2—
KAH
.
o AF_ 1 K,, [14 bis)
L 3’ k
242
KAI!

valores que igualmente nos proporciona el abaco T,
cuando entramos en su primera columna con el va-
lor de la relacién &, /K,, . (E idénticamente el aba-
co II nos da también los valores de los. giros cuan-
do la pieza elasticamente empotrada en 4, es solici-
tada, en su extremo apoyado 5. por un momen-
to M, ). ‘

‘ (Continuard.)
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