APLICACIONES ESPACIALES DEL METODO
DE LAS TRANSFORMACIONES |

Por FEDERICO GODED ECHEVERRIA,

Ingenicro de Caminos.

Prosentamos a contimuacion el cuarto articulo sobre cl clevado tema del epigrafe, que nos
remite el aulor, v que sin duda intercsard a los lectores wersados en estas materias.

v

Obtencién de la funcion de tensién
de los cilindros.

Antes de proceder a su generalizacion conviene
recordar la forma usual de obtener esta importante
funcidn, la cual puede utilizarse, no solamente para
¢l estudio de cilindros con distribuciones de fuerzas
simétricas alrededor del eje, sino con distribuciones
de fuerzas mas generales (*).

Se comienza buscando una solucién de la forma:

w=f(r).senz, ' {106]

de la ecuncion S ¢ = 0. Reemplazando en esta ecua-
cién el valor de ¢ anterior, resulta la ecuacion dife-
rencial de segundo orden siguiente:

ef 47 =
rdr'-' ‘ dr J.r=0 ot}

cuya integral general es conocida.
In efccto, si en la ecuacion de Bessel:

Xy xy (X =)y =0, (108]

se cfectiia el cambio a = jr, se llega a la siguiente:
, & d o1 o

82 8L epyy=0,  nog

dr? dr

la cual coincide con la propuesta [107] para v =0.

(*) El estudio de los cilindros {ué primeramente iniciado
por lLamé y Clapeyron en “Memoire sur Uéquilibre inte-
vieure des corps solides homogénes”, Jowrnal de Crelle, vo-
lumen 7. Pero quien en realidad encontré por primera vez
la solucién general de este tipo de problemas fué ¢l Pro-
fesor L. Podihammer, en ¢l afio 1876, en su trabajo “Bei-
trag zur theoric der Biegung des Kreiscylinders”, en el
volumen 81 del Jowrnal de Crelle. Este profesor encontrd
la solucién general del problema de un cilindro circular de
longitud infinita, sometido, en su superficie, a un sistema
cualquiera de cargas, repetido a intervalos regulares,

La solucion encontrada comprendia el caso de los siste-
mas de cargas no simétricos con respecto al eje del cilin-
dro. Su solucién general no es comoda, excepto en los casos
en que pueden detenerse los desarrollos en el tercero o cuar-
to término, lo cual puede hacerse con una buena aproxi-
macién cnando la relacion del didmetro a la longitud del
cilindro es una cantidad pequefia. A la misma solucion llegb,
casi simultincamente, M, C. Chree en “The equations of
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Iista tltima tiene como soluciones particulares las
dos funciones de Bessel modificadas, de primera y
segunda especies. _

La de primera especie es, segiin sabemos, la si-

guiente:
r\ +2K
. |3

K=o K!T(v4-K--1) "

y la de segunda especie, para valores de v no ente-
ros, es la siguiente:

1, (n=

[110]

L,(n—1,0
Ky (r) = — X —=Y - (111]
2 senym 1
y cuando el orden v es igual a # entero:
K, (n= lim K (7). [112)

Y—>n
an isotropic elastic solid in polar and cylindrical -co-ordi-
nates, their solution and application”, Camb. Phil-Trans.,
valumen 14.

La primeras aplicaciones pricticas de esta solucion ge-
neral son debidas a L. N. G. Filon, quien, en ¢l trabajo *On
the clastic cquilibrium of circular cylinders under certain
practical Systems of Load”, en Phil Trans of the Royal So-
riety of London, series A, vol, 108, afio 1002, estudia y re-
suclve tres problemas de gran interés practico.

)

z

La solucién de Pochhammer-Chree, utilizada por Filon,
y que cs susceptible de ser ampliada por el presente método,
es la relativa a aquellos sistemas de cargas tales que los re-
corridos tangenciales que originan son independientes de 4
(r@ y ¢ son las coordenadas polares esféricas de un punto,
. v ¥ w l0s recorridos radial tangencial y en el sentido del
cje g, respectivamente),
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Ast pues, la integral general buscada de la [107]
sera:

F=ay I, () - a. Ko (r). [113)

Y la solucion de la forma [106] de la ecuacion
S e =0 serd, pues, la siguiente::

o = [a, 1y () + as Ky ()] sen z. (114]

Se procede de una manera andloga para encon-
trar soluciones de la misma forma de la ecuacion
S2e=0.

Reemplazando [106] en la ecuacion S* e =0, se
llega a la ecuacién de cuarto orden siguiente:

a2 1 d af 1 df
L TS [ Y ol A S
(drﬁ_i—r dr )(dr9+r dr

Recordaremos que cn csta  hipOtesis (ver el trabajo

. . . Qu cw
citado de L. N. G. Filop) las derivadas —— ¥ =~ deben
)z ar
satisfacer a la ccuacién en derivadas parciales:
Y] 2 1 ] a2 2 1
(Zaliel 2ot (BL4 2Lyt 2L L)e
rEA ort r ar rr] \2#& r r 9r r
= Drf=0. )

Llamando D al operador del primer paréntesis, Pero es
f4cil comprobar que entre cl operador D y ¢l operador S [411,
existe la relacién:

DEL:.@.sf; 10}
3r 9r
y de aqui se deduce:
3 . 2 3f
oS f=D=Sf=D"——. C)
ar d or d or H

Por consiguiente, si S =0, serd D'-%‘—P- = y también,
si S0, $*e=0, serd: ‘

ol
p2% g0 p2f=0.
ar ar

Asi pues, derivando, con respecto a r, las soluciones de
las ccuaciones Se=0y Sp= 0, obtendremos soluciones
de la ecuacidn [a].

Por lo tanto, la generalizacion de la funcion de tension
de los cilindros (solucion de $* o= Q) proporcionard simud-
taneqinente, por simple derivacidn con respecto a 1, una ge-
neralizacion de la funcidn de los recorridos de Iilon, solu-
cion de la cenacion [al.

La {funcién utilizada por Iilon en ¢l trabajo antes men-
cionado es la siguiente:

f=Acos(Kz-i-a)l‘(Kr)+Bcds(l(a+(3) K (K1)t
-+ Ccos (Kz-}-")rl.,l{r)—i- Dcos (Kz+d)rKe(K 1)+ [d]
+Ez cos (Kz+€) L (Kn+Fz cos (Kz-+0) Ky (K,

que os facil comprobar, puede deducirse devivando con res-
pecto a » la [143) cuando ar==0s= by=0bs=0

Ta funcién de Filon, generalizada, se obtendrd, como
acabamos de decir, derivando con respecto a r la [141], que
obtendremos después. En resumen, el presente método mnos
proporciona nuevos medios pard ¢l ostudio de los cilindros,
en los dos casos de distribucion de fuerzas simétricas, con
respecto al eje, y no simétrica con recorrido v independien-
tc de g, debiendo utilizar, en ¢l primero, la funcién de ten-
sion [141], ¥ en el segundo, la funcién de recorridos de
Tilon, obtenida por derivacién de la anterior. :
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f) =0, [115)

IR S R

la cual tiene como soluciones particulares, ademds de
las dos halladas, /o () y Ny (r), los dos siguien-
tes (¥):

f=ayrL () +arkin, (110]
(ue aqui no obtendremos, limitindonos a comprobar

que estas funciones satisfacen a la ecuacion dife-
rencial.

Para esta comprobacién es preciso utilizar las
formulas de recurrencia siguientes (**):

—) Lo =L =20,

2v

—2) KH_l(r)—l{v_,(r)=—r—KV (.

al (r) (tn
—3) r——(;——:vlv(r)—]—rlv_‘_l(r).

dK,(r
—4) r'—a—r——=v1{v(r)—rKv+l(r).

En cfecto, haciendo uso de [117-3] podemos es-
cribir:

drl, dl, '
rdr(r) =1,(n 4_,.7(;’_).:21, N+rh;
d‘.’.rll (r) -9 111 (r) _}_ 12 "_1_".1'2 (r) —_ -_2.1_1(L)-+ [118]
drt r
+ 5L () rl);

y de aqui:

derl(r) _1__1__ darl(n
drt r dr
— 41, ()

: 461y (r) + rl;(r) —rlh{(n=21IL(r), [119]

ya que de [117-1] se deduce:

AhO oy —250);

r O [20)
rly(n=rl(r)— 41, (r).

Vemos, pues, que 7 Iy (7) satisface a la ecuacion
diferencial de cuarto orden [115].

(*) Iistas dos nuevas soluciones particularcs suelen ob-
tenerse reduciendo el problema a la solucién de una ccuacion
de segundo orden, aprovechando la forma especial de.la
ccuacion de cuarto, que resulta, como hemos visto, de la
aplicacién reiterada de un operador, pero pueden también
obtenerse de una manera mis rapida y sencilla, como luego
sc verd en nota fuera de texto, utilizando la transforma-
cién que en el parrafo siguiente exponemos.

() A treatise on the theory of Bessel Functions, de
G. N. Watson, pag. 79, sccond edition, Cambridge, 1944.
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Analogamente se demuestra, haciendo uso de las
[117-2] y [117-4], que r Ky () satisface también a
la misma ecuacion diferencial. Podremos, pues, de-
cir que la solucién general de la forma [100] de
S =0 es:

o=la Iy (r)-}-as Ky (r) - |-ayr I, (1) -}~ a, r K, ()] sen z. [121]

Como nada se altera en el proceso de cdleulo se-
guido reemplazando cos 2 por sen g, se observa que

la ecuaciéon S?p =0 es también satisfecha por la
funcién:

o=1[b1 (r)—{-bg_Ko(r)—]—b;,rll(r)~}—b,lrk'l(r)]cosz‘ [122]

Para las aplicaciones pricticas es preciso disponer
de un mayor ntimero de constantes, lo cual se con-
sigue facilmente observando que, gracias a la homo-
geneidad de la ecuacion 5% o = 0, si la funcion ¢ (r 5)
la satisface, también lo hard la funcion ¢ (g7, q 2).

Llegamos asi, finalmente, a la funcién de tension
de los cilindros, normalmente nsada cn las aplica-
ciones, ue es la siguiente:

¢=[ay I (qr) + a, Ky (qr)-+-ayrly (qr) 4{-a,rK, (gr) sen z +
[123]
=101 45(qr) by Ko (qr) -+ by 1 1, (qr) |- by rK (g 1)) cos 2.

Haciendo aqui:

¢=I  (n=01,23..), [124)

siendo / la longitud del cilindro y aplicando el prin-
cipio de superposicion; la funcién de tensién hallada
[r23] proporciona, en virtud de las formulas |85]
sobre la superficie exterior del cilindro. la distribu-
cién de fuerzas deseada, expresada por medio de se-
ries de Fourier. Generalmente, la convergencia lo-
grada es lenta, lo cual dificulta extraordinariamente
las aplicaciones. I.as condiciones de sustentacion se
estudian, como siempre, hallando los recorridos. lis-
tos, se sahe (*), son los siguientes:

U=—11tv %% .
E droz
1+ S
v 2
W= — (1l — 2v) 82y - ¢ ____(_P__;
E [( v) 8% o T -+ b

y, por lo tanto, vendrin también expresados por sc-
ries de Fourier. Cuando se consideran cilindros ma-
cizos, como en los estudios de Filon citados, se anu-
lan los coeficientes b;, ya que, en otro caso, apare-
cerfan tensiones infinitas, pues K, (0) = co.

. (® The Mathematical Theory of Elasticity, de A. E. H.
Love, fourth edition, New York, 1944, pag. 276.
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A pesar de la dificultad antes expuesta de la lenta
convergencia de las series, la funcion de tension [123 ]
ha sido muy utilizada, en la solucidn de numerosos
problemas de tipo prictico, como indicamos en la
nata del principio de este epigrafe.

Generalizacion de la funcion de tensién
de los cilindros.

Comenzaremos demostrando la existencia de otra
transformacion, que es consecuencia de las anterior-
mente encontradas, y que nos va a ser muy util para
la generalizacion buscada.

Supongamos una funcion ¢ tal que I. ¢ = 0. En-
tonces podremos aplicar a esta funcion la transfor-
macion [38], deduciendo asi la nueva funcion:

fiRY =R o (R ) [126]

y segun sabemos, serd también 7. f; = 0 Podremos,
por consiguiente, aplicar a esta nueva funcion la
transformacion [39], de la que obtendremos la fun-
cion ;

Jo(RY)=Rf(R™1Y) =Ry (RY), [127]

lo cual serd tal que L2 f,=0.
Pero si hacemos en [18] g =12y f = ¢, obten-
dremos:

L(oR)=06p-+6R-2 % 4 p,—

aR 5 R

dw

=R Lyp+6¢-44R L.
R:Lo+ 060 R [128]

Aplicando ahora a los dos miembros el operador
I., resulta:

L (g RY) =L (Rt L o) ~|—6Lq+4L(R—z%)- [129]

Y como acabamos de ver que cuando L ¢ = () es
también L2 (p R*) =0 de la ecuacién anterior, se
deduce que en esta hipotesis deberd ser también:

L (R 33";{) =0 [130]

Esta nueva transformacion es particularmente atil
para el fin propuesto, ya que al aplicarla a una fun-
cién del tipo de las que entran en [123], deja inva-
riante el argumento de las funciones Bessel, como a
continuacién veremos.

Consideremos ahora, para mayor comodidad, la
Tuncion de tensién de los cilindros sin la constante g,
que introduciremos solamente al final.
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Tendremos:

o =[a, g1+ A2 A @y g -+ 05 ] sen 2 -
A~ [by w5 by % - by @p - 0y wg] COS 2] (131]

stendo

g = Iy (r)ysenz .= K,(r)senz

-G

oy =rl (r)sen z 0y = rK, (r)sen 2

[132]
w5 = Iy (r)cosz gy = Ko(r)cosz
op = I'ly (r) cos z wy = r Ky (r) cos 2.

De estas ocho funciones solamente las @1, @2, 95
y ¢ satisfacen a L ¢ = 0.

Partiendo de una cualquiera de estas cuatro fun-
ciones, pueden obtenerse tres sucesiones indefinidas.
Qistintas de funciones que satisfacen a L2e=0,y
en total, por consiguiente, dace sucesiones. Combi-
nando después linealmente entre st estas sucesiones,
se llega sin dificultad @ la funcién de tensidn gene-
ralizada.

Ia aplicacion reiterada de la transformacion | 130}
a cada una de las cuatro f unciones antes menciona-
das, nos proporcionard las cuatro primeras sucesio-
nes de nuevas funciones, que satisfacen a la ceun-
cion L ¢ =0. '

Designaremos Dor ¢ R la funcion obtenida al
aplicar la transformacion [130] a la ¢; por ¢ 2R la
obtenida, aplicando la misma ransformacion a la
¢i R, et

Tendremos, pucs, partiendo de la funciom ¢, la
sucesion de funciones siguiente:

3 @,
wr=Rog

9y 2 B,
 _R_FR _p L LR—
2R R sRHe IR
Qw: 0. 32 B 7] [133]
2eiaR 99 Lo S
o pltaR g LR —— R
3R 3R RN G R 3 RS

9% n—1HR

‘Pi,nR—_—R 3R

Asi, por ejemplo, la f uncién ¢y dard origen a la
sucesion de funciones siguientes, las cuales expre-
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samos por medio de las ¢;, utilizando las formulas
de recurrencia [117] (*):

To, =1, (r) sen z = I, (R sen §) sen (R cos 1);
= R[sen ¥ I'y (R sen ¢) sen (R cos ¥) -+
- cos b Iy (Rsend)cos (R eos ) =rI'y(r)senz +
4zly(r)cosz=rl(r)senz -2 I, cos z =

= Oy +-2 Pae

9,00 = R[sen & [, (R sen ¢) sen (R cos ¢) -+
- cos & I, (R sen §) cos (R cos ) +-
4 R*(sen ¢ Iy (R sen }) sen (R cos 4) -

-}- 2 sen ¢ cos & I, (R sen ) cos (R cos ¢) —

b [134]

— cost & I, (R sen &) sen (R cos §)] =
=(r =2l (Nsenz-+2rzl(r)cosz +

J-zl(Ncosz=(r*— 2w - 225 + Z %

Jeualmente, Ins otras tres funciones dan origen

a las tres sucesiones:
G = ri, (r)senz+z K,(r) cos 2= — gg+ 2@
@0 R= (rt— 2) Ky (rysenz — 2rz K, (r) cos 2 +-

.......... b,

"{'" R K” (r) COSZ = (]'2 —_ 2‘3) @y — 2z g -—!-- zc‘.q(.‘;

— s v

D .
PRI o P « s

s, R =rl(rycosz—zly(rsenz=m — 2o,

%52 R = (rt— 29 Iy (ncosz—2rzl(r)ysenz— {135}
—zl(rsenz=(*—2%) o — 229 — 2%
%, R =—rK,(r)cosz—zKy(r)senz = — gy — Z ¢y

960 R = (rt — 2%) Ko (r) cos z -+ 2rz K, (r)senz —

— 2Ky (senz=(r*—2" g+ 229, — 2 g

Utilizando las formulas de recurrencia antes ci-
tadas, cs facil comprobar que todas estas funciones
satisfacen a la ecuacion L e =0. Aplicando a estas
sucesiones la propiedad [44], podremos obtener otras
cuatro sucesiones de funciones, tales que satisfagan
a 129 =0. Fn cfecto, tendremos, segtin {44]:

i nR = *%im—NR,
L ‘?t(n—-l)R=0' (136]
qu’i,nR:O' ‘

(*) Se comprueba, como antes dijimos, la permanencia
en csta transformacion del argumento de las funciones
Bessel, contrariamente a lo que sucede en las transforma-
ciones [38] ¥ [39).
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y las cuatro segundas sucesiones de funciones asi ob-
tenidas seran (%) :

¢, 8 =2¢ =2zl (r)senz; !

by op=2¢, g=2rl(r)senz-} 22l (r)cosz=

= Z oy - &% g

(137)

bs, p =2 i
bs0 R =295 p = 291 — 2 41
Yo, R = % Poi

bo, 0 R = — 29 — 2° ¢u.

I21 tercer grupo de cuatro sucesiones indefinidas
de funciones que satisfacen a L% ¢ = 0, puede obte-
nerse aplicando la transformacion [127] al primer
grupo de series [134] y [135].

Lin efecto, designando por:

o Q'
7\i'nR=(r“ "*" Z‘)L.')[(n_l)R, [138]
serd, segun [127]:
L: )‘i,nR=0‘ [139]
Tendremos ast el grupo de cuatro sucesiones si-
guicnte:
Ay =2 o
o o o 0 £} .
MoaR= (P42 ¢y p = (" +2) gyt 2(* +2) g5

Mg = (7 2) g
7\2,2R=(r2‘|‘22)(2?u—%)?
N N 1)
R = (428 ¢

Vs ap =+ 2%) (4 — 2 91);

)\5'

)\G,R = (I'2

« L T T R R R S T

+ 2% @5
)‘6,21?: (rs 4 2%) (— g — Z Ga).

(*) Sc observa que partiendo de las cuatro funciones,
@ o gn Y oen se deducen por este método las otras cuatro
ey @1, @i ¥ s LEn cfecto, tendremos:

f1,R — ‘l’s,R = ¢3.

@5, R — Y6, R = 94"
[

¢, R 1T 9, R =1

96, R T b2, r = — %s-

Reemplazando estas funciones en L* =0, se comprucha
que I, (r) y » K1 (r) son soluciones de la ecuacién diferen-
cial [115], Como ambas son linealmente independientes, son

las dos soluciones particulares que faltaban y que indicamos
antes podrian obtenerse también por este méiodo.
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[ funcion de tensién generalizada, obtenida com-
binando lincalmente las sucesiones de funciones que
acabamos de obtener, es la siguiente;

e=Fy(gr)sengz+ F,(gr)zsen gz + F, (gryztsengz+...+
+fo(gr)cos gz £ (qr) zcos gz + [y (gr) 2 cos gz 4. =

w0 «©
= m.‘;‘o Fo(gr)z2™sen gz mE= of’" (q ()zm cos gz [141]
después de la introduccién del factor gq.

IEn esta sucesién indefinida se introducen ocho
constantes, cuatro en I7; (r) y cuatro en §; () por
cada unidad que se eleve el exponente de &.

Veamos la forma de deducir 77; () y f; () cuan-
do detenemos el desarrollo en 1 = 1.

Las funciones que entran en I, (r) y f; () se
deducen, como ya dijimos, combinando linealmente
las que integran las sucesiones [134], [135], [137]
y [140]. Tendremos en este caso:

@1,2r M g = s p) =12 o1+ 2
(?2,21(’"{‘7‘2,}?_%,}?):"3 Oy — z%,;

(142]
(95,2 1 hs, g —¥s, R) =195 — Z

S i i ET

(@6, 2R+ M, R — Y6,R) =T 5+ 2 ¢4

y estas cuatro funciones, unidas a las {1 p, Yag, ¥ng
y ¥ep, componen el grupv de ocho funciones que
constituyen las It; (r) y f; (r).

Asi, pues, la funcidn de tensidn en este caso serd:

y=aiko(qr)+a, Ko(gr)t+ayrli(gr)4-a,rK, (gr)—
—@ril(qr) 4+ agr*Ko(gr)] sen gz +
F10:56(an)+ Lo Ko(gr) + byr 1y (gr) + by T K, (g7) -
+ ol (gr) — b P Ky (gr))cos gz +
+lasho(gr) + ag Ko (gr) + ayr 1 (qr) +
+agrK,(gr)zsengz + '

[143)

+ s To (97) + b Ko (@r) + by r I () +
+ bygrK,(gr)zcosqgz.

Se dispone, pues, de dieciséis coeficientes, Dete-
niendo el desarrollo en m == 2, tendriamos veinticua-
tro coeficientes, y asi sucesivamente. Dando a q los
valores [124], tendremos, tanto los recorridos como
las tensiones, expresadas en series de Fourier, Asi,
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por ejemplo, deteniendo el desarrollo en m =1, ten-
driamos:

wn

= i ) TNRZ
c=2XA,sen . 4 X B, cos ——e——+

[144]

nwz o
—{—z[).‘.Cnsen-——-———-—i—LDncos an]
e e

y expresiones anilogas para los recorridos. Utilizan-
do distintos términos de la funcién de tensién gene-
ralizada aqui obtenida, se pueden resolver nuevos ¢
interesantes problemas en los cilindros.

R

El -proceso de calculo es largo, aunque no tiene
dificultad alguna, Esta nueva funcién, como indica-
mos en la nota del epigrafe anterior, puede tam-
bién servir con ventaja para la resolucion de nuevos
problemas con distribuciones *de fuerzas no sim¢-
tricas.

Terminamos asi este resumen de algunas aplica-

ciones a problemas espaciales del método de las trans-

formaciones, esperando que pronto una publicacion
més completa pueda reunir las aplicaciones planas y
espaciales, con ejemplos de aplicacién practica en
ambas.
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