CALCULO DE PRESAS-BOVEDAS CILINDRICAS
DE ESPESOR CONSTANTE

Por JUAN CERDO PONS,

Ingeniero de Caminos.

Presente ol autor un procedimionto de cilculo de  presas-bovedas  cilindricas de  espesor
conistante, tnspirado, segiin indica el misnio, cn el método propuesto por K. Vidal para
liminas cliindricas, v que sélo presenta, u s juicio, complicaciones algebraicas,

I. Generalidades.

Como es sabido, una presa-Ldveda continua se
caleula en T actualidad por dos procedimientos dife-
rentes:

Its el primero la consideracion de arcos virtuales
empotrados, en los que se supone dividida la estruc-
tura por planos horizontales, y el segundo, el proce-
dimiento del “trial Toad”, en el que se supone divi-
dida la estructura en dos sistemas de clementos resis-
tentes: por planos horizontales que lmitan arcos em-
potrados en arranques y por plancs verticales que
limitan piczas en voladizo, empotradas en la seccion
inferior; la igualacion de las deformaciones en los
dos sistemas conduce al conocimiento de la carga
soportada por cada elemento y, por tanto, de las ten-
siones internas del solido,

Tanto uno como otro sistema adalecen del defecto
de que Ins condiciones reales de trabajn son comple-
tamente diferentes de las supuestas en el cileulo, pues
en éste no se tiene en cuenta la continuidad del solido,
siendo ésta precisamente una cualidad del mismo que
falsea por completo los resultadas, Tanto se ha escri-
to sobre la inexactitud de los dos métodos sefialados,
(que nos creemos relevados del trabajo de demaostrarla,
v solo la resefianios como justificacidn del tipo de
presa y método de calenlo que proponemos,

En los primeros tiempos de construecion de pre-
sas-hovedas, éstas ‘empezaron calculindose por las
formulas de los tubos, suponiendo el solido que forma
parte de.la estructura como un trozo de un tubo o
pared de un depdsito cilindrico, Kste caleulo, para los
primeros ensayos de presas-hovedas, con alturas redu-
cidas (st bien no resiste un examen elistico no dema-
siado rigorista), podia aceptarse sin temar; pero al
ir avanzando la téenica de su construccion alcanzin-
dose alturas mayores, los errores de la teoria se pu-
sicron de manifiesto (aparte que su aplicacion se re-
ducia al caso de valles en U con paredes casi parale-
las), y se ahandond el método para dar paso a los dos
que mencionamos anteriormente. I's de hacer notar
- que con este procedimiento se obtenian espesores muy
pequefios comparados con-las dimensiones de altura
v radio de la hdveda, por lo que pueden considerarse

estos ensayos como los primeros balbuceos de presa
de tipo laminar,
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Nada se ha intentado, hasta ahora, para desentra-
fi

do que constituye la presa-boveda, con rigor mayor
que ¢l que pueden darnos los procedimientos de su
division “virtual” en elementos. [.o tnico que se ha
hecho (al menos, que sepamos) para proyectar una
presa-hoveda en la cual el régimen de tension sea
conocido, ha sido adaptar la estructura al céleulo, es
decir, crear un sélido cuyo cileulo se conoce. Nos
referimos a las presas de anillos independientes idea-
das por D. Alfonso Pefia.

[Zstas presas, que juzgamos una de las estructuras
mds originales e interesantes que se han conocido,
adolecen, como es sabido, de la necesidad del establ?—
cimiento de juntas horizontales. No queremos decir
con ello que sea un defecto dificil de subsanar, ya que
la interposiciéon en la junta de rodillos de fibroce-
mento parece que ha dado un resultado satisfactorio;
pero si creemos que si se pudiera conseguir que el
trabajo de una presa-hoveda fuera tan conocido (aun-
que mas complejo), como lo es en las de este tipo,
v no fuera necesaria la creacidn de las juntas, se
habria evitado la preocupacion que estos puntos dé-
hiles tienen que prodicis forzosamente.

1 tipo que proponemos en este trabajo no es mas
que otro intento de adaptacién de la estructura al
cileulo. Fon él se pueden determinar las tensiones con
la aproximacion que se quiera, mediante el 1}1étqc’10
que expondremos mds adelante, y cuya complicacion
es solamente algébrica, pues la resolucion del pro-
Dlema en ecuaciones diferenciales no tiene dificultad
ninguna, mediante unos desarrollos en serie conve-
nientes (1),

Se trata simplemente de un sélido lmitado por
dos superficies cilindricas coaxiales de eje vertical,
que constituyen los paramentos de aguas arriba y
aguas abajo; por un plano horizontal a la altura de
coronacién y por las margenes del valle en el cual
se encaja, [.a estructura es continua y esti empotrada
en toda la zona de contacto con las sustentaciones.
Por la definicién de sus paramentos se deduce la
constancia del espesor del solido. Naturalmente, el

(1) El método estd inspirado en el propuesto por R. Vidal
para laminas cilindricas. i
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terreno de las margenes puede sustituirse por ma-
cizos artificiales, si ello conviene.

Antes de seguir adelante, conviene hacer algunas
observaciones acerca de la forma y espesor de la
estructura que estudiamos., Su forma cilindrica dard
lugar a las dificultades de encaje en el valle, que pre-
sentan estos tipos de presa; ello quiere decir que estas
presas tendran un facil encaje en aquellos casos de
valles en U, y en los otros casos en los que por tener
el valle otra forma el encajarla resulte dificil, pueden
adoptarse multitud de disposiciones a fin de que re-
sulte factible (adicién de macizos supletorios, profun-
dizar las sustentaciones, ctc.), de las que puede adop-
tarse la mejor, mediante un adecuado estudio econd-
mico.

Ia constancia del espesor parece, a primera vista,
ilogico, y sin embargo, surge inmediatamente la con-
sideracion de que, por ejemplo, la seccién inferior
no se mueve, y la superior es la que presenta mayores
deformaciones en su plano, y de que, siendo maximo
el momento de empotramiento en la inferior, es nulo
en la superior; existe, por tanto, visto de esta manera
burda, una especie de compensacion en las tensiones,
que hace que el espesor uniforme no se considere
disparatado. No quiere esto decir que consideremos
la mejor manera de dimensionar la presa el proyectar
espesor constante, sino cque, como esta condicion es
fundamental para el desarrollo de su cileulo, la adop-
tamos sin reservas. Téngasc presente que, por cjem-
plo, en la presa de Pabellon (Méjica), calculada por
el método de descomposicidn en arcos horizontales,
y que es una de las mis delgadas del mundo, para
una altura de 35 mi., tiene cn su seccion inferior un
espesor del orden de 2,5 m., y en la superior, otro del
orden de 1,25 m. (el talud del paramento aguas ahajo
es, por tanto, de 0,032). Creemos que este ejemplo,
en el que no se tiene en cuenta el aumento (de ahajo
a arriba) de empujes por la deformacion eldstica de
la estructura, puede justificar en algo el perfil que
hemos adoptado.

I, Hipétesis previas.

Para el establecimiento del calculo de estas presas,
partimos de las siguientes hipitesis. de las cuales da-
mos en cada caso la justificacién pertinente:

1.* La presa es un soélido continuo.

La continuidad, sea cual sca el material de que se
construya la presa, es una condicién facil de cumplir,
Aun en el caso de que el material sea hormigén en
masa o armado y haya necesidad, por tanto, de dejar
juntas de hormigonado como consecuencia de los fines
de jornada de trabajo, pueden dejarse éstas normal-
mente a los esfuerzos totales de compresién (o de
traccion si ha lugar en caso de hormigén armado),
y para los efectos de la transmisién de esfuerzos es
como si estas soluciones de continuidad no existieran.

2 La presa estd empotrada en laderas y fondo.
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Ll establecimiento de estos empotramientos no
tiene dificultad practica ninguna,

3" Ll terreno que forma las laderas y fondo tie-
ne un coeficiente de elasticidad infinito.

Ista hipdtesis no se cumple en la prictica; pero
como la determinacion del coeficiente de clasticicad
es un problema muy complejo tratindose de rocas,
cl tener en cuenta en los cilculos unas deformaciones
de las mismas, aproximadas muy burdamente, no pa-
rece logico.

Sin embargo, si se quisiera tener en cuenta este
efecto, con el método que proponemos puede llegarse
a ¢l, por medio de aproximaciones sucesivas, del si-
guiente modo: se determinan los esfuerzos on Tos
hordes partiendo de Ta inmovilidad de ellos y se cal-
culan después los recorridos v deformaciones de la
roca para estos esfuerzos, Se hace un nuevo caleulo
igualando los recorridos de la presa a los caleulados
anteriormente para las sustentaciones, determinindose
asi unos nuevos valores de los esfuerzos de horde,
que dardn lugar a otros recorridos en la roca, Si éstos
difieren demasiado de los obtenidos anteriormente,
puede hacerse otro calculo teniendo en cuenta estos
ltimos recorridos, y asi sucesivamente.

4. LI material que constituye la presa es elds-
tico ¢ isdtropo.

I.os materiales de construccién que se emplean en
la actualidad, dentro de los limites de error conside-
rados en Ingenierfa, cumplen estas dos condiciones.

5" Se supone que ¢l material sigue la ley de
Hoolke.

Esta ley es la admitida generalmente en los cileu-
los elisticos, v nosotros la adoptamos por su mayor
sencillez; no obstante ¢l método de cileulo que des-
arrollamos mds adelante, puede llevarse a cabo sin
mis complicacion que la mayor complejidad algébrica,
con otras leyes de tensidn-deformacion.

6. Se supone nulo ¢l coeficiente de Poisson,

La anulacién de este coeficiente no obedece mis
que a la conveniencia de simplificar algéhricamente los
calculos para la mejor comprensién de! método, y
ninguna dificultad ofrece tenerlo cn cuenta, ya que
hasta partir de las expresiones 1/ en vez de las 2,
legdndose a desarrollar el método en la misma forma.

Por otra parte, la influencia del cocficiente de
Poisson es pequefia en la mayoria de los casos.

7. Se prescinde en el establecimiento de las ecua-
ciones de equilibrio interno de las fuerzas de masa.
Se supone que éstas se distribuyen con arreglo a las
teorias de la Resistencia de Materiales, sumandose
después a las tensiones obtenidas para la aplicacién
de cargas las debidas al peso propio, para tener el
estado de tensidn del solido.

Creemos que esta hipétesis es menos errénea que
el resolver el problema elistico considerando las fuer-
zas de masa. s evidente que si Ins fuerzas de masa
no actuasen hasta que la estructura estuviera cons-
truida, entonces el considerar que se reparten las ten-
siones correspondientes con arreglo a la teoria de
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Resistencia de Materiales, entrafiaria un error al no
poder seguir las zonas de cmpotramiento en las Tade-
ras los recorridos compatibles con la distribucion de
tensiones apuntada; pero las fuerzas de masa empie-
zan a actuar desde el momento en que se empieza la
construccion, por lo que, a medida que va avanzando
ésta, la estructura presenta las deformaciones corres-
pondientes y no es ningtn problema insoluble el con-
seguir con gran aproximacion que las deformaciones
sean iguales a las del solido sin coaccién lateral, Iin
estas condiciones no hdy gran error al considerar el
reparto de las tensiones debidas al peso propio en la
forma sefialada, '

84 Se admite el principio de Saint-Venant en la
seccion de coronacion.

[ste principio se suele admitir siempre en las so-
Juciones eldsticas, por lo que nosotros lo admitiremos
también sin reservas.

9. Aparte del peso propio, se supone que sohre
la estructura actian las siguientes cargas:

@) Carga de agua normal al paramento de aguas
arriba y aplicada al mismo.

b) Viento constante en magnitud, actuando ner-
malmente al paramento de aguas abajo y supuesto
actuando como una succién sobre el paramento de
aguas arriba,

Indicamos aqui la carga de viento, aun a sabien-
das de que solamente podrd tener importancia en
presas muy delgadas y en el caso de embalse vacio.

El suponer que actia como succién en el para-
mento de aguas arriba en vez de presion en el de
aguas abajo, es solamente con el fin de aprovechar
parte del céleulo relativo a la carga de agua, y dada
la pequeiiez de la presion, creemos que no introduce
demasiado error.

¢) Esfuerzos debidos a la temperatura.

111. Calculo.

Tomamos un sistema de coordenadas cilindricas,
en el cual el eje ‘coincide con el de los paramentos.
il origen se toma en el punto de interseccion del
cje con el plano horizontal de la superficie libre del
agua a embalse lleno, Sea z la distancia de un punto
cualquiera del solido al plano horizontal citado, consi-
derando las positiva cuando estd mas hajo del mismo;
sea r la distancia del punto al eje, y sea 6 el angulo
que forma el plano vertical definido por el eje y el
punto, con un plano origen pasando por el eje. Il
plano origen de las 6 se tomard seglin la conveniencia
de cada caso, considerandose las § positivas, segiin
el movimiento del reloj.

T.as tensiones a considerar serdn las siguientes:

sz = tension normal dirigida segiin . Positiva
en traccidn.

s, = tensidn normal dirigida segtin r. Positiva
en traccion.
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s = tensién normal horizontal situada en el
plano tangente a la super ficie cilindrica
ideal, con cje en el de origen y que pasc
por el punto, Positiva en traccion.

t.,= tensién tangencial situada en un plano ver-
tical que pasa por el eje. Positiva cuando
en el elemento diferencial en la cara
r=r osth dirigida hacia arriba y en la
cara =7 + d r estd dirigida hacia abajo.

t, = tension tangencial situada en el plano tan-
wente, Positiva cuando en el clemento di-
ferencial en la cara g=g estd dirigida
hacia la izquierda y para £=2 +d & ha-
cia la derecha,

t,;, = tension tangencial situada en el plano hori- -
zontal que pasa por el punto. Positiva
cuando en el elemento diferencial en la
cara B =10 esti dirigida hacia el eje y
sara § =6 -+ d 8 estd dirigida en sentido
contrario,

Tos r _orridos a considerar seran:

1 = recorrido segun z, Positivo hacia abajo.

o= recorrido segin r. Positivo alejandosc del
eje.

w0 = recorrido segin la tangente. Positivo en el
mismo sentido que las 6.

Il problema se resuelve descomponiéndolo en
fases:

1.0 Tincontrar una solucién general de tensiones
y recorridos tal, que haga que s,, f:y ¥ £, sean
hulas en los paramentos de aguas arriba y aguas
abajo.

Iiste problema, que como verenos se resuelve
planteando dos ecuaciones cuyo grado depende de la
aproximaciéon con (ue se OpEre, dard unos ciertos
valores de las tensiones y recorridos en funcién de
unas ciertas constantes arbitrarias, cuyo niimero es
igual al doble del grado de las ecuaciones planteadas.

2.2 Fncontrar una solucién de tensiones y reco-
rridos tal, que haga que en el paramento de aguas
abajo las tensiones §,, f,, ¥y fyo S€AN nulas, y en el
paramento de aguas arriba lo sean las t.p ¥y tpn ¥
la s, coincida con la carga de agua (o la de viento,
en su €aso). :

IEsta solucion dard para las tensiones y recorridos
valores petfectamente determinados.

3.0 Hallar una solucién de recorridos con tensio-
nes nulas que represente una elevacion o disminucion
de la temperatura, supuesto el solido libre.

Con esta solucién se tendran unos recorridos per-
fectamente determinados.

4. Sumar las tensiones y recorridos de las fases
primera y segunda, e integrar las tensiones a lo largo
del espesor para tener los esfuerzos normales y tan-
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genciales y los momentos flectores y de torsién tota-
les en cada seccién. Estos valores vendran en funcio-
nes lineales de las constantes arbitrarias, cuya deter-
minacion se hace como a continuacién se indica.

Para que la solucién de tensiones sea compatible
con las sustentaciones, es necesario: a) Que en la
seccién superior sean nulas las tensiones s, top, Lo,
b) Que en toda la zona de contacto con el cauce, sean
nulos los recorridos u, v, w, y los giros correspon-
dientes.

Nosotros sustituimos ecstas condiciones por las
siguientes:: _

a) Que en la seccién superior sean nulos los mo-
-mentos flectores y de torsién y el esfuerzo normal y
los tangenciales correspondientes a esta seccidn.
) Que en ciertos puntos de la superficie de contacto
con el lecho y margenes del rio, los recorridos y los
girgs_sean nulos,

Las dos condiciones que imponemos, como se ve,
no son las exactas, pero con ellas se puede aproximar
cuanto se quiera la solucion con sdlo elevar cl grado
de la ecuacidn de que hacemos referencia en la pri-
mera [ase, pues se eleva simultineamente el nimero
de constantes arbitrarias, y con él, el niimero de con-
diciones que podemos imponer,

La primera condicién impuesta equivale a aplicar
el principio de Saint-Venant, que consideramos acep-
tado y, por tanto, no discutiremos su aplicacién.

La segunda condicién se aplicard para el niimero
de puntos que el niimero de constantes nos permita.
Naturalmente que, a mayor ntmero de éstas, mayor
exactitud entrafiard la solucién.

El modo de operar va a ser el siguiente: Como
resultado de la aproximacion con que operemos, plan-
tearemos unas ecuaciones de un clerto grado.

Las constantes arbitrarias se determinaran apli-
cando la condicion primera, a la seccidn superior,
y la segunda, a ciertos puntos en contacto con las
sustentaciones, Conocidas estas constantes, la solucién
elastica esta perfectamente determinada y podran ha-
llarse los lugares geométricos de los puntos que ten-
gan uno de los recorridos o uno de los giros nulos.
Iistos lugares geométricos seran superficies que pa-
sardn por los puntos que hemos considerado para la
determinacion de las constantes, que no coincidirdn,
en general, con la superficie de sustentacién, pero
que si la distancia entre ellas (medida segtin 2, segiin
r 0 seglin §) es menor que el error con que se sumi-
nistran los datos, pueden considerarse coincidentes vy,
por tanto, exacta la solucidn encontrada Iin el caso
de que las distancias fueran mayores, hay que buscar
una solucién mas aproximada, elevando el grado de
las ecuaciones y anulando los recorridos -y los giros
en mayor niimero de puntos, s evidente que de cada

NOVIEMBRE 1952

vez las dos superficies diferirdn menos y, por tanto,
debe llegarse a la aproximacion deseada

La eleccién de los puntos que se consideren fijos
debe ser cuidadosa, asi como los recorridos lineales
y angulares que deban considerarse nulos en ellos,
pues de la acertada distribucion de estos puntos vy
recorridos depende el que se llegue mas pronto a Ia
solucion.

5.0 Sumar las tensiones y recorridos de la pri-
mera y tercera fases, y operar en igual forma que se
hizo en la cuarta,

6. Sumar las soluciones de la cuarta y quinta
fases para tener las solicitaciones mds desfavorables,
¥y comprobar con ellas la estructura.

A continuacién desarrollamos el método de cilcu-
lo hasta donde es posible; sin complicar demasiado
la exposicién, prescindiendo de transformaciones y
calculos intermedios,

Lcuaciones de equilibrio interno en tensiones.

dz dr r

ds, dat,, 1 (dl

z 0
LTI

at ds dt
zr r_ _1_( ro 'I"sr"—sll)=0; [1]
dz dr r di
dtyy | di, _1_( s, p ')_‘0
dz ' dr ' r \ a0 Y77
Tensiones en funcion de recorridos.
du
S, =hp-+2G—;
V2 Pt 42
S, = lp—f—QGﬂ*;
dr
dw V
Sy=MAp-42G —1i
! ; (rd() + r ) ,
dw dvy W "
L
dr rdi r
1w du
t,,=G[2¥ :
z ( dz I rdo )
dv du
t,,= G|——= - —— H
Er ( dz 2 dr )
siendo
E=mébdulo de elasticidad.
v = coeficiente de Poisson.
G= E A= Ev .

21+ It (—2y

_ du dy dw Vo,
r dz dr+rd6+r'
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con v =20, las expresiones [1'] se convierten en:

du
sZ:Edz;
s,,:E—%—v—-;

r
S“=E(ddw0 "{”—v_)y

r r

2]

¢ = E [dw L _dv_ W
A (dr rd0 r
y _E dw du '
207 o\ dz rd ]’
. (v z__) |
o\ dz dr i

Sustituyendo las expresiones [2] en las ecuacio-
nes | 1], se tiene:

g dru o dw o du dU
dz dr: rd (e rdr |
dv dv arw
+ dzdr a rdz rdzdl '
d*u dvy dv d=vy
. ~ 42—+ ——
dzdr d z: dr red 02
42 dv + d*w _3 ‘dw _ 3]
rdr rdrdb rrdo /
r
d* u o dy 9 dv 4-
rdzdl rdzdl rrdl
aw dtw - (d*w |
-} + =0. |
| d 2z dr +r2d02 /
Iinsayamos la solucion de recorridos:
4 P4
X 5 Y ®
t=e R Ucosnl+e T senn 0;
x 2 yZ
v=e " Vcosnl+e RQ sen n o (4]

z z
w=e F Wsen nf)+ey R S cos n 0;
donde & ¢ y son constantes adimensionales: n, un
nimero entero, y R, el radio del paramento de aguas
ahajo.
T.os valores U, T, 17,
de 7 solamente.
Sustituyendo los valores [4] en las ecuaciones
[3], haciendo el cambio de variable r =R (1 + h)

Q. 17, S, son funciones

y teniendo en cuenta que las ecuaciones deben ser
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idénticamente nulas en § (ya que deben verificarse
para cualquier valor de ), se tienen los dos sistemas
siguientes, en los que se han suprimido ya factores
comunes

n 1 du ;| a*U
2 X? — ——— -
( (l+h)’) 1+a dh T d h* +
dV % W
X —— X ——-xn =0
R + 144 T L4k
de+(xv,»_._"_”ﬁ)v 2 _dV
dh (1 + e I'+h dh 5]
42 dfv_!_' n_dw W =0
dh? 14+h dh (1 4 h)®
U v n dvVv
xn 2n 4- —
1—%—/1‘+ (1 + h)t 1+h dh
—(x‘-'—— 2n )W— W _o.
(1 + h)? dh?

ST i ) 1 dT | &*T |
2y T - _
( (1 + hye Jr1+h i Tae T
dQ Q S
+y——+y———ny——=0;
dh Y 1+4h yl+h
AT | (e _m+2 _2 4dQ
Y dh -i—(y (1 +h)2)Q+ I1+h dh 6]

+2daQ +3[2 S———- n ds:: H
dht (14n2 (4h) dh
T Q n dQ
ny. 2n +
1+h+ (l—i—lz)‘~‘+l+h dh
2 n® a:S
3 S =0.
Hr =) St ;

Ahora bien: U, T. IV, Q, W, S, son funciones
de r y, por tanto, de 2. Admitiran, pues, un desarrollo
en serie potencial de h, con coeficientes constantes,
uniformemente convergentes para todo valor de h
menos que la unidad, o sea:

Us=U, +U h+ Uy 24Uy 18+ ...
V=V, + Vi hVy B2 Vy B
W=W,+ W h+ Weht+ Wy + ...
T=T, +T, h-+Ty B2+ Ty B+ ...
Q=Q +Q h+ Q+Q h*+ ...
S=8, +8 h+S, k48 W+ ...,

(7]

L '
1--h (1 4-h)*
en la forma: oy

se desarrollan

Por otra parte,

1 .
— =1 —h R =R
1-4h
i (8)
_—=1—=2h--3hR - 4.,
(1 + hyt : | *
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Vamos a ver ahora que, cualquiera que sea la
potencia en que nos detengamos al considerar el des-
arrollo [7] y [8], todos los coeficientes que entran
en los [7] se pueden determinar perfectamente en
funcién de los dos primeros de cada desarrollo. Lin
cfecto: Al sustituirlos en los sistemas [5] y [6],
deteniéndonos en los términos de grado p, ohtenemos
seis ecuaciones con p 4 1 términos en cada una, que
tienen que ser idénticamente nulas, ya que se tienen

cientes, y como en total tenemos que determinar
6 (p + 3) de ellos (téngase en cuenta que entran las
derivadas segundas), nos quedan indeterminados
solo 12, que tomamos los dos primeros de cada
desarrollo.

Mas adelante veremos comao se pueden determinar
estos 12 coeficientes.

Sustituyendo los valores [7] y [8] en los sistemas

que verificar para cualquier valor de /i, o sea que en
total tenemos O (p - 1) ecuaciones entre los coefi-

[5]

ciones, obtenemos los sistemas siguientes:

U +xVy+nx W+ U +xV +2U,=0
(X—n2—2)V,—3n W, +xU +2V +nW, +4V,=0.
—nmxUy—2nV,+(x* =2y Wy—nV, 2 W,=0.

2 nt Uo—xVO—anH-(Zx-—-nn-- WU, +xV4+nxW +2U,42xV, 46U, =0.
Rt Vy+obnWetxt—nt—4)Vi—4nW,+2xU,+4Ve--2a W, 12V, =0
nxUp+4nV,+an Wy—nxU —nVy+(xt—2n) W, —2nV,+ 6 W, =0,

—-3n U +xVy+nxWe+QQr+ 1)U —xV,—ax W, +Qx*—n*—=2) Uy, +x Vo
+nx We+3U; +3xV,-+12U,=0.

— 3t +2) V(,-—Qn WU—}—(2n~-|—b)V1+7n W, + (2 —m—06)Vo—5n W, --3xU, 16V,

(2 x* — n¥)

y 6] y haciendo idénticamente nulas las ccua-

+ 30 Wy 424V, =0, ol
-—Il:\U(.—()Il V‘.-6n- Wy-+nx UG -+3nV,+4m W, —nxU -+ —2nm) Wy—3nV,+
+ 12 W, =0.
AUy —xVy—nxW, -840 +xV,+nx W +Q2n2) Uy — x Vo —nx Wy-- (25
= =) Uyt xVy+nx Wy+4U+4xV,420U; =0
A2 Vo 2R Wo— (3 48) Vi — 108 Wy (202 +8) Vo 80 W, - (2 — 12 — 8) V, — 6.0 Wy -
"}—4XU.(+8V| {‘471 W4'i'-40vfn:0' /
nxUy+8nV, +-8ntWy—nxU —=5nV,—6n Wi +nxUy+2naVy--a4n W, —nxUg+nV, -
' 2 —=2m) Wy —4n V420 W; = 0.
Cr—m)To+yQ-—nyS-+Ti+yQ+2T.=0
(P-nt—2)Q+3nS+yTN+2Q —nS8+4Q =0
nyTy+4-2nQy+ (P +2n) S +nQ +28,=0
2 Ty —yQu+nyS+@yr—m—=0)T+yQ —nyS+2T,+2yQ+06T,=0
@+ 4)Q—6nS +(—n—HQ+4nS+2yTu+4Q —2nS+12Q =0
~nyTy—4nQy+4nmS+nyTi4+nQ +(*—2n)8+2nQ;-+68,=0.
=3 Ty +yQ—nyS+@n+1)Ti—yQ+nyS+ 2y —n—=2T+yQ—nySi+3T+
+3yQ+127T, =0
—(3113+6)Qo+9nsn+(2n2+6)Q1—7ﬂ31~|-(}”-n‘-'—6)QH-5HS.:+3y7’:1-I-6Qu—3n~5'a+ (10]
+24Q =0.
anO+6nQ0—6n2s,—nyT,—3an+4n Ss+nyT+(*—2n)8,+3nQy+ 128, =0.
4t Ty—y Q+nyS—Br+)Ti+yQ—nyS+QCr+dT—yQ+nyS+ 2y —n—
—)Ty+yQ—nyS+4T,+4yQ +20T, =0
(4n2+8)Q—12nS—(3n2+8)Q+10n8S + @2n+8)Q—8nS;+(p*—n—8 Q+06nS+
+4yT4+8Q4—4”S~x+40Q5=0
—nyT.,—BnQo—{—Bn?Sn-%-nyT—|~5nQ1—6n S ,—nyTy —2n Qu+4nmS+nyTy—nQ+
+(pP—2n)8+4nQ,+ 205 =0.
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La forma de estos sistemas permite el calculo sucesivo de los coeficientes.
Sustituyendo ahora los desarrollos [7] y [8] en las expresiones [4], y €stas en las f2]. los valores
de S,, t,q y t., son los siguientes:

E [ *x% V% \
s,:-——R—-Ie Vit 2 Voh+3Vyht 4 ..) cosn 04 & F(Q4-2Quh -+
-3Q,ht - ...)sen 7 o].
E 2
;r,,z_R_[ex R (W, — Wy—n V) +Q@Wom Wi+ Wy—n (Vy— V) A+ ...) cosn b+ -
z
YRS — S —nQ)+ (28— S+ S+ (Q— Q) h+...) sennO]-
t”:“ﬁ'[e R ((x Vo+U)+ xVy+2Us) h + ...)cosnO +e R ((yQo—l- Ty)
+(le+2ﬂJ)h+...)scnn0]. ]
Como para h =0 dehe verificarse s, =1,y = 1 L
=1, =0, se tiene: 2 [ =2y Ty 4 2y 8.
U1=—xV(,; T1=—-—-yQ(); : —;—-[ —QSO]
Vi=9 Q=0 (12
1
‘/V1 =n V" + W(); Sl = — N Ql) + S()- -! 7[ ny TO —2n Ql) (}’2 —2 n‘.‘) SO]-
S . 1
Sustituyendo los valores [12] en las ecuaciones T; ==——6—[(2y~ —3n) T+ 2y —2nty—y) Q.,]
l9] y [10], de ellas se deducen los siguientes va-
lores : Qx:-é—[ ) Ty—3Q,— (ny*— nd —
U, = -;—ln—-Zx)Uu—ano] —272)80].
1
—_.1,__[ +nW] S;,:—a-[rzy'l‘o+(2nyﬂ—2n3+3n)Q(,——
3 - 2 (l )
=L [n xU,+2nV,—(xt—2nY Wu] — (y* -} n?) So]- (14]
.!_ 2 0 0 . l
: 7‘...=—21[(3y‘—4n9y‘3-—6y2+n4+Iln'ﬂ)To—
= ¢ — 3 —2n% x— x) V.
- [2x—3nm) U+ @x3—2n x—X) 0] Y — 6y —3y)Q— 20y —
1 o ; 2 —'2"3}""‘ ”y) Sn].
=5 [ —ntx) Uy~ 3Vy— (8 — n x* +2mw,). |
) Q=—clotny—4y T — @y —any +
'———'6‘[ IZJ&U,, (2nx —2n‘+3n)Vo-—(X +n)Wn]. [‘3] +2n4__6n2 _24) Qu’*"(?nyg'—'
— nt—14n) S2].
U,l=_21[(3x4—4n'~'x2—6x=+n‘+nnﬂ)UO+ S ) 2y —2m 2 n ) Tt (10
§ = —2my—2ny)T, nt —
F(—=2x +6ntx +3x)V, + T 24
4+@nx*—2p x— nx WU]. —9n) Q-+ —4ny: 430+
1 N +2n2)so]-
V4=-E[(nn~x—4x3) Uy—@xt—4n2x® +2nt —
— 6t —24) Vy— (T nx2— 14n3—14n) W,).
1 . . .
W4=.27[(2n~‘x+2nx——2nx3) Uy— (4n — Sustituyendo los valores [12], [13] y [14] en
o , los desarrollos [7] y [8], y éstos en las expresiones
—9n) Vo4 (x* —4n*x24+ 38— 2n2) Wo]. [4] y [2], tendremos el estado general del sélido

e e e e e e e e con cargas nulas en el paramento /1 = Q.

492 REVISTA DE OBRAS PUBLICAS




Primera fase.~—Las expresiones de las tensiones
Sy, tpa tro, en el caso que acabamos de estudiar,

z
E x4
sr=—Ee Rcosnﬁ[ -+ V, h»{——é—(x“—n‘lx)uu

—|-n Wg

——})—(n“—nx‘-’—{—?n) W

&

Yy

+

x|t

—nS,

. _E % U U ooa
-rz_z—l—ee cosnl | (n2—2x2%) U h+—2—(2x-——3n~)U0

—nx W,

E y%& . :
+—R—e Rsennb| (2 —2y°) T,y

+nySo
L ] +nx U
tro=—§—ex ke senn()\
2R +2nV,
—(x'-'—?n‘l) W()
z
+£ey<5’cosn0 =y
2R ) —2n Qo
—(y2—2n2)Sg

Si i = H es la ecuacién del paramento de aguas
arriba, los valores de s,, t.,, t,y , en este paramento,
se tendran sustituyendo én las expresiones [15] &
por H. Como estas tensiones tienen que ser nulas en
este paramento, se tendran dos sistemas de tres ecua-
ciones y cuyas incdgnitas son Uy, Vo, Wo, To, Qo
y So.

Tstos sistemas son homogéneos, y para que ten-
gan solucién distinta de cero, serd necesario que los
determinantes de los coeficientes en los dos sistemas
sean nulos. Estas condiciones de compatibilidad daran
lugar al planteamiento de una ccuacion en a vy otra
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z -
e RsennO[—{-Q" II’FLZ(}J“-—IZ?‘V)TO /f_{_!

con tensiones nulas en el paramento de aguas abajo,

son las siguientes:

3
__2_V°

~|——-;—-(2x3—2n‘-’x) Vo
: [15]
-{——2—nx Wo

ht— @y =3 T,

1
+ - @y —=2nry Q

) 1
——nyS
g "% '
h—nxlU, 7
h‘~'+--.J+
—(nxt—n¥+43n) Vo
-—2”2W0

h+nyTo h‘-‘-}-....‘.
+ (tn—n®+3n)Q .

—2ntS,

en y, cuyos grados son iguales al cuddruplo del
exponente de la potencia de %, en la cual hayamos
detenido los desarrollos.

No desarrollaremos estas. ecuaciones. pues en el
estudio general que nos ocupa N0 es necesario, y que
se desarrollardn, posiblemente, mis cémodamente en
cada caso particular, Tampoco dilucidaremos aqud s
sus raices son imaginarias o reales, pues, como vere-
mos, podemos seguir el desarrollo tanto en un caso
como en otro.

Cada una de las raices de estas ecuaciones da una
solucién eldstica distinta, pues sustituyendo su vilor
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en el sistema deducido de las expresiones |15], ten-
dremos los valores de Uy, Vo, etc, en funcién de dos
de ellos (uno de cada grupo), y ya con ellos todos
los demds cocficientes, por las expresiones 1131 y
|14]. La solucion cléstica general se tendrd sumancdo
los productos de las soluciones particulares por cons-
tantes arbitrarins. Si las raices son reales, no hace
falta decir mas; si son imaginarias, es de hacer notar
que Ja solucion que dé una raiz serd imaginaria, con-
jugada con la que dé la raiz imaginaria conjugada
de la considerada, o sea: que la solucidén eldstica
general serd la suma de las partes reales o imagina-
rias de cada solucion clastica particular, afectada de
constantes arbitrarias.

Con la expresion de tensiones,y recorridos en esta
forma, s termina la primera fase.

Sequnda fase, —a) Carga de agi:

las expresiones de las tensiones £y, Fro, Sro
tales que sean nulas para 1t =0, siguen siendo las
[15]. Sabemos que la carga de agua se expresa:

Pp=—"2%

Por otra parte, lu expresion

ticne por Timite la unidad cuando K - tiende hacia

cero.
Por tanto, si | representa la altura de la presa,

;o z . ,
¢l maximo valor de—l- es la unidad, o sea que el ma-

. . R . “s
<imo valor de N == es K. Siempre podemos escoger
!

una K tal que haga que el error cometido al sustituir
K por sen N sea menor que una cantidad dada, por
pequefia que ésta sea. Iin estas condiciones, podenos
escribir para la carga de agua:

I R z

= ——senK — . —.
Pa K i R

Por otra parte, se sabe que:

1_—:—4— cos 0 — cos 30 -+ i cos50-...
T T 57
o sea, que puede ponerse:
41 R z
= — - senK.— . —cosnb,
Pa Z nKn { R

siendo n =1, — 3, 5, ...
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Ademds, como

sen K—'-R—« .

2
R 214

- w1 R .
puede sustituirse 4= *1 K - en las expresiones

|t5], asi como h por I y restar las dos soluciones.
Iintonces, para cada valor de # pueden identifi-
carse las expresiones [15] con las cargas aplicadas
y se hallaran asi los valores de los coeficientes y,
por tanto, los de las tensiones y recorridos.
‘s de hacer notar que de esta forma sc tendrin

“dos sistemas: uno, homogéneo, en T, Doy So y

otro, no homogéneo, en o, Vo y Wo Iste (ltimo
dard para los coeficientes valores no nulos en general,
pero ¢l primer sistema dard To = Qo==So =0, ya
que, como es el mismo que el obtenido en la primera
fase, si considerdsemos otros valores para To, Qo
y Sy distintos de cero, ello equivaldria a recaer en las
soluciones elasticas de la primera fase, que ya se han
tenido en cuenta.

) Carga de wienlo:
Como ¢l viento es constante, se tendri:
pv = Cv
pudiéndose desarrollar en serie doble de Fourier, es
decir:

pv=ZC>< L0 cos 222 cos n §;

pnw 21

siendo:
n=1, -3, 5...
p=1, — 3, 5 ..

i

v teniendo en cuenta qué:

pr R =z pxt R =z .

: P 22y bz Kz

cos_e_r..'i_——_;_l__ e 2 I R ,\..e 2 ] I\’l
2 1 2

puede aplicarse lo dicho al caso de carga de agua.
Tercera fase.— Conocida la temperatura en el
solido mediante una cierta ley, pueden determinarse
sin dificultad ninguna los recorridos en cada punto,
suponiendo el sélido libre,
Por ejemplo, para temperatura constante:

u=uat(l —2)
v=oatrn
w=20;

donde:

« = cocficiente de dilatacién;
{ == aumento de temperatura, en grados;

o sea que en cada punto los recorridos son perfec-
tamente conocidos.
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Cuarta fase. — LEn esta fase se resuelve el proble-
ma de determinacién de constantes arbitrarias, para
el caso de cargas de agua o viento, como ya se ha
dicho. Como ya se ha indicado anteriormente el modo
de operar, s6lo haremos aqui unas observaciones so-
bre la eleccidn de los puntos que deban considernrse
fijos y la manera de imponer las condicinnes de borde.

En primer lugar, vamos a definir los esfuerzos
que consideramos en cada punto:

Esfuerzo normal dirigido segin 2:

H
Nz=R[0 s, (1 -+ hydh.

Esfuerzo normal dirigido segtn §:

H
N :Rf sy dh.
0

Iisfuerzo tangencial paralelo a la generatriz:
- (H
N =R [ tydh.

Iisfuerzo tangencial paralelo a la tangente;

- ‘
N,y =R /0 t,o (1 h)dh.

Iisfuerzo cortante segin la generatriz:

*H
LZ=R/ b, L+ Dydh
Jo

Iisfuerzo cortante segun la directriz:

‘H
Ly =R / t,yd h.
J 0

Momento flector seglin la generatriz:

H - H 1
Mz=R”f sz(1—|—h)—2——h‘dh.
J o . 1

Momento flector segun la divectriz:

H H
M=Rﬁf so (= — h) dn
0 0 "(2 )'

Momento torsor alrededor de la generatriz:
. H :
Mz(',=R2f t,y (14 h) [—g—-—h]dh.
0 .

Momento torsor alrededor de la tangente:

H
M, , = R® fzr(—'i—h)dh,
o - \2

Referidos todos ellos a la unidad de longitud,

ha]
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medida segtn la generatriz o segan las direcirices
del paramento aguas abajo.

Si queremos que las condiciones de borde en
coronaciéon se cumplan, debe tenerse para g={):

N,=Ny,=L, =M, =M, =0

y como la expresion de estas magnitudes es, cn ge-
neral,

Acosnb+4 Bsennld,

para que se cumpla para todo valor de 8, debe tenerse
para cada valor de n:

A=0;
B =0

o sea que el cumplimiento de las condiciones del
horde superior nos lleva al establecimiento de diez
ecuiaciones.

Claro es que en muchas ocasiones no interesard
¢l hacer que estas condiciones se cumplan con tanta
exactitud, si gracias a este sacrificio podemos dispo-
ner de mis incognitas a determinar en los otros hor-
des, que definan con mas aproximacion la solucion
de tensiones y recorridos,

Por otra parte, en los casos mds corrientes, el
maximo valor de h serd pequefio, por lo que los des-
arrollos [7] y [8] serin ripidamente convergentes.
1Zllo quiere decir que los recorridos y los giros varia-
ran poco con /i, por lo que podemos tomar Gnicamente
como puntos fijos los que estin situados, por ejem-
plo, en la superficie media, y, en todo caso, podemos
comprobar después si esto se cumple,

Si la presa descansa sobre un plano en I seccion
inferior, los recorridos vienen expresados bajo la
formula general:

Acosnl--Bsennl

para I = (_iL)
2

Para que sean nulos en la seccion inferior, debe
tenerse para & ==1I:

Il

A =0
B=0

Il

'

o sca, que como hay tres recmjriclos y tres giros, esto
cquivale al establecimiento de doce ecuaciones. Igual-
mente a lo que deciamos para la seccidn superior,
puede prescindirse de alguno de los recorridos.

El establecimiento de la condicién de inmoviiidad
de cada punto mas que estudiemos, entrafia el plan-
teamiento de seis ecuaciones mas.

Como orientacién, daremos una idea de lo que
juzgamos la minima aproximacién. Tas condirviones
que imponemos son las siguientes
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1.0 Para g =0:

N, = L, =M, =0, 6 ccuaciones.

(,. =R+ R .;i) , 8 ecuaciones;
::v:w:gerO

(siendo g., el giro alrededor de la tangente).
3. Para los dos puntos de contacto de la seccidn
superior con el terreno:

u=v=w=g,, =g, = 0,10 ccuaciones,

Torar, 24 ccuaciones.

Lo que nos dice que en los desarrollos tenemos gue
detenernos en los términos de tercer grado en /.

Sicon ello no tenemos la aproximacion deseada,
hay que detenerse en potencias mas elevadas de /1.

Quinta fase. — s idéntica a la anterior, por lo
que no daremos mas detalles.

Sexta fase. — Conocidas ya las leyes de esfuerzos
normales y tangenciales y cortantes, asi como las de
momentos flectores y de torsiéon para la carga de
agua, viento y temperatura, se hallan las solicitaciones
mas desfavorables en cada punto y se comprueba la
estructura,

Como se observa, el método de caleulo que pro-
ponemos no es en ninguna manera sencillo, pero su
complejidad es algébrica solamente, ya que el pro-
blema diferencial aparece resuelto sin dificultad al-
aguna. Con él se pueden aproximar los resultados
hasta donde se quiera, si bien a mayor aproximacion
corresponde una mayor complejidad.

Iis evidente que cuanto menores sean los espesores
con relacion al radio, mas convergentes seran los des-
arrollos [7] y [8], y menos discrepancia habrd entre
las soluciones que se obtengan, deteniéndonos en los
términos de grado p y en los de p 4 1. Si se trata
de presas de acero (en este caso hay que hacer
i = —h), los espesores serdan pequefiisimos y, por
tanto, pequefiisimas serdn también estas diferencias
(si bien en este caso no conviene suponer v = ().

Tl método es también aplicable en aquellos casos
de seccién trapecial, en los que el paramento e aguas
ahajo tenga un talud muy reducido y que pueda susti-
tuirse dentro de los limites de error que se admiten
por un paramento vertical, pasando por el punto me-
dio del paramento real.

s de hacer notar que el métado de cilculo ex-
puesto resuelve también el problema de una cubierta
cilindrica, empotrada segtin una directriz, libre en la
otra y empotrada lateralmente en dos lineas de su
superficie (que bien pueden ser dos generatrices),
con cargas que pueden ser del tipo hidrostatico (igual
que la carga de agua), constante (como el empuje del
viento), o bien constante a lo largo de la generatriz
y proporcionales al seno o coseno del dngulo en el
centro,
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