APLICACIONES ESPACIALES DEL METODO
DE LAS TRANSFORMACIONES

* Por FEDERICO GODED ECHEVERRIA,

Ingeniero’ de Caminos, -

En esta tercera parie del z'n‘z‘pnr'tantc trabajo del autor, sobre él método de las transforma-
ciones, hace aplicacidn del mismo a un problema: no resuelto atin
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Como es natural, la funcién de tension que aca-
bamos de obtener permite resolver, ademas de los
problemas cldsicos, numerosos problemas nuevos ' de
interés préactice. De éstos destacan algunos de mem-
brana de forma cénica, cuya solucién se logra con
una aproximacién suficiente, y otros en la esfera y
en €l macizo indefinido.

Como no podemos exponer estas soluciones por su

extension, daremos como ejemple de aplicaciéon de la -

funcién de tensién [82] la solucién del siguiente pro-
blema, en nuestro conocimiento ain no resuelto, cuya
sencillez e interés le hacen especialmente apto para
este resumen.

Esfera hueca sometida a la accion de dos fuer=
zas concentradas iguales y diametralmente
opuestas.

El problema que vamos a resolver es, pues, el in-
dicado en la figura 3.5

P
" Figura 30
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Tomemos' el cuarto término del segundo factor
de [82], es decir, la funcién de tensidén:
cp=AR”10gtg—(—5‘)—=A(r'~‘,-|—zﬁ) log ——r—, (83)
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la cual, como es facil comprobar (*) puede desdoblar-
se en las dos siguientes:
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Sabemos (**)-que los elementos del tensor elastico
en estos problemas de simetria con respecto a un
eje, vienen dados por las expresiones:
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Asi, pues, los estados de tensiones derivados de
las funciones ¢; y ¢2 seran:

T 142V 14 costd | cos¢
G, =Al|— - - ,
tr | R K Rsen? ¢ t R
i L)
o =A| 2L ltcosy} .
| R Rsen'cl) [86]
- LR '
o —a| A2z
[ 2vcos¢ sen ¢ cos ¢
Y= Al - '
L Rseny . R I,
(*) Las dos funciones g1 y ¢= son tales qu_é-
S, =0 2y =0
Se, 0 S ¢ F0.

() Ver Theorie de Pelasticité de S, Timochenko, pagi-
na 334 . o :
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°2r =Al— 41; 2‘::: ‘p]u
[2— 4y
Gy = A R | ,
(87]
4y — 3
o, =A 4VR 6—2CORS q)],
[ 4 (1 —v)cosd 2sen ¢ cosd
Tz =4 - '
|  Rsend R

designando con los subindices Ty 2 & los correspon-
dientes a las funciones g1 y g2, respectivamente.

Consideremos ahora las tensiones ejercidas sobre
un elemento como el indicado en la figura 4.%

Z
A

Figura 4.

Los nuevos elementos del tensor se deducirdn de
los anteriores, mediante las conocidas férmulas de
paso:

op = O sen®¢+a, cos? ¢ -2 1., sen ¢ cos ¢,
oy =9, cost ¢+ g, sen ¢ — 2, sen ¢ cos ¢, [88)
Ry = (% — o, ) sen ¢ cos b - 1, ,(cos? ¢ — sen® ).

Y reemplazando aqui [86] y [87] y simplifican-
do deducimos los estados de tensiones siguientes:

v°1'¢ =A[_2_v—2+l+cosﬂcp]’

R Rsen? ¢ t89]
—af=2y_ltcosty
1o A[ R . Rsent¢ ]'
Lr2(1—
thq,:A[_‘_ ( [;)ctgcb],

286

(90]

4 (1 — tg d
12R¢=A[_(__I_;)Lg—9—]. |

Se observan inmediatamente las relaciones si-
guientes:

S,g =20p,

91
YR = 2T RY. o1

Se podra, pues, liberar de fuerzas la esfera, de
radio R, tomando la funcién de tensién siguiente:

T

F -{—Vr”-{-z”
+3z|/r2_+z;], 192

+ .

%=2<pl—%=Al(2z2—rﬂ)log

la cual dard origen, por consiguiente, al estado de
tensiones :

G =23~ %r=0

S 44
S Uttt T BN
, 44 '
O3y =20y — °'z,o;=_m,
- » L

.ISRTL = 2‘1R¢"‘2R¢=0v

que a continuacién vamos a analizar.

Condiciones de equilibrio, determinacion

de la constante.

Consideramos (fig. 5.%) una esfera de radios a
y b. El estado de tensiones anterior [93] dejara li-
bres de fuerzas la superficie interior (D C—D’ ("),
y la superficie exterior (4 B — A’ B"). del anillo, ra-
yado. en la figura 5.%, ya que deja libres de fuerzas
las dos esferas de radios a y b. El anillo, teniendo en
cuenta que las fuerzas de masa sen nulas, se man-
tendra en equilibrio por la accién de las fuerzas Py
y Ps, que son las resultantes de las componentes o3¢
sobre los elementos del 4rea de la corona circular
B C — B’ " delimitados por dos radios que formen
el angulo d ¢ y sobre.los elementos de la superficie
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del-cono A O A’ andlogamente delimitados compren-
dida entre los planos 2 =@ cos ¢1 y 2="Db cos y1.

Figura 5.*

Las fuerzas P, tendran una resultante que valdra:

=t ' dr=2saf""
Rz—fr=a2“r(cq’)¢=“/2r r=2x= fr:
=8nA(b—a). 194)

R
4dr=
a

- Las fuerzas Py se anulardn por simetria, y las Pg
téendran una resultante:

R=b .
Ra:f!h-:a 2"("’4’)4,.__,4,1 sen ¢, d R =

R=b 4A
= 2t Rsend, ——— X sen ¢, d R=
fRza i R sent ¢ ‘%
=8Ax(b—a), (95]

como debia ser., Cuando y tiende a cero, las tensio-
nes o3¢ -se hacen infinitas, pero la resultante R sigue
siendo constante y de valor 8 4 = (b — a). Esto quie-
re decir que para el equilibrio de la semiesfera, ob-
tenida al hacer ¢, = 0, es preciso considerar la exis-
tencia en E de una fuerza concentrada P, de valor:

"P=8Ax(b—a), 6]

deduciéndose de esta ecuacidn el valor de la constan-
tee A, que sera: » :
| p
A=

8x(b—a) o7l

~ Asi, pues, si el estado de tensiones [93] no co-
rresponde a un problema de tensiones iniciales, como
vamos inmediatamente a demostrar, entonces en -vir-
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tud del principio de Saint-Venant, podremos admitir
la equivalencia en la zona de E entre la fuerza con-
centrada y las tensiones que hemos visto la equili-
bran, y €l estado de:tensiones [93] cuando A tiene
el valor [g7], sera, por consiguiente, la solucién del
problema indicado en el epigrafe. .

Estudio .de los recorridos.

Se sabe que en los problemas que no son de ten-
siones iniciales, los recorridos vienen expresados por
funciones de determinacidn tinica, sucediendo lo con-
trario en dichos problemas, en los cuales, por consi-
guiente, en cada punto tendremos varios recorridos
distintos. o

Ambos géneros de problemas se diferencian, pues,
en el tipo de las funciones que expresan los reco-
rridos.

Estudiemos, pues, los recorridos en nuestro caso.

Estos se deducen, como sabemos, del sistema de
ecuaciones :

— ]) €, =aa—l:,
-2 = 198)
90
3) e, =-9—z,
ou 2w
4) Trz:—é—z—_l—a_-‘.

‘Para determinar los dos componentes, u y o, de
los recorridos nes es, pues, preciso antes conocer, las
deformaciones &,, & y y,. Conocidas las tensio-
nes,; éstas se escriben directamente:

44040

1
BRI OGS e reerd

—2) &5, =%‘[°35"(°3r+°30)]=4_4§_;—_1)'

21 +v)
—3) Tsrz.:__._E_Li..

teniendo en cuenta que:

T2, 2(1 2
53"—_—25]’___52’—_:‘4 _._._+_.(__i-_c_?s_¢)l

s | R Rsen??

‘ 4
O30 =201 — Gpg =4 F—m]»

[100]

" 4
°32=2°lz—°2z=‘4 —]’

. 4ctg d
B =2%,z Tz =4 ["T]
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e [98-2] se deduce: ‘ deformacion es simétrica con respecto-al plano 2 = 0.
En efecto, se verifican las relaciones:

_—__.EM \/r2+z2_ [10]]- ‘ (Il) ) = (u)|= _
Er ‘ . q) b, =T 4y (105)
: . ' (m)d,:= = (u’)? T— ;.
Y de [98-4] y [99-3] deducimos: : :
o Y pm lo tanto (fig. 6.%), los recorridos totales
> > -
&=2(1+?)12,2+ 4z(1+94 (u—}—m)._, (”"{‘“’)9—1{—' son simétricos con
°r E ErVrt 2 respecto al mencwnado plano. Podemos pues, con-
400+ 2 cluir que el estado de tensiones hallado [93] es la so-
-——A. [102] lucién del problema de la esfera hueca bajo la accién
Erlr4 2 de las fuerzas P.
Igualmente de [68-3] y [99-2] se obtiene: -1
Bfo  4(1+VA4 (103 + chw)ww
9z - EVrz—l—zf ' i WJ | (U).p.,yi .
Podremos, pues, escribir finalmente: IT-¥y P
‘“=f8 iz +f3(u F—— 4A(1+v)l r
2 . . E : z+vr2+z2 » (U) =TT
(Wy =7
~ 44 (1"‘”) log . _S 3 peTE
z + l rt2 Figura 6.
8A(1 +v) r
= - £ log [104] . , . . i1
2+ |+ 22 Sin exponer mas aplicaciones de la funcién de

tensién [82], pasamos, pues, a la generalizacion de.

Se comprueba que las funciones # y o son de de- la funcién de tension de los cilindros.

terminacidén tnica. No se trata, pues, de un problema
de tensiones iniciales. Comprobaremes ademds que la

v

(Continuard.)
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