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Contintia el autor explicando este método, que definié en otfro articulo del mismo titulo en
nuestro winero anterior, v amumcia al final la continuacion en el préximo.

Il
Caracteristicas de la inversion.

~.En la inversion de J. H. Michell, que acabamos
de mencionar, los tensores de los puntos homidlogos
son tales que un contorno libre de fuerzas se trans-
forma en un contorno sometido a una tracciéon nor-
mal uniforme, y a una presién normal uniferme co-

rresponde frecuentemente en el contorno inverso una -

distribucién de- fuerzas analogas.

No sucede lo mismo en esta nueva inversion, ya
que, siendo mas complejas que en plana las relaciones
entre los elementos del tensor elastico y la funcién
de tension, la transformacién hallada para esta tltima
funcién supone una vinculacion menos sencilla que
alli entre los tensores correspondientes a dos puntos

homélogos. Aqui, por lo tanto, los sistemas de fuer-.

zas que actian sobre las superficies inversas no estan
ligados por leyes tan simples como las antes mencio-
nadas, siendo también, debido a.ello, mas complicada
la utilizacién de esta transformacion,

Para llegar a distribuciones de fuerzas que se pre-
senten cen frecuencia en la practica, conviene emplear,
admés, otras propiedades de la -ecuacion L ¢ =0,
las cuales estudiaremos a continuacion.

Otras propiedades de la ecuacion Ly =0,

Del examen de las ecuaciones [181 y [21] se
deduce que es posible establecer otra identidad del
mismo tipo de la ya encontrada.

Esta nueva identidad tendrd la forma siguiente:

R*Le=N(e 7). (32]
- Efectivamente, para:

ﬂ———'-—“;

g=m+41, [33]

se observa que los coeficientes de las ecuaciones [18]
y [21] que ocupan los lugares del mismo -orden tal
como estin escritas, son iguales en ambas, y que los
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exponentes de R difieren en cinco unidades. Podre-
mos, pues, escribir:

RSL(FR"NY=N(.R™, [34]
y haciendo aqui m = 1, tendremos finalmente:
RiL¢ =N (¢ R). (35]
Asi, pues, si:
Lg=0, [36)
serd:
; N (e R)=0. 37

Y haciendo en esta ecuacion R =R; y ¢ = i,
se comprueba que Ry ¢ (Ry, ¢;) verifica la ecua-
cion [11], )

Es, pues, una nueva funcién de tension, escrita
en el sistema Ry, ;. Efectuando en ella la sustitucion
[10] con n = — 1, tendremos esta nueva funcién de
tension en el sistema original. Podremos, pues, escri-
hir Analmente:

LR o R, ¢)] =0. - [38]

Asi, cuando ¢ es solucién de la ecnaciéon L ¢ =0,
la identidad [35] nes permite encontrar otra nueva
solucidén de la misma ecuacion.

LEn cambio, cuando ¢ es solucién de L2 ¢ =0,
la identidad [28] permite encontrar, segin vimos, la
nueva funcién de tension [30], pudiéndose en este
caso escribir:

L:[Re(R71, y]=0. (391
Ademis, la ecuacion L ¢ = Q tiene otras utiles

propiedades. En efecto, esta ecuacion, mediante el
cambio de variables: - :

R=Vrtz,

40
t',)=arctg—r——, 140]
2

’

se transforma en la siguiente ecuacion de tipo elip-
tico:

1 :
e e Y M N [41)
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siendo inmediato comprobar que:
an an,

— S ¢ = S = ) {42]
b 2" 3 Zn

llamando S al operador primer miembro de [411.

an
Luego si Se=0es S —L =
3 2Il
una funcidén de tensidén, pueden obtenerse otras nue-
vas funciones por slm,phe derivacion.
También es facil .comprobar el desarrollo si-
guiente:

. Asi, conocida

S
S((PZ)=ZS(9+2—9%; [43]

y aplicando de nuevo a los dos miembros €l operador
S, tendremos:

§(p2) =8 (Se) + 285 -

S

(44]

Por lo tanto, st S¢ =0, como en virtud de la

. . 3 .
propiedad anterior es S~ =0, resultard que ¢z

es también una funciéon de tension.

Utilizando conjuntamente las cuatro. propiedades
expuestas, se puede, partiendo de las soluciones gene-
rales conocidas de las ecuaciones L2 = 0y S% ¢ = 0,
obtener otras nuevas funciones de tension, pudién-
dose asi abordar la resolucion de nuevos problemas
elasticos. Veamos primeramente la forma de obtener
estas nuevas funciones de tension, ‘

Obtencion de la solucién general del tipo

P=F (R) X T ().

Para llegar a eclla conviene seguir el mismo mé-
todo empleado para la solucién del problema de
Dirichlet en la esfera, cuando existe simetria cilin-
.drica (*). Busquemos, pues, las soluciones de la for-
ma indicada de la ecuacién L ¢ =0,

Tendremos:

2 F ,
LED=i[F |4 L+ e g
Separando las variables, escribiremos’

ﬂF'I " t "
R +2R _f_""EU’_f_'

(46]

y esta e<:uac1on salamente puede verificarse 'si son
simultdneamente :

'

R2 FII Fl '
2R — =¥
g TER = ‘
: (» = constante). [47]
Jregel
f

(*) Ver Ecuaciones dzfemwzalae del Prof Puig Adam,
pag. 315 ¥ sxgulentes
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Reduciéndose asi el problema a la integracion de
I

las dos ecuaciones diferenciales de segundo orden
anteriores.

La primera s¢ puede escribir asi:
R*F'" 4+ 2RF — 0w F=0, {48}

observandose que es una ecuacién lineal de tipo Euler,
cuya solucidn se sabe se obtiene inmediatamente trans-
formandola en otra de coeficientes constantes,

Ast se obtiene:

F=AR'+ BR™""!, (49]
siendo:
wt=n(n-1). [501

La segunda ecuacién de [47], reemplazando pre-
viamente en ella el valor de o® anterior, se escribe asi:

fltclgf +nm+ )f=0. 511

Efectuando aqui el cambio de variable # = cos y,
ésta se transforma en la siguiente:

L
(l_xs)d_f_._gx.g.-_f_
. d x®

P +n@n+ )f=0, [52

que es la ecuacion de Legendre, cuya mtegral general
es la siguiente;

f=ayPp(x)+a,Q, (%), (53]

siempre que 27 no sea un impar positivo o negativo
o — 1, siendo P, (#) y O, (%) las funciones de Le-
gendre de primera y segunda especie :

P,x)=_Qn! ;" n(n—1 .,
2% (n1)2 [x 22n—1) * +
nn—1)n—2)n—23)

T 2X4Q2n—1)2n—3) ]

[54]
= 2 | mny (D@D gy
Qp (%) (2n+1)!|_ + 2Gr T3 +
L)@+ 2) (n+3) (a4 xmH)
2X4@n+3)@n+5) '"}

las cuales, para valores de n no enteros, son series
que convergen para |#|>1. Para valores de # ente-
ros, positives, la de primera especie, y para valores
de n enteros, negativos, la de segunda especie, se con-
vierten en los polinomios de Legendre llamados fun-
ciones esféricas, que son los que normalmente se uti-
lizan en elasticidad.

Asi, pues, para valores de » enteros, positivos, y
dado que cos ¢ <1, se hace en [53] a; =0, y para
valores de #, enteros, negativos, se hace ao = 0.
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Las integrales generales correspondientes a los
ires casos anteriormente mencionados, en que la solu-
cién [53] cae en defecto (¥), asi como la solucion
obtenida por el método de Frobenius (*%), valida en
el intervalo [— 1, 4 1], entraran dentro de la deno-
minacién genérica f (¢), no teniendo objeto para el
presente trabajo escribirlas explicitamente.

Podremos, pues, escribir finalmente:

o=[AR"+BR™ "] XF () [55]

Si aplicamos a esta ecuacion la transformacion
indicada en [38], obtenemos:

R R, )=[ART"""+ BR"]f () [56]

" eg decir, la misma ecuacién anterior, en la cual han
variado tnicamente las constantes. Fste resultado era
de esperar, ya que la solucién [55] obtenida es la
mas general de la’ forma indicada de L =0.

Por el contrario, si aplicamos la transformacion

[39], obtenemos:

Re(R™',4)=[AR "+ BRI X
X f @) =Fi(R) f(¥)- 157}
Comprobemos que esta funcién es solucion de
L2=0. '
] resultado de aplicar aqui el operador L, se

obtendra reemplazandg en [45] F por F, llegandose
asi a la expresion siguiente:

L(F,. f)=[A(r—3n+2R™ " +B@+5n+

+6)R") X f+flA R‘"‘—”-{_BRn]_fi;{-_t_:;_gj__f_"_=

=f[A(ns—3n+2)R'"“‘+B(ns+5n+o)R"]f—
—n@+)flAR"T 4 BR]=
=[(2-—4n)AR’"—‘+B(4n+6)R"]><f' (58]
que es una ecuacion del mismo tipo de la [53].

Por consiguiente, L2 F1f=0. Una solucion de
la forma general buscada seri, pues:

o=[AR" + BR™" ' CR—"+DR"Tf(), [59]

comprobandose que se obtiene la misma funcién si
volvemos a aplicar la transformacion [39].

(*) Estas tres pueden verse, por ejemplo, en ‘Differential
Equation, de A, R, Forsyth, séxth edit., 1933, London, pa-
ginas, 165-169. , )

(**) Ver el libro ya mencionado del Prof. Puig Adam,
pags. 143-145, o el de Ecuaciones diferenciales ‘del Prof, Ma-
rin Toyos, pags. 252258,
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Para obtener la solucién general de la forma
¢ = F (R), basta hacer # =10, en cuyo caso, y te-
niendo en cuenta que Po (cos ¢) = 1, resulta (*):

¢=A+BR™'+CR+DRY (60]

solucién a la que también puede llegarse partiendo
de la ecuacién lineal de cuarto orden:

d: 2 d d?e 2 dyg
—_— — —) | ———— =0,
(dR‘l R dR)(dR2+ R dR) o]

puesto que esta ecuacion se deduce de L2 ¢ =0, cuan-
do <p’5|):: 0.

Conviene sefialar, haciendo un paréntesis en la
exposicién, que la funcion de tension que resuelve
el problema de Lord Kelvin se obtiene de esta tltima
ecuacion para 4=DB =D =0, y que las que re-
suelven el problema de Lamé en la esfera, y el pro-

plema de Boussinesq-Cerruti, se obtienen también.

partiendo de esta ecuacién con 4 =C= D=0 ¢
integrando una o.dos veces con respecto 2 g, respecti-
vamente, y combinandolas después con las elementales
log r, para el primer preblema, y zlogry la de T.ord
Kelvin, para el segundo problema.

En cambio la solucién general de la forma
¢ = f (¥) no se puede obtener de [50]; dando a =
los valores que anulan los distintos exponentes de R.
En efecto, para estos valores de # se tiene:

Py(cos §) = Q_, (cos §) = 1,

. [62]
P, (cos §) = Q_, (cos §) = cos §,
obteniéndose tfmicamente la solucién:
p=A+ Bcos¢. (63]

Sin embargo, esta solucién nos va a permitir hallar
la general por medio de sencillas cuadraturas tinica-
mente. Iin efecto, esta tltima serd la integral general
de la ecuacién lineal de cuarto orden siguiente:

de s d
2 P 1 octg b —2
[Mﬁ- gd d¢]+

de
d e d g2 do
2]
3R

[ s -] [t ete s TE]=o e
0

-6

que se deduce de L2 p = 0 cuando

(*) Tomamos desde ahora y en lo sucesivo*

(2 n)!

. 2M(nl)2 _
T2

=1 | ————
(2n-1)

1.
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I.as soluciones de:

das do
L foctgd —d—i’- =0, [65]

j ddr

son también soluciones de la anterior, y esta tltima
sc integra mediante dos cuadraturas, obteniéndose:

. .
¢ = Clog ctg —;— + A [66]

Se conocen, pues, tres soluciones particulares de
la ecuacién [64] y podra, per lo tanto, reducirse a
una de primer orden.

P Y do
Asi, efectuando la sustitucion & :;—T—y desarro-

llando [64], se llega a la ecuacién de tercer orden:

3 —2cos*d

rer " I, — rtg Lzet J =0 67
222" ctgy — 2 ctg g fzctg ¢ sen ) [67]
la cual dehe tener las soluciones particulares:

2= — d [log tg ——l_

dd sen 9
(68)
z'.=—d—— [— cos ¢] = sen o,
=70

Para rebajar una unidad el orden de esta ecuacién,
efectuamos la sustitucion: »

z=usend, [69]

la cual la transforma en la:

!
u" sen & +5u" cos § + u 3cos2y (70]
sen ¢
y haciendo aqui:. -
: d
v [71]
dy

tenemos ya una de segundo orden, de la cual cono-
cemos la solucidn particular:

|
v-—d (z1)=_u'___( 1n )=_2co'3n,». 2]
dd dd \ sen?d sen? ¢

Para rebajar otra unidad el orden de la ecuacion
en v obtenida, efectuamos la sustitucion:

)
v=__?_9_9£{..(,,;' [73]
send ¢

llegandose asi, finalmente, a la ecuacion:
sen ¢ cos ¢ 0" = (1 +sen® §) ®’; [74]
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o bien:
! 1--sen®d
Lo LB gy =i pry)
y sen ¢ cos ¢ sen ¢ :
siendo:
y= %- (76}
Integrando en |75] se tiene:
logy = — log cos ¢ + logtgd, [77]
o bien: ‘
sen 4 '
y=—"; (78]
cos® d

y de aqui, y por sucesivas cuadraturas que no presen-
tan dificultad alguna, se deducen sucesivamente:

1
w = —
cos ¢
2
send
’ y | (7]
u=logtg -—fﬁ—— Gl A
sen® ¢
¢ = cos ¢ log tg %—

La integral general buscada es, pues, la siguiente:

: |
9=A—|—Bcosgb+Clogtg-;‘)——}—Dcosz}:logtg—%—. (80]

Su importancia en la resolucién de problemas
practicos se pone de relieve observando que el segundo
término de la misma nos da la funcién que resuelve
uno de los problemas de L.amé en el macizo indefinido
(el del estado de tensiones originado por la actuacién
de dos fuerzas iguales y de sentido contrario en el
origen), y que el tercer término da de nuevo la solu-
cidn del centro de presion en el origen (problema de
Lamé) al combinarle con la funcidn elemental log 7.

El estudio de este cuarto término st ha revelado
asimismo fecundo (¥*).

Con las soluciones halladas puede ya obtenerse sin
dificultad la forma general buscada, Para ello nos
bastard aplicar primero la transformacién [38] a la
funcién [66] (solucién de L ¢ =0), y después, la

(*) El anilisis completo de los tensores derivados de las
funciones de tensién aqui obtenidas serd objeto en breve de
una publicacién aparte, en da que se incluirin, asimismo,
nuevas aplicaciones planas del método de las transforma-

ciones.
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transformacién [39] a la funcién asi obtenida y a
la [80], obteniéndose asi la nueva funcién:

U
¢=(AB"'+BR+ CR"’)logtg-zi-{~

U
+ D cos $ log tg —;—, (81}

no comprendida en las anteriormente resefiadas, y
las funciones R~ y R cos y comprendidas en la [50].

La funcién de tensién de la forma general indi-
cada sera, pues, la siguiente (*):

o=[AR"+BR™ "'+ CR "+ DRI ) +
+[A;+ B, R+ C, R+ D, R¥] logtg—z"“-+

l
+ [As -+ By R} cos ¢ log tg —;-, {82]

(*) f () serd aqui la integral general de la ecuacién [52],
anuldndose los coeficiontes @ 6 a: en los casos mencionados.

mamente ttil,

pudiéndose decir que, pricticamente, todos los pro-
blemas cldsicos de este tipo, en que existe simetria con
respecto a un eje, exceptuando los de cilindros y al-
gunos de placas circulares, se resuelven utilizando
distintos términos de la funcién de tensién anterior.
Pero conviene indicar que la funcién de tensién nor-
malmente utilizada en estos «casos, que es la deno-
minada funcion de tension de los cilindros, es tam-
bién, como veremos a continuacién, y por la apli-
cacién conjunta de las cuatro propiedades indicadas

anteriormente, susceptible de una generalizacién su-

(Continuard.)
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