LAS MATEMATICAS EN LAS NUEVAS MECANICAS_

Por ANTONIO LOPEZ FRANCO

I[ngeniero de Caminos,

®
Se trata de una Memoria del autor, en colaboracién con su hijo Carlos, Doctor en Ciencias
Quimicas, presentade al XXI Conqzcso de la Sociedad Hispano-Portuguesa para el Pro-
greso de las” Ciencias, 3 resulla an trabajo muy a propdsito para que nuestros lectores se
jmmen wna idea acertada de la aplicacidn de las Matemdticas o las nuevas feorfos de la Fzszca

Las primeras noticias que me llegaron de la cele-
bracién, en la ciudad de Malaga, del XXI Congreso
de la Socledad Hispano-Portuguesa para el Progreso
de las Ciencias, coincidieron con la preparacion de
unos trabajos sobre Fisica matemdtica, que actual-
mente estoy realizando, en colaboracion con i hijo
el Doctor en Ciencias Quimicas Carlos Lépez Pus-
tos, muy aficionado a este género de estudios, y
acto continuo me surgid la idea de aprovechar parte
de 1a labor, para la presentacién de una Memoria so-
bre el mismo tema, en el referido Congreso, con lo
que consigo a la vez dar satisfaccion a mis anhelos de
no dejar de trabajar dentro de la Sociedad Hispano-
Portuguesa, a la cual pertenezco desde los primeros
afios de su fundacidn, que coincidieron con los tam-
bién primeros de mis actividades profesionales.

No .ohstante ser un tema aparentemente mas pro-
plo para la Seccién de Matematicas o de Ciencias Fi-

sicas, lo presento y someto a'la consideracion de la-

Seccion de Ciencias de Aplicacién, por la razén de
que. los trabajos que comprende los vengo realizando
no- como especialista en la ‘materia,” pues carezco de
titulos para ello, sino sencillamente como Tngeniero,
siempre aficionado a este oénero de disciplinas. sobre
las que tuve que profundizar algo, en los ‘afios en
aue fui profesor de Quimica en la Escuela Tispecial
cel Cuerpo a cue pertenezeo v en los que tuve necesi-
dad de dar a conocer a los alumnos conceptos y teo-
rias que entonces se conccptu’mh’m como nnvedades v
que hoy se las considera, si no como antiguallas, si
comn pertenecientes a la ciencia cldsica.

No exnondré aqui la historia de las mvf’etwam{)
nes llevadas a cabo. v vicisitudes de Tas mismas, du-
rante estos. treinta afios en todos los naises, entre otras
razones, por ser.ya conocidas y estar exnuestas en
muches de los tratados recientes. Puede decirse que
el punto de partida de los estudios v descuhrimientos
en las nuevas mecdnicas lo constituvd el cenoci-
miento de la estructura interna del Atomo, sobre el
cual Rutteford ided €l esquema ya tan conocido de
un microsistema planetario, formado por un nicleo
cargado de electricidad positiva, y un cierto niimero

- de electrones, variable de un elemento a otro, que re-
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pxesentam ~ca1‘ga<s negativas, en nimero equwalente
girando a su alrededor; aunque la configuracion es
muy parecida a los sistemas planetarios celestes, su
mecanica resultd ser muy distinta; tan distinta, que
hubo necesidad de buscar una especial para €l caso,
pues en los Atomos se da la circunstancia inexplica-
ble de que no .son realizables todos los movimientos
posibles, Los electrones, séglin Bohr y Sommerfier,
han de circular, premswmente por 6rbitas determma-
das, definidas cada una. por una cierta enmma que

varfa de una a otra seglin nliMeros enteros; los elec-

trones pueden saltar entre ellas, pero nunca pueden
ocupar puntes intermedios, y cada salto se exterioriza
por una ahsorcién o desprendimiento e una energia.
valorada ésta mediante un andlisis espectral, en la di-
ferencia positiva o negativa, entre ambos niveles ener-
géticos. Ahora bien: la moderna. mecanica cuéntica
ndmite, por estar plenamente demostrado, la existen-
cia de estos niveles energéticos cuantificados. asf
como los estades estacionarios del dtomo que éstos
definen, pero desecha todo lo relativo a las drhitas
electrdnicas, aue, no sélo no han sido experimental-
‘mente comprobadas, sino aue 'se Tn visto Ta imposibi-
lidad de esta comnrohacién,

Na ahstante, el esquema nlanetaric atémico se ha
extendido tanto st conocimiento, aue resulta difieil
no referivrse a ¢l en Ins razonamientos v no nnede nor
menos de servir de hase al andlisis de muchos con-
ceptos de las moadernas meeanicas, maxime teniendo
en cuénta que sns autores han procnrade .siemnre v
conseauicdo en eran parte la adaptacidn a las renara-

ciones aue se les iha haciendn, admitiendn rectifica-,

ciones v nostulados ane nermanecen como tales, mien-
tras no surian otros hechos que los contradigan,
-De aaui que al prohibirse: las concenciones ima-
einativas v ne poder contar con la existencia .de me-
dios hinotéticos, v por otra narte la inseguridad de los
resultados experimentales (Principio de indetermina-
cién) que la mavor parte de las veces no anortan mas
que datos probabilisticos. hemos de renunciar a la ex-
plicacion logica de muchos fendmenos, asi como a
efectuar razonamientos intuitives sobre ellos que son,

. generalmente, de dificultosa expresion, cuando se trata
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de exponerlos, o de confusa interpretacién al ser lei-
dos, sobre todo si proceden de traducciones, y que
ademas, por otra parte, invaden, sin querer, el terreno
de la Filosofia, en el que tan ficil es perderse, sobre
todo a los profanos. Por todas estas razones no tene-
mos mas remedio que ampararnos en los recurscs
matemdticos, donde tiénen cabida apropiada las inse-
guridades e imprecisiones citadas y ton las que es
fécil desarrollar procesos de cdleulo que, si resultan
a veces artificiosos y complicados, son siempre expre-
sados en un lenguaje universal, al alcance de todos
aquellos que tengan la preparacion debida, hastando
nara ello los conocimientos firmes caracteristicos de
la tradicional cultura matemdtica del Ingenierc, siem-
pre susceptible de ampliacién o mejoramiento en el
momento necesario; por esta orientacién hacia las
matemdticas, se vienen ya desde hace tiempo pronun-
ciando los fisicos y quimicos, principalmente los pri-
meros, pero qué recientemente ha tomado gran in-
cremento, precisamente por las razones antes expues-
tas, a partir de los trabajos de De Broglie, con su
teoria ondulatoria de 1a materia; ésta consiste senci-
llamente en hacer exténsiva a la misma el dualismo
existente en las radiaciones, que, comenzando por el
case concreto de la luz, abarca hoy a todo sénero de
ellas. habiendo vuelto a tomar actualidad la antigua
teoria de Newton sobre la emisién: en el momento
nresente, asi como se considera en tnda radiacién a
la vez el cornfisculo y la onda, explicindose los fend-
menos, ateniéndose. segfin los cases, a uno 0 a otro
concento, De Broglie considera en Jos movimientos
de particulas materiales la existencia de una onda aso-
ciada a los mismos. |

Con esto inicié6 De Broglie el desarrollo de una
teoria, fisicomatemética, especial, a la que después
Schrondiger la dié alcances insospechados, que hoy
dia constituyen un aparato matemético de grandes
vuelos (la mecnica ondulatoria), no todavia conclui-
do, pero con el cual se viene consiguiendo, no s6lo
dar explicacién satisfacteria a muchas cosas que, 1o
obstante los esfuerzos de sus autores, quedaban sin
solucionar, en las lamadas hace treinta afios teorfas
modernas, sino que es a la vez capaz de prever he-
chos nuevos. Casi simultineamente, Heinserberg, ins-
pirado en el principio de correspondencia de Bohr y
siguiendo caminos completamente distintos, en cola-
boracién con Born y Jordan, creé su mecdnica cudn-
tica, consiguiendo resultados idénticos a los de Schron-
diger, y mas recientemente Dirac aquilatd y perfec-
cioné notablemente estos trabajos. »

Los fundamentos de los procesos seguidos fueron
tomados, como no podia por menos de ser, de estu-
dios anteriores efectuados dentro de las matematicas
puras, con caracter abstracto, pero que lograron orien-
tarlos hacia los objetivos fisicos que perseguian; te-
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niendo en cuenta las caracteristicas, de fenomenos
periddicos, en relacién con magnitudes discretas y
néimeros entercs, que presentan los problemas a re-
solver en el campo de la Fisica, procuraron dentro
del campo matemético relacionarlos con las funciones
periédicas y problemas de soluciones cuantificadas;
el éxito hasta ahora, si no completo, viene siendo ple-
namente satisfactorio.

Sobre estas cuestiones existe hoy dia una abun-
dante litératura nacional y extranjera, pero general-
mente se tratan los temas, unas veces, dentro de la '
alta especulacién cientifica, sélo propia de un nimero
limitado de especializados, y otras, con pretensiones
de vulgarizar los problemas, sustituyendo los proce-
sos matematicos, por no considerarles al alcance de
todos .los lectores, con exposiciones y razonamientos
intuitivos, de los que ya hemos hablado antes. Por
otra parte, €l aparato matemético creado, que a sim-
ple vista llama la atencién por lo artificioso de algu-
nos de sus procedimientos, se caracteriza precisa-
mente porque en su confeccién se ha mantenido un
paralelismo constante con la investigacion simultanea
sohre Fisica experimental y la adaptacién de ambas
disciplinas, la matematica v la fisica, es la que justi-
fica los artificios de célculo a que antés nos referfa-
mos: ademés, por regla general, en las concencio-
nes mateméticas desarrolladas, en busca de la expli-
cacion de algin hecho fisico, siempre se ha efectua-
de en un amhiente de altura v generalizacion dentro
del cual la ohtencidén de la férmula concreta que dé
explicacién al fenémeno fisico, resulta un caso par-
ticular, de una teoria general, de amplio cardcter abs-
tracto v a la vez han de ser también casos particula-
res todos aauellos que se realicen con arreglo a las
leyes de la Mecanica clasica; por esta razén, ne dehe
clocar el empleo de magnitudes complejas. esnacios
multidimensionales, ampliacién insospechada de los
procedimientos vectoriales, etc., etc. :

Ta racionalidad y aciertn en el empleo de estas
hases queda demostrado por el hecho ya citado de
que dos de los principales investizadores, Schrondi-
ger v Heinsemberg, desarrollaron con el mismo crite-
rio fundamental, pero con completa independencia y
mediante procesos de cdlculos, completamente dife-
rentes, dos teorfas con las cuales han legado a’'las
mismas conclusiones; si bien la coincidencia es sélo
de caracter matemético, puesto que difieren en las in-
terpretaciones fisicas de las mismas. .

Schrondiger expone sus teorias mediante el em-
pleo de operadores, y Heinsemberg, con €l de matri-
ces; amhos elementos de céleulo, operadores y matri-
ces, son conocidos de antiguo en las matemdticas pu-
ras; el primero consiste en représentar por simboles
los procesos de calculos mads o menos complicados,
susceptibles de adaptacién a diferentes casos, que pue-
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dan presentarse y tengan lugar con frecuencia, y las
matrices no son mas que tablas de valores estadisti-
cos, correspondientes a una misma magnitud determi-
nada en circunstancias distintas; ahora bien: la par-
ticularidad consiste en la intervencion de unos y otros
en los procesos de calculo, como si fueran smimervs,
pudiendo por tanto, como tales, ser.sometidos a todo
género de operaciones aritméticas, pero por algorit-
mos no siempre coincidentes con los corrientemente
empleados para los ntimeros propiamente dichos. Di-
rac hace la distincion, llamando a estos: dltimos nu-
meros 71, y a_los antericres, ntimeros p; bien entendi-
do que, aunque se rijan cada uno por su algoritmo

propio, como guiera que los nfimeros p estan integra-

dos por numeros n, los caleulos finales han de ser
siempre entre nUMeros .’

"Otros conceptcs matematicos de los que hay ne-
cesidad de echar mano con frecuencia, son los rela-
ciohados con la denominacién de walores propios; en
general, se entiende por valor propio de una funcion
a todos aquellos que se pueden atribuir a un pardme-
tro, que figure en la misma, con les que Gnicamente
dicha funcién tenga razén de ser; un ejemplo senci-
1o lo tenemos en las ecuaciones del Algebra elemen-
tal, en las que los valores de las incégnitas represen-
tan valores propios, pucsto que fuera de ellos la igual-
dad repleqentatlva de la ecuaciéon no se cumple; pero
cuando mds interés despierta este concepto es en fa
integracion de un grupo de ﬂcuacmneq diferenciales
de segundo orden, que se presenta en la resolucion
de alqunm problemas de la Mecdnica ondulatoria en su
relacién con la Fisica atémica. T2 mismo concepto de
valores propics se hace también extensivo a la tearia
de los opeladm.es para todm los valores aue pueden
tomar, los mismos, capaces de transformarlos en sen-
cillos factores numéricos; es decir, st tenemos la
icualdad:

Af=r1)

cuyo p1'1me1 miembro representa la aplicacion del

operador A a la funcién f, y el segundo, el producto,

de un ntmero A por la misma; a este namero A se
le ‘denomina valor propio- del opexadm ¥

Come qulem que en la mayoria de 109 casos los
valores propios son néimeros cuantificacdos enteros, se
ha perseguido en Fisica matematica relacionar estas
teorfas con los fenémenos de cardcter cudntico.

Con ohjeto de que, como ya dl]lmm antes, han
de considerarse siempre las formulas de la Mecanica
clasica como casos limites o particulares de las aobte-
nidas por los procedimientos nuevos, se sigue la mar-
cha de desarrollar los calculos partiendo de las for-
mulas cldsicas, sustituyendo en ellas los nlimeros »
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por niimeros p convenientemente relacionados: con
aquéllos.

Para poder exponer de un modo breve algo que
dé'idea de lo que consiste la base matematica emp16a-
da por los investigadores actuales, segulremos un
pmcednmento inverso al indicado, 0.sea que partire-
moes de algunas cuestiones senclllas al alcance de to-
dos, cuya ‘generalizacién, que s6lo apuntaremos, 10s
]]eva racionalmente al conocimiento del alcance y ca-
racteristicas del aparato matematico .general y com-
pleto, pero del que sélo nos proponemos dar una li-
gera idea sintética, l

‘ * % ok

Consideremos dos puntos P, y Pn, en un siste-

ma de coordenadas cartesianas en el plano, y sean,
respectivamente, 47 y1 y A2 2 las coordenadas de cada
una de ellos, longitudes.que también pueden represen-
tar las componentes sobre los mismes gjes de los dos
vectores O Py.y O Ps, a los que lamaremos 71 y 7,
y supongamos que entre los citados pares de coorde-
nadas o componentes existen las relaciones:

Xa = Q5 Xy + A2 Vi3

Vo =09, Xy + Qsa Yy ;

siendo las a magnitudes numéricas; esto nos dice
que €l paso de las coordenadas de Pia las de Py se
hace mediante una serie de operaciones cuyo conjun-
to constituye lo que antes designibamos con el
nombre de un eperador, al cual llamaremos 4, y que
vendria a la vez representado por la matriz:

ay Ay
A=|. -

' '
Qs Ay

y las férmulas anteriores las podemos expresar, sim-
holizando, por:
Pg =A P] .
Ahora bien: sabemos por calculo vectorial que el

producto escalar de dos vectores es igual a la suma

dn los productos escalares de sus componentes, o sea
en este caso:

Iy Te €COS a == Xy Xg -+ Y1 Yo,
0 sea:

(ry 1) = (x; X9) + (11 ) (*);

y ‘teniendo en cuenta las primitivas ecuaciones y su-
poniendo en ellas ays = aa, resulta:

(ry7a) = @y X3 42 aye X, Yy + Qoo Y3y

(™) En los procedimientos de calculo vectorial se acos-
tumbra ‘a expresar los productos escalares encerrando los
factores en un paréntesis curvo,
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Hagamos ahora una transformacién de coordena-
“das, conservando el origen, y haciendo un giro hasta
que los nuevos ejes coincidan con los de la conica que
ténga por ecuacion:- ‘

ayxt+2apxy+anyt=1,

el 4angulo de este' giro, que llamaremos B, se determi-
na facilmente por los procedimientos corrientes de
la Geometria analitica, obteniéndose el valor:

te 8= Qge — dy; -__!-V (ag — ay)* — 4 ayy
gh= 5 g
' 12

La ecuacion de la conica anterior tendrd entonces
la forma: '

by X2 by =1.
La formula simbolica de la operacion serd :
P,=BP;;

la matriz correspondiente al operador B ser4, analo-
gamente:

y el sistema de ecuaciones que constituyen el ope-
rador:

Xo = by Xy
Vo = bag Y1

La complicada aplicacion del operador A se redu-
ce a la sencilla multiplicaciéon por by y Duz, que re-
presentan dos valores propios del mismo, hien enten-
dido que el Namado operador B no es mds que otra
expresion del 4; basta para verlo comprobar que las
dos matrices A y B tienen el mismo determinante,
que es €l verdadero invariante de la transformacion.

Para hacer la comprobacién no hay que hacer mas
que echar mano de las férmulas generales de trans-
formacion de coordenadas y combinarlas con la ex-
presién anterior de tg B, se llega asi a los valores de
las b en funcion de las g, que serdn, llamando D al
determinante: :

by =';;“ (au + Qg “‘V(an + ag)® + 4D);

bﬂa—_‘—;‘(“u + ag — V (@ + @) 4 ¢ D).

El problema tiene adémds una curiosa interpreta-
cién geométrica, que consiste en que, determinando la
polar de Py con relacion a la conica y a continuacion
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el polo de aquélla con relacion a la circunferencia de
radio unidad, centrada en el origen, se obtiene el
punto Pa.

La misma Cuestion puede plantearse en el espa-
cio, y resolverse del mismo modo, por la transforma-
cién de una matriz de tercer grado simétrica con re-
lacién a la diagonal en una matrig diagonal, ¢ sea que
todos sus elementos sean nulos, menos los de la dia-
conal, los cuales constituyen los valores propios.

También se harad extensiva la interpretacién geo-
métrica hallando el plano polar de Py con relacion a
la cuddrica que sustituye a la conica, ¥ el pole de
este plano con relacion a la esfera de radio uno.

Todo lo expuesto anteriormente tiene aplicacion
en el campe de la Fisica moderna, pero ampliados los
conceptos a espacios de 7 dimensiones, pudiendo este
ntimero alcanzar valeres enormes y llegar hasta el in-
finito; no queda més remedio, por tanto, queé penetrar
en estos espacios, sobre los que existen teorias mate-
méticas muy interesantes, pero desprovistas en abso-
luto de interpretaciones de realidades fisicas; por lo
cual resulta inaplicable a ellos todo aquelle que tenga

cardcter geométrico, y las ampliaciones de los con-.

ceptos ya expuestos en los espacios hi y tridimensio-
nales han de tener caracter exclusivamente matemati-
co; por e(stas razones, hemos de comenzar por definir
previamente el concepte de espacio enedimensional.
Para expresar esto con claridad, supongamos pre-
viamente un cierto némero de vectores en el espacio
tridimensional a1, a2, ¥, ..., ¥, que los proyectanios
sohre una linea recta en una direccién cualquiera; la
suma de estas proyecciones tendrd por expresion:

X ¢+ Xo €t oon F Xpep,

siendo ¢y, Ca, ..., C los cosenos de les dngulos de sus
direcciones con relacion a la recta sobre la que sé pro-
yecta. Para que el valor de esta suma fuera cero-sin
que lo sean la totalidad de las ¢, podemes ir efectuan-
do sumas parciales, que reemplazaremos por las re-
sultantes obtenidas, hasta llegar a un tope, por ejem-
plo, de tres sumandcs, a partir del cual no s2a posible
anular la swma:

Xy 6 Xg €0 + X363 =0,

ésta representa tres vectores de resultante nula, lo cual
no puede ocurrir mas que en el plano (espacio bidi-
mensional) ; si en lugar de 3 fuera 2 el tope, la suma
anterior sélo podria verificarse estando los dos vec-
tores en linea recta (espacio unidimensional), y si fue-
ra 4, s sacaria la misma consecuencia en el espacio
tridimensional.

Al ser el tope mayor que 4, la suma pierde el ca-

récter geométrico que la veniamos dando y queda re-
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ducida a lo que en la teoria general se denomina una
idtiplicidad lineal, en la que si # es €l nimero mi-
nimo de sumandos por bajo del cual la suma no pue-
de ser cero, sino siéndolo los sumandos, se dice que
la multiplicacion lineal pertenece a wn espacio de n di-
mensiones, y-los elementos (puntos o vectores) a que
se refieren los # sumandos se dice que son linealmen-
te independientes.

IHagamos ahora referencia a la figura adjunta, en
la que se destacan tres vectores, 0 4, OB, OC,
en el espacio tridimensional, que designaremos, res-
pectivamente, por &y, 4w ¥ 43, v que el sistema coor-
denado de referencia csté constituido; por €l eje O Y,
cuya direccion coincide con ¢l vector a4y, el plano de
los ejes O ¥y O ¥V, que coincide a su vez cen el de
los vectores a4 y aw, v €l tercer eje, O ¥y perpen-
dictilar a este plano; se deduce claramente de la figura:

1. Que la diferencia entre el vector O B y el
O B’, proyeccién del mismo sobre O A4, nos da un
tercer vector, O H, perpendicular a O 4, o sea:

ERIS 5
OH OB OFB.

2.° Que restando del vector O C sus proyeccio-
nes sobre O A y O H, resulta un cuarto vector, O K,
perpendicular al plano de los dos anteriores; es decir:

e e e
OK=0C—-0C -0C".

Empleando las notaciones clasicas del calculo vec-
torial vy designando por g, #s v ug las unidades co-
rrespondientes a cada uno de los ejes O ¥y, O ¥y
y O Y5, y por 41, 42, ¥3, los vectores en la direccion
de cada uno de ellos, expresaremos las diferencias an-
teriores en la forma:

Y3 =%, — OB u,,
V3=x3—0C u —O0C"uy;

y, ademads, teniendo en cuenta la definicion de pro-
ducto éscalar o interno de dos vectores, tendremos:

OB = x, €05 a == (x, Ity),
OC == x,c0s &= (x,u,),
O C" = x5 cos 7= (x3 Uy),

y, por tanto, podremos expresar:

Y= Xy,
Yo == Xo — (X ) &y,
Vo= Xy — (xg 1)) ty — (x5 ) Us;

y ‘penetrando en el .espacio tetradimensional :

Yo = Xg — (X, 1) 0y — (X4 Ug) Uy — (X Uy) Ug,

y asi sucesivamente. Esto mnos dice que, en general,
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partiendo de un conjunto de vectores x1, &2, ..., &y,
linealmente independiente, podremos realizar otro con-
junto analoge, yi, ¥s, ..., Y, €0 €l que cada uno de
ellos sea normal a los 7 — 1 restantes, lo que consti-
tuye un sistema ortogonal de referencia, que viene a
sér el equivalente al sistema de ejes coordenados en
los espacios geométricos, Las magnitudes yi, o, ...,
Y, representan los componentes de un vector y o las
coordenadas de un elemento semejante al punto Py.

Para demostrar la rge1pend1cular de todos los pa-
res de elementos que corstituyen el sistema de . refe-
rencia, basta comprobar que sus productos internos
(v; vx) son iguales a cero; partiende de los principios
fundamentales del calculo vectorial:

(u; up) =0, (u; up) = 1; (ug up)=1.

Si tenemos otro elmento, P,, del mismo espacio,
cuyas coordenadas referidas al sistema de referencia
anterior sean 9y, Vs, ..., ¥, sus relaciones con Py
pueden expresarse por las ecuaciones:

‘}"1 =Y + e Ve +-~-+a1nyn;
V' = agy Y1 + e Yo + -'-+agnyn,

Y=Y+t .. +annyn;
que pueden redudirse a la expresion:

y=A4y,
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siendo la matriz correspondiente al operador A:
Qy g +0- Gy
agl aeg “ e 02 "

L I S R R S}

Ay Qpy - App

El producto interno de los dos vectores serd
0.9 =AY =0V 1YYt o VY=V Y

Siendo la matriz 4 hermitica, ¢ igualando a uno
la suma anterior, después de haber sustituido los va-
lores de la 3 por sus correspendientes Ay, nos re-
sultaria una ecuaciéon de la forma:

a; Y23 Y =1

que corresponde a una forma cuadrdtica equivalente
a las cuddricas y conicas en los espacios geométricos,

y que también ahora, como entonces, medlante un
camblo de sistema ‘de referencia, puede reducirse su
ecuacion a:

Eb”y'li= 1.

Los calculos a efectuar para esta transformacion
son bastante laboriosos; con ellos se chtiene la seric
de elementos bys, bag, bag, ++v) Dpy, que representa los
valores propios del operador.

* Kk
Por otro lado, la ecuacion que obtuve Schrondi-

ger es una ecuacion diferencial de segundo orden del
tipo:

dty ‘
OV L ay=0
s +Ay=0,

cuya integral general es de la forma:
y— €, exV T 4 ¢y VTR
de la cual se deriva una integral particular:
y=rx,
con Jlas condiciones iniciales:
=f0=0, y.=f=0
de las que se deduce:

yo=Cy + Gy, C = — Gy

y por tanto:
'y= C,[e"v:a e—xt/':'a].
Haciendo uso de la segunda condicién, resulta:
cmri pemrw=al VTR o T =0

JUNIO: 19520

"y por tanto:

de donde:

0 séa:

de donde:

e2'ﬂ'. \/——{!_l'

QKV:—E =

La anterior ecuacion la podemos poner hajo la
forma trigonométrica:

2xila=0. |

e'“‘"‘/“=cos27:Va+ iscn21cVa= cosu 4 isena =1

1
de la cual se deduce la siguiente tabla de valores: ;
a=0.. ... ...a=20 »
- } 1
a=1c.....Va=—-— e 4@ =—
2 4
am2n....V;=! . a=
- 2
a=37c....]/a=-—3— N
2 4
a=4ﬁ....Va=2 o a= 4
a=nrn.. . Va=L L a="= '
' 2 4 .

De aqui resulta que partiendo de n, namero_cn-
tero:

- ~ .,
= 2] a, V—- aQ=—1,
2
'y sustituyendo, se obtiene:

n
—~ix o ix
y=GC (e —e"2 ):
y teniendo ¢n cuenta que:

_71
e 2

. n ; n
{% = 00§ — X -+ isen— X,
2 2
n, n , n
51X =cos —x — isen—x,
2 ' 2
el valor de y séra:
. n
y_—.QCltsen—?Z—-x,

y designando C el valor constante 2 Cy 1t

y=Csen—n—x.
i 2
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Para la obtenciéon de una serie de nimeros ente-
: n
ros como coeficientes de &, haremos - =m lo que

trae consige el que los valores de # han de ser name-
ros pares; resulta en definitiva que siendo C, después
de todo, una constante arbitraria, existen infinidad de
soluciones de y=f (¥); pero afadiendo la condi-

cion de:
T
f frdx=1,
0
deducimos: ‘
T
j Cisentmxdx=1;
0
0 sea:
,‘1\: 1
sen*mx =—>»
Jo ¢

y teniendo en cuenta que:
1
fscnﬁmxdx =——fsen2mxdmx=
m
= —— (—senmx cos mx + m x);

2m
resulta que para que esta expresion entre los limites 0

1 . )
y = tenga el valor X necesita-que el valor de C sea

. 2 ., .
precisamente ]/—, con lo que la solucién definitiva
T .

~ /2 sen mx
y_" T ]

sera:

sustituyendo s por los niimeros enteros que consti-
tuyen los valores propios, obtendremos las funciones
propias correspondientes.

’

Salta a la vista lo artificioso de estos ultimos
cdlculos precisamente para obtener un resultado pre-
concebide; pero hay que fener en cuenta, como ya
hemos dicho, que esta artificiosidad constituye una
de las caracteristicas del procedimiento, y que ade-
mas en nuestra exposicién parece aiin mas exagera-
da, porque, con objeto de no alargar esta memoria, no
hemos hecho mencién de otros espacios métricos, ce-
mo el llamado espacio de Hilbert, también enedimen-
sional, cuyos elementos son las funciones de una ©
mds variables, y a los cuales se aplica la teoria y pro-
cedimientos vectoriales que hemes hosquejado, y cuyo
conocimiento previo hubiera aclarado la parte final
de nuestros calculos.

Estos conceptos sohre valores propios que desempe-
flan papel primordial en las aplicaciones fisicas, surgen
en ntumero infinito en la integracién de la ecuacidn
de Schrodinger, y que se fos hace coincidir con los ele-
mentos de una matriz diagonal de orden infinito, y sus
valores son precisamenie las energias cuantificadas en
los diversos estades estacicnarios del dtomo.
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