APLICACIONES ESPACIALES DEL METODO
DE LAS TRANSFORMACIONES

Por FEDERICO GODED ECHEVERRIA,

Ingeniero de Caminos,

Ll wmétodo de las transformaciones, cuyos fundamentos expuso el amudor en el dltimo nimero
de “ Revista de Ciencia Aplicada”, lo aplica ew el presente articulo a problemas eldsticos en que
exista simetria en torno de un eje, haciendo previamente wn reswinen de dichos fundamensos.

I

Recientemente hemos dado a conocer (1) los fun-
damentos tedricos de este nuevo método, asi como al-
gunas utilizaciones de interés practico del mismo, a
problemas bidimensionales. Este métocdo, de absoluta
generalidad, puede también utilizarse con ventaja para
resolver problemas  tridimensionales, siendo quizds
aqui mds fecundas o importantes sus aplicaciones,
bajo el punto de vista del interés practico. Sefialare-
mos ademas que el métedo, con ligeras variantes,
creemos puede extenderse a otras téenicas.

IEn este trabajo, vamos a exponer la aplicacion
tedrica del método a la solucién de los problemas elds-
ficos en que exista simetria en torno de un ¢je, Resu-

miremos antes con brevedad los fundamentos de este
métado.

Fundamentos del métodp.

El método sélo es aplicable a aquellos problemas
cuya solucion puede expresarse por medio de una fun-
cion de tension, tales como algunos problemas espa-

(1) Revista de Ciencia Aplicada, ntimero de marzo-abril
de 1052. :

Superficie de ecuacién

gfy=0

be
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ciales, y todos los bidimensionales de deformacion. o
tension plana. g

Supongamos conocida en un sistema de coorde-
nadas cualquiera, a 8 v, la funcién de tensién ¢ (a 8 y)
de la que se derivan las tensiones correspondientes a
la actuacién de un sistema dado de fuerzas (fig. 1.")
sobre la superficie limite del cuerpo, de ecuacion
g (@fy)=o.

Las ecuaciones de compatibilidad, en estos casos
en que existe una funcidn de tensién, se cumplen siem-
pre que esta funcion verifique una determinada ecua-
cion en derivadas parciales distinta para cada clase
de problemas.

Designemos por el operador D esia ecuacién en
derivadas parciales, que es frecuente llamar ecuacién
de compatibilidad, y a la cual designaremos asi en 1o
sucesivo. Entonces nuestra funcidn ¢ verificard por
hipotesis :

Do=0, M

Si elegimos ahora un nuevo sistema de coordena-
das &, g, A y expresamos en este nuevo sistema la
ccuacion de compatibilidad, ésta adoptard ahora una
forma diferente. Si designamos al nuevo operador

que la representa por M y por ¢; a la funcion ¢ es-

b4

Superficle de ecuacién

g (Eq)) =0
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crita en este nuevo sistema, esta funcion ¢ verificard
igualmente por hipdtesis:

Mo =0; [2]
sean: . .
a = f1 ( n 7‘)
f=rfllqN (3]
A=fi ()N

las formulas de paso del primer sistema de coordena-
das al segundo.

Admitamos ahora que sea posible encontrar unas
funciones, Sy T, que verifiquen la identidad si-
guiente:

en la cual ambos operadores se refieren al mismo sis-
tema de coordenadas ‘inicial,

- Aplicando al primero y segundo miembro de la

identidad supuesta el cambio de variables [3] y el
0 ==

=10 3]

respectivainéutﬁ, asi como a la funcién de tensién, y
a la ecuacidn de da superficie limite del cuerpo, ob-

~tendremos los resultados indicados en el esquema si-

observandose que de esta forma hemos obtenido la
nueva funcjon de tension ¢ ({9 A) =¢ . T y la nue-
va superficie limite g ({ 7 A) = 0. Asi, pues, la exis-
tencia de Ja identidad [4] presupondrd una corres-
. pondencia biunivoca entre dos espacios, y otra corres-
pondencia entre los sistemas de fuerzas actuantes en
cada uno de ellos.

Por lo tanto, para aplicar este método serd preci-
so encontrar una identidad como la supuesta, Una
vez encontrada esta identidad, podremos, como aca-
bamos de ver, partiendo de una solucidn conocida,
hallar la solucién de un nuevo problema,

La dificultad se centra, pues, en la- obtencion de
una identidad entre las ecuaciones de comp'ltxb'hda(
en dos sistemas de coordenadas. Esta identidad es po-
sible encontrarla en algunos casos, como vamos a ver
a centinuacion.
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SDoe=Ml(e T), [4) guiente ::
Ecuacion . . Ecuacién . .
de lla superficie: . Funcién de tension: SDe@BY) =My 87) T(B)] _delasuperficie: ~ Funcién de tension:
gfy)=0 ¢ (=B gafy) =0 ¢(afn)
Cambi a=fi{En)) c a={
ambio _ ambio _
de variables: p=rCnh de variables: ) ° =1 ‘
‘ =fy (GnN) T=2
| v v
Ecuacién 4, o ) Ecuaciéon de . Ecuacion de Ecuacion .
de la superficie: Funcién de tensién:  compatibilidad: - compatibilidad: ~ delasuperficie: ~Funcién de tension:
g =g fof)=0 @ EnN=0e(fifify) SiMe =0 M(eT)=0 gEnN =0 ¢=0¢N) T

Obtencién de la identidad.

Se sabe que cuando la superficie limite del cuerpo
y el sistema de fuerzas actuante sobre la misma pre-
senta simetria en torno de un ¢je, las tensiones se dis-
t11buyen asimismo simétricamente con respecto a di-
cho eje.

.

En este caso, A. Ii. H. Love (1) demostrd que cl
problema podia ser resuelto mediante la introduccion
de una funcién de tensién; encontrando ademds las
expresiones de las tensiones en funcién de la misma,
y la forma de la ecuacion de compatibilidad. Eligien-
do el sistema de coordenadas R ¢ indicado é'n\la figu-

(1) Ver, por ejemplo, Theory of ]‘lashcﬁy, de A, E H
Lave, 48 7ed., pag. 274, 1927,
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ra 2%, la ecuacién de compatibilidad adopta la forma
siguiente :

2 2 5 1 3 1

—t — ., —— 4+ —Co —_— e —
(aR= R 2R TR0 TR

2 CiR 2 09 1 ‘do

) ==+ = -+ —cotg ¢ = + Y [7]
a«pﬂ)(a YRR TR %Y, 7

. sy
+ — —)=0
R aq»‘«') /

-—-—82 2. 0 -]—cot 3 ! Ca
IR R 3R R

¥ A

ﬁ .

—
/ X
Figura 2!
Y
esta ecuacion serd, pues:
Lig=0. 9]

Dada la estructura de esta ecuacién de compatibi-
lidad, parece lo mis oportuno ensayar un cambio de
variables del tipo siguiente: :

R =R"
‘ (10}
4 =4,

El operador L, mediante este cambio de variables,
s¢ transforma en el siguiente:

e REME a4+ R TIS
IR ° i
’ (1
—2n ) 2*
tg d .
+ R ot 55 +2)
Tlamando N al cperador:
2-2/n o° 1—2/n © :
ne — 4+ n{n+1)R +
I Py + nn+1) R
(2]
— 9/n ot
+R ( )
‘P

MAYO 1952

la identidad [4] adoptard en este caso la forma si-

gulente:

SLig=N(o T). [13]
Dada la forma de esta identidad, parece 16gico su-

poner que, de ser posible su existencia, S serd una
funcion del tipo signiente :

S=R. [14]

Expresaremos, pues, la funcidn de tension de la
forma siguiente:

@zf-Ré.r (5]

siendo f aqui funcién de ¢ y R, con lo cual no se.res-
ta generalidad alguna a la’ funcidn o,

Reemplazando este valor en [8] y desarrollando
se chtiene:

L(fR))=q(@+ DRI f+42(q+1)RI™! %Jr

(16]

Ri 2 f q—'z(t TN
R e HRIT eotgy 4 )

o hien llamando B al operadur:

tg § — 4 2 17
cog99€+a¢ | (17)

tendremos ;

_ ' — -13f
LUFRI)=q(g-+NRI"*f42(q+1)RI" aR‘ﬂ (18]
a3 f  pa-2p¢
+ R R f

Vaolviendo a aplicar el mismo operador a los dos
miembros de la ecuacion anterior, se obtiene después
de simplificar:

L(fR)=q(@+D@—2(@-DRI™* . f+

+4q(g—1)RI” 3af+(’>q(<1+1)l?‘7“2 aRf,_
q-1_9_f R 3
+4(@+ 1R Ay R -+  [19]

2@ g+ DRI iR B 2o

+2Rq—23%+ RI-4B S,

v ' T ) v

Procederemos de.una forma andloga con respecto
-al operador N. \(lnptmemos por tanto para ¢ T la
forma: -

To=fR" [20]
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y reemplazando este valor en [12] y simplificando, se obtiene:

N(fR™=nm(nm+1)R™"=U fin@mn +n+1)R"'+‘—2/"‘.iff-+

2 pm—+42—2/n, ot f m-—2/n
+nR —=+R B.f.

oR

Aplicando ¢l mismo operador a los dos miembros, obtenemos, después de simplificar:

N® (fR'")=Rm_"/".f.[n3m (nm+ 1)(111——2-)(
: n
—{—R’”‘“/"‘*“.ﬁ—[zmm(nm-k1) (m—l)+n3(2nm+n+l)(m—2~+l) (m—i)+
R n i ‘ n n
2 ] 2 m—4/n--2 aaf 3 _
+ntm(n+ ) (am+1)+n (m——’;-+1)(/z+1)(2mn+n+l)]+ R 2S—E[n mnm+ 1)
—{—2n3(2nm—|—n+l)(m———i—+l)—f—n“ (m———i——{—Q) (m ——i—+1_)+n3(n—}—l)(2mn+n+1)+ [22]

—|—n3(n—}—I)(m——%—}—2)‘]—l—R’”""/”'H.%[n“@n;n-—l—.n+1)—l—2n‘ (m——%——}—2) +n3(n+1)]+

+ R —4int4 ar 4+ RM—4in [n’ (m _2.) (m——z——l
n n

IR

)+n(n+1)(/n-——i—)—{—nm(nm+1)]Bf-{—

'"——3——~1)+n“(n+1)(nm—|-—1)m(m—%—)]+

+ R4+ lQnﬂ(m———z—)+n(n+1)+n(2mn+n-{—l)]B§—£ +R"'—4/"+2-'2f1""3-§[§ -i—R’"f"“/"B'-'f. !
. n * j

Si la identidad es posible, los valores de los coefi-
cientes adoptados se obtendrdn reemplazando en la
identidad supuesta [13] las expresiones de N* (f R™)
y L2 (f . R9) obtenidas, y el valor de §' [14].

Los exponentes de todas las potencias de R coin-
ciden siempre que se cumpla:

f=m— g4 [23)
n
- - af
Tgualando los coeficientes de B TR se tiene:

n=1, [24]

De aqui se deduce la solucion banal » =1,

m = q, t =0 prevista, Veamos la segunda solucién,

n = — 1. Dando a n este valor en [22] e igualando

los coeficientes de las respectivas potencias de R, y
los cceficientes correspondientes de:

Bf, B2L, BZTL
IR ? R®

se obtiene el siguiente sistema:

y Bf,

0@ +1)@-2(q—1) =m(m+1)(m-+2)(m—1)
glg+1@—1y=m(m+1)(m+2)
g+ =(m-+1)(m+2)

25
g+1l=m-+2 (25)
P—g+1l=m4+m+1
=m+1,

comprobandose que cuando ¢ y i verifican la Gltima
ccuacién del sistema, las cinco primeras se verifican

también. Por lo tanto, la identidad [13] es posible
fambién para:

n=-—1,

g=m+1, [20]
t=1.

Todremos, pues, escribir:

RTLE(f R™TY = N2 (f. R™). (27)

Haciendo en [15] ¢ =0, las dos funciones f y ¢
coinciden, Para volver a la funcién ¢, nos bastara,

pues, aqui hacer m = — 1. Tendremos asi, finaimen-
te, la identidad huscada:

R L o= Nt (p R™VY, (28]
siendo asi en este caso:

S=Rr,

[29]
T=R™'.
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Utilizacion de la identidad.

En-este caso; el esquema [6] serd el siguiente :

Ecuacién

;. ‘l . : - Ecuacién
de la superficie: Funcién de tensién: Ecuacién de compatibilidad: de la superficie: Funcién de tension:
gRY=0 ?(R¢) RDe=M(gR™") gR¢=0 ¢ (R¢)
l 1
R R=n
b= t=h
v
Ecuaci6n de la superficie: Funcién de tensién: Ecuacién Ecuacion Ecuacion

1 REAY
gl(R‘4’l)—g("R':o¢l)_0 ‘Pl(qu)l)—‘?('kT.q‘))

Asi, pues, la nueva funcién de tensién yy serd,
escrita ‘en el sistema inicial: ‘

y(RY =Ro. R4, (30]

Analogamente la ecuacién -de la nueva superficie

limite serd escrita en el primer sistema:
— 1

gR™ .4 =0. (31]

La correspondencia hiunivoca entre los dos espa-

e e
compatibilidad: compatibilidad:
M{e)=0

de
la superficie:

M(C?R_l)=0 R $)=0 =0 R §) R~

Funcién de tensién:

cios sera en este caso una inversion con polo en el
origen, El método nos proporciona, pues, en esta apli-
cacion, la generalizacion al espacio del conocido teo-

rema de J. H. Michell (1), que relaciona tensiones de
figuras planas inversas,

(Continuard.)

(1) Ver J. H, Michell: Proc. London Math Soc., vol. 34,
pagina 134, 1001,

— Théorie de I'Elasticité, de S. Timoshenko, pigs, 180-
103.
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