MOMENTO DE INERCIA DE LA SECCION: CIRCULAR HUECA
PARA EL MATERIAL HORMIGON ARMADO

Por JUAN J. GOMEZ-CORDOBES HERNANDEZ

Ingeniero de Caminos.

Al principio y final de este articulo se hace referencia a otros publicados anteriormente en
nuestra Revista, que con ¢l jnasanfe completan ¢l trabajo que sobre este tema ha realizado

el autor,

IEn los ntimeros 2.705 y 2,707 de esta Revista, co-
rrespondientes a los meses de septiembre y noviem-
bre del afio 1940, encontrard el lector dos articulos
referentes al momento de inercia de la seccidén circu-
lar ‘maciza de hormigén armado, en los que por cua-
tro procediniientos se obtiene la misma expresion, que
es el punto de partida del presente articulo. En ambos
se designé por R el radio de la circunferencia, peri-
metro de la seccidn, y es facil deducir que la arma-
dura metalica que se considerd estd integrada (figu-
ra 1.%), como en la seccién rectangular, por una sec-
cion @« cm? en la zona de traccién y otra seccidn
o cm.? en la de compresién, estando ambas secciones
metalicas a la misma distancia del centro, en los ex-
tremos del mismo didmetro correspondiente al plano
diametral que contiene la resuliante de las fuerzas so-
licitantes, Dicha distancia, en los citados articulos del
afio 1940, estaba dada por la expresion R—¢, y en
los diez afios transcurridos hemos visto la convenien-
cia de modificar ligeramente las notaciones, represen-
tandola en lo sucesivo por R, El recubrimiento ¢, pe-
quefio con relacidén a R y ademds expuesto, en la ma-
yoria de los casos, a ‘erosiones por varias contingen-
cias, se desprecia, desapareciendo definitivamente en
los laboriosos desarrollos exigidos por la seccién cir-

Figura 1.*
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cular, lo que justifica la ventajosa modificacién he-
cha: un recubrimiento de 3 cm. aumenta el canto .
Gtil en 3 cm., y la profundidad de la fibra neutra au-
menta, para la carga de la.armadura 4 = 1 200 kilo-
gramos/cm.?, en 0,351 X 3 = I,0 cm,, que bien po-
demos despreciar con error favorable a la-estabilidad,
ante las erosiones a que estan expuestas las obras por
las explosiones de los artefactos de guerra, por el ¢ho-
que de los acarreos pétreos en cursos de agua torren-
ciales, por la accidn de los hielos invernales, etc., ade-
mz’xs de la importante ventaja apuntada de simplificar
los célculos.

Seguidamente exponemos para la seccion circular
hueca €l desarrollo del calculo del momento de iner-
cia con la misma armadura sencilla que se adoptd,
para la seccién maciza. En la figura 2.* se representa
la seccidn hueca: R + ¢ es el radio exterior, y el ra-
dio interior lo designamos por 7, estando las dos ar-
maduras e v «, de traccién y de compresion, respec-
tivamente, situadas en el mismo didmetro y a la mis-

ma distancia R del centro, El canto til de la seccion

es c =1t -4 2 R, y despreciando ¢ por las razones ex-
puestas anteriormente, queda ¢ =2 R. Al despreciar

t, resulta para la seccidén 1til de hormigén a consid”-

rar en los calculos de resistencia, la. circular limitarla
por lag circunferencias de radios R y 7.

Figura 2
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La profundidad unitaria de la fibra neutra
f 648
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profundidad absoluta y A la carga de trabajo de la

armadura, es independiente de la forma de la seccidn,

por lo que se aplica igualmente a las secciones macizas
'que a las huecas. La profundidad absoluta f=
2R yo=rc.¢p es un producto de dos factores, ¢

y ¢, que son los mismos para la seccién maciza de

, en cuya expresion f es la

radio lexterior R -+ ¢y para la seccién hueca corres- .

pondlente de radio interior ¥, supuestas ambas con el
mismo tipo de armadura, (ﬁms 1.0 y 2.%) escogido para
simplificar y llegar més facilmente, s'iempre compro-
bando los Taboriosos desarrollos, a la consideracién de
la armadura caracteristica de la seccidén circular, co-
mo se verd mas adelante, después de terminar con el
tipo sencillo de armadura considerado.

Tl momento de inercia con relacién a la fibra neu-
tra lo designamos con-la letra I afectada de subin-
dices.

En coordenadas cartesianas rectangulares, coinci-
diendo el origen con el centro de la seccion, las cir-
cunferencias exterior, despréciando ¢, y la interior
tienen, respectivamente, por ecuaciones:

x‘.’.+y‘3=R2, , x?._‘_yﬁ_—_—rﬁ.

El momento de inercia I, de la secoién maciza
del hormigén que se obtuvo en los citados nimeros
de la REvISTA tiene la expresion siguiente, correspon-
diente al radio R: :

In,R=[(—‘—?'-k (1—2 )t ang cos (1 —2¢) —

‘——é—(‘;+(1—2¢)2)(1—2<9Vm].m.‘ "

I =.,[,2 ydy _/' yidy
mr =
Vr—y Vre—ye

; : dy
1 —2¢)r R — (1 —2¢)P R »
+d D jf___p_y, f\/

r..___.y«

+[r~—(1-2cp)2R“]ny dy

ru_y-

" respecto a la fibra neutra, paralela al misme, con

2(1l =291 Rf ydy

—gu—zwan

R

Designando por I,,, €l momento de inercia de la
seccién interior de radio 7, considerada como maci-
za, con respecto a la misma fibra neutra de profun-
chclacl absoluta f =2¢ R, el _mompnto de inercia par- 5
cial I, de la seccion hueca, por lo que al hormigéon |
se refiere, se obtiene por diferencia de los. dos mo- |
mentos anteriores : '

]h=1mR_]mr=F(‘P» K) R, [2].

siendo, como se verd més adelante, K = R /. ' i
Como Ipg lo tenemos calculado, expresion [1], E
solamente. es preciso calcular I,,, partiendo de uno 1
de los cualro procedimientos que se siguieron para
obtener- I ,, g aplicado a la ecuacion 42 4 y* == 7=,
Designando por C maytscula, para diferenciarla
del canto ¢ de la seccion, la fongitud de la cuerda pa-
ralela al eje de las abscisas &, el mompnto elemental

sién, clesp1edando términos infinitammente pequeflos de
.olden superior (ver pag. 164 del nam. 2 705 de la
Rrevisra, mes de sept1embxe de 1940):

j
ecuacién y= R —f = (1 —2¢) R, tiene la expre- 1.
‘}
!

r=C.dy[y——(1—2'.?)R]“=2\/r'.:_yz [y—- ) ‘

rs_yﬁ o
—_— | Y2 —
Ve —ye [

—2(l—29 Ry+(1—2¢R] . dy. (3]

~(1—29R].dy=2

El limite  inferior de la integracion es y, =
= (1—2) R y el limite superior es y2 = r:

]—2(1—2@)Rfvy v

re—yt

v yidy yrdy
1o —2¢R [+
] [ /Vrﬁ—yf erE—yﬂ

V2

+u—29nR"f ——] =
Ve Ve—y

=2[%(y3\/r5’—y"-l-—2— r (erﬁ—-yz—rﬁangsen —"—))—-—-2?;-(1 —2¢R (y*+2m \/r’—y‘3 -
. : ) r

'—..—;—[rﬂ—(l—2@>2R%1(erﬂ—,ye—rﬂangs'enL.)+2(1 —2gnRVE—y+

V1

2

‘ V2 .
+-<l—2¢>2rfR2angsen—{-], =2[(Ly3———<1—29>1ey g P - (=290 RY) Y -

4
=g =29r
, 3( 9

OCTUBRE 1956

R=20 200k )| VA= —(3r -

. r

_1_ 2 (1 — s el — (1 —20)2 2 RE e =
2[r (1 —2¢p R} —(1 tp)rR)angsenr]
' 1—29R

523




=2[('-?r2 +——(1 —2cp) R")r-———-(
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Poniendo en la expresion anterior L
P
Iy,=2 |~ (= ——-H‘—?‘?)’)
mr 2 4

1 —20p(1—2 1 _a-
+( o ( w)]/K ¢ 2@]

113 1
(27

—E;+(l—2?)

~6

Para K = R 1 es facil comprobar que se ve-
r

rifica Iy, = Img, y como I g lo tenemos bien ex-
presado en la comprobada férmula [1], €s de supo-
ner que la expresion [3] que acabamos de obtener
para I, ,, por un solo procedimiento, sea de. toda con-
fianza. '

Si en la s:ccién circular maciza quitamos el nit-
cleo de radio r =R—f=(1—2¢) R, K toma el
valor 1 /(T —29). Slempxe que sea factible tomar
este valor de K, el momento de inercia de la corres-
pondlente seccidn hueca, dado por la expresién [2],
se obtiene lo mds sencillamente posible, porque en tal
caso I, =0, y, por lo t'mto In=1Ipg —0=

=Imr = F (¢) R

Todo lo expuesto se refiere al momento de iner-

cia del hormigén, solamentie que es uno de les dos ma-
teriales’ que integran la ‘seccidn total. Segmdamente
exponemos cuanto se refieri2 al otro material, a 'la ar-
madura metdlica, cuyo momento de inercia se deter-
mina como en la seccidn rectangular, por lo que po-
driamos prescindir de su’ determinacién, al ser de
todos conocido. -

El momento de inercia I, de la ‘armadura total
o=a-+ & con relacién a la ﬁbla neutra, ya ‘deter-
mirada -por- la profundldad absoluta f =2 R ¢, es

dado p01 la exptesxon

~—B f2+ﬁa(2R f)’
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K, resulta la siguiente:

1
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en la que B es la relacion de los.coeficientes de elasti-
cidad.

Designando por J: mintscula la. relacion de la sec-
cién de armadura «” en comp1esmn, a la « correspon-

4

- diente en'traccién k = —, y por ¢ la cuantia de la ar-
a

madura de seccién a, se tiene suceswamente para las
secciones maciza y hueca -

d =ku=knRq;
lop=BknRq.fP+8xRqRR—fF=
=4n(kgt+(1—99)Bg. R

T

(5]
1 S e
KE)R 5

Lo =t7 (1= ) (et (=) pa R 10

La expresién del momento total es para la seccion
maciza:

Iy=1Ine+1om (5]

La expresion del momento total para la seccion
hueca es: S _ ]
} Ly=Inx =yt Iyn- (6]
_ Los valores .de I.pgy. Imy,- m m. I o n son dados,
. respectivamente, : pcn las. expxesxones [I] (31,214l
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‘ Figura 3." )

Después de cuanto llevamos expuesto, vamos a
considerar la misma seccién circular en. sus dos va-
riantes maciza y hueca, provista (figs. 3." y 4.) de
una armadura de seccion total  integrada por nume-
rosas barras # dé'la misma seccién o », situadas todas
en la circunferencia de radio R + ¢ —¢ =R, a dis-
tancias iguales 2w R:#. Las # barras se encuentran
en dos regiones o zonas de la seccién separadas per la
fibra neutra, formando todas las barras situadas en la
zona de traccion la armadura e, y todas las que se en-
cuentran en la zona de compresidn, la armadura o, El
centro de gravedad de la armadura « de traccion, si-
tuado en un punto del didmetro perpendicular a la
fibra neutra, nos da por su distancia al extremo del
mismo, situado a distinto lado con relacién al centro
de la seccidén, el canto 1util ¢, menor que 2 R, y estd
dado por una expresién que determinamos seguida-
mente, admitiendo la hipétesis de-la distribucién uni-
forme de la seccién total o ='a 4 o sobre la cir-
cunferencia de radio R. '

El centro de gravedad de la seccién e integrada
por todas las barras que trabajan a traccién, en la hi-

- potesis admitida, es el mismo que el del arco corres- -

pondiente en que estin situadas, y se determina muy
sencillamente por el clculo infinitésimal; mas como
se encuentra en los manuales de Ingenieria la expre-
sién resultante, en honor a la brevedad nos servimos
de ella para obtener, como se dice en dichos manuales,
la distancia entre el centro de gravedad y el de la cir-
cunferencia. '

’

.

Luerda o .rad'io‘=.' ‘ : >
arco . - 2‘(——"— - angscn'R—f')R‘
2 r )
R=F

- :
— - ang sen
5 - ang

R
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Figura 4.

El canto atil es dado por la expresién con tres va-
riables, ¢, R, f:

Ry — VIRIZP 7
=z -}~ ang sen R—F
2 , R

que, unida a la conocida f = ¢ ¢, nos proporcicna un
sistema de ecuaciones que permite eliminar una de las
variables ¢ 6 f:

VoRf—f ,
. T
R

-—f—:R—}—

? —;—— -+ ang sen

' c — o c®
c=R+ \/2ch i )

-%'-{-angsen R—sc

Conocida la carga de trabajo de la armadura, ¢ es
conocida, y quedan dos variables por determinar, R
y f 6-R y ¢, con infinidad de soluciones. Tomando la
primera de las dos tltimas expresiones y despejando
f, se tendrd f =X (¢, K). . -

E!l momento de inercia elemental del hormigdn,
con este segundo, tipo de armadura, tiene la misma ex-
presién que la obténida, [3], con el primier tipo de
armadura, siendo los limites de integracién los si-
guientes para la seccién’ circular maciza:

W=R—f=R—L\gR) =

(1-2eRe—q-gr CoE

ye=R

Para el primer tipo de armadura consdierado vi-
mos, a continuacién de la ‘expresién diferencial [3],
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que les limites de infegracion correlativos de los [8]
eran: '

$w=R—f=R—2¢R=(1—29 R,  [9
yi=R.

Entre los niumeros abstractos e y 2¢ se verifica
e < 2¢ In efecto: en la expresion [7] del canto
til ¢ el segundo sumando, que expresa la distancia
entre el centro de gravedad de la armadura-de trac-
cién y el centro de la seccion, es menor que el radio
R, por lo que el canto ¢ resulta menor que 2 R ; luego
la profundidad absoluta de la fibra neutra, en este se-
gundo caso de armadura, €s menor que con la primera
considerada, y el primer limite obtenido y;, dado por
la expresion [8], s mayor, que el segundo, dado por
la [9]; luego ¢ <z o.

Para la seccién circular hueca (fig. 4.) ¢l mo- '

mento de inercia de la seccidn.de hormigdn se obtiene,
en este caso de armadura circularmente dispuesta, co-
mo en el primer tipo de armadura considerado (figu-
ra 2.%, correlativa de la 4.%), restando los momentos
de inercia de las dos secciones macizas de radios
R y 7 con.relacién a la fibra neutra de profundidad
f=2x(p, R), obtenida como acaba de hacerse I, =
=Inr — Im,, siendo.los limites de integracién para
Imr dados por las.expresiones [8], y para I, el
mismo limite inferior [8] y; y el superior Yo =7

- El momento de inercia Iy

Ca o == e - of €5, en este senundo tipo (le almadma,
para ld seccién maciza:

lom=8 ( r+R- f)ﬁ) w=r (—;—+,(l'—.s>2) Bq.RY,

.

y para la seccién hueca :
N R EC R TR

[l 0=

Repitiendo la 1nte01'1c1011 del momento - diferen-

cial [3] con los limites cor respond\lnentes se obtienen,

como es facil comprobar, las expresiones siguientes:-
Momento de inercia total para la seccién circular

maciza de radio’ R (ﬁor 3 ). corxelatlva de 1'1 fig. 1. OF

w= ]mR+1]mm=.'[(T + (1 - 5)24) ang._c'os (l,f:e?‘—.

R O A —at)d—a Vi — o &

+(—%— %(l—e)é)é.q] R=F(f3q) R o)

de la secc1on metali-

Momento de inercia total para la seccién circular

+ hueca de radios R y # (ﬁcr 4“, correlatlva de la fi-

gura 2."):

Iy=1,,— mr }-1(,,:,__ ‘
-_-H( +(l—e)~-)angcos(l—s)———6—(l—2?1+
+ - é)#) (1—9 V'Jz‘:i]—[(—‘f S

+(1—e)2)7‘{; angédsk(l—e)——:_)—(l—g ,

2
o L= )(1-5) -T-_g—e) ]+
(=) -I-(l——-'e)ﬂ)ﬁq” Rt =
=F@EKfBao. R ‘ (1

Sienla lsec_ci'c')n circular maciza (fig. 3.%) quitamos
el nicleo r = R —f = (1—¢) R, K toma el valor:

K== .'[12]

S1empre quie sea fax.uble ‘tomar este valor de
K, [I’)] el momento de inercia de la correspondiente
seccidn hueca se obtiene lo mas sencillamente: posible
analiticamente, porque, ven tal caso I, =0, y por
lo tanto:

H‘, 1 “0+Imh_=.-1m}z +1Ipa.

_ Con ’lo e\puesto da® 1*01' tennmado el autor este

' txaba]o 1n1»c1ado por lo que a su publicacion se refie-

re; hace veinte afios aproximadamente. En el afio
1931 ‘la ‘Revista DE OBRAs PUBLICAS publicé tres
articulos en los niimeros cor1espond1entes a 1.0 de
agosto, p'wma 305; 1.° de. s»eptxembre pagina 358, y
15 de septiembre, pagina 383, con.motivo de la cons-
truecidn del’ puente de Alcaine (Teruel), en el cami-
no vecinal de Josa a Alcame Dado'el caso posible de
que la REvIisTA no! hubiese; pub]lcado dichos articulos,

. €l autor’ hublese abandonado st vision de un nuevo

prodedimiento de construcciéin que ha de permitir a.
los’ pueblos adelantar bastantes afios la’ realizacion de.
sus justas aspiraciones. Postenormente en la’ post-
guerra, como se dice al comienzo del presente la RE-
visTA publicé otros dos articulos; en total, seis articu-
los: que llevan tados el' mismo. t1tu10 Muy agradecido
quech‘-el autor a la REvISTA.y a’ Dios por haberlé
pernit d llegar al findl, despues de tantas calamida-
dcs sufudas en lo:, veinte afios txanscumdos
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