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: Continiia* el lra{mjr) iniciado cn nuestro wibmero anterior b(uo este ~misnio Itiu/o, qite seguird
en otro préxine articula con lo, gue reste de la exposicién del método v con i ejemplo z't'
- aplicucidn /mul:ra que ('l autor se propone pu*wnmr « conlinyacian,

El calculo 'de las transfermaciones es un jn‘bblema La dohle transiormacion del 3151@“1'\ Xal X'y dal
que ne presenta dificultad (*) V CUyo resumen:se ex- X' al X tiene comp matriz: S ['
pone a continuacién, ,‘ ‘ . - I

. Tgn e 9, 'i' gy, Qu. G 1 i
Transformacién entre triedros de referencia. Sl .Q= 4 Gy Qo q%! : Qs " Gan q,u “'

|

l a1 sz ‘713 i Ty 9 In \t {’

. . ' . A 2 K V bk 33 i
Si X5, Xoi Xz y Xy, X's X'y son las componen- : : ‘ )
tes de un vector referide a los sistemas X:.v X7, res- 3
pectivamente, las férmulas de transferencia del sis-

tenta X" al X son:

Cuando el sistema’ X es trirfectangular, como el
X7, la transformacion €s ortogonal ; entonces:
Xl""‘]ll’\l - qﬂX,--f»qm'"X’,; " : . ) qij:cos(xl'xf)‘
Xy = Gy X'y o+ o X's 4 G X ' ' - ‘
Xy = ' X'} - G X'z - ‘7:;:) x:l

v €l cuadrado de la matriz vale 1. Si ademds se adop-
ta en el sistema X el triedro a dextrorsum, lo mismo
queen el X7, se verifica:

J

sistema cue tiene como matriz -

- L |

Gu G2 Gy Q.G=1

|
Q=1Ga qo2 Gqog |
Ny G Ga “ Con_la’ notacion matricial- ]{lw formulas de trans-

. ) formacion; son:
y las del' X" al X

Xy=gn X+ an Xz A+ d:u Xy (‘ X,l ‘ ( P e “713!‘ ”X:' %[%‘

X'y = G Xy + e Xe + e Xy - .ﬂ x| = L G G ""“; i :

Xs = 01y X, + G X Jl_ I Xo I Xy H | g oo qu'l 1 X'
sistema que tiene como matriz la tr aspucstd de la an- . " HX’, i {4 9u I \] | X,
;terxm. o R %'X"zl =il Gz Qu ‘Inuﬁ [ X
W Gu du 1! ' ”X'a ‘ Qia G Gu ! X

Q=1 o G
Gys Gos qm Adoptando la transformacién ortegonal, s¢ verifi-
‘can las relaciones siguientes:

Sl

: .
q;= | gh=1. iy 9 =0 Gy 9py==0 ;

9= gh=1_  4p@3=0 - €;q5=0 Ci=1,2,3 .
g3i=1

Gis=1" 939 =0 95 9;=0 , S

.

(*) En la revista Ciencia Aplzcada correspondlente a, los meses de marzo y abrll exponemos el desarrollo completo dc los
calculos, : . B T o A IS SO N R A

~ "o, "
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Transformacion de los movimientos en reacciones.

La determinacién de las reacciones en funcién de los movimientos de los nudos, referidos ambos al siste-
ma X’, es un problema resuelto anteriormente, y expresando las formulas mediante la notacion matricial resul-
tan las siguientes transformaciones : :

Reacciones en O producidas por los movimientos en dicho extremo:

M| K 0 0 0, M, | 0 0 0

M, ||=]0 ke 0 0, M, ||= $ 0 P 8,
M, 0 0 ks O I Ms oo 0 @2 4,
F, 0 0 8, Fl I f 0 3,
Fy ||= P2 0 B Fy =\ 0 fe by
Fy 0 93 0, Fy 0 fs 4

Reacciones en O producidas por los movimientos €n o'

M, ‘ ¢y 0 0 H l 0, \ ‘ M, H H 0 0 0 A,
M, i|=i0 ¢’y o, il M, = 0 — g 0 Ag
My ‘ 0 0 'y H \ 0 \ I M H “ 0 0 — P 4,
F,‘ \0 0 0 0, “ F, —f, 0 0 A,
FZ = 0 CP'?. 0 03 Fz = 0 land f«: 0 . Ag
Al Lo ol e “ Fy o o —fl I

Transformacion de un giro en O en un momento en el mismo extremo.

La triple transformacion es la siguiente:

l M, \ l UIT 12 4 \kl 0 0 ” In qa s 0, \
\Mz = \‘hl oo Qas ‘0 ke, . 0O \ gl T qaz Qg t,
M, “ In Ve Q33 “ 0 ky l ds EN R By ”
o bien: ,
| M , 0, \\ 0 || o,
H Mg =Qk'6' 02 =Q'Qk' 02 “=Tk.\ 02 t
M, 0, oo il Il
representando, en general, por T, la matriz .
ty; (1) te () . ts (1) ny 0 0.
T, =| ta (m) la (n) (M) || =Q. 0 Ny 0 . (72 = Q. 6 = Q. Z?,,
ty; (1) tyo (n) i (0) “ 0 0 ny “ '
Bl momento elemental M; que corresponde al giro elemental 6; es:
M" ':—"Il,-j (k).61=qi’. qukr 0_] r=1,2,3,
O Séa: . . . . .
My = (951 9j1 ko -+ @12 952 ko + T3 93 )8;.
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De esta expresion se deduce que

ty (k) = t;; (k)

es decir, que la matriz T y en general la T, es simétrica,

Transformaciéon de una traslacion en O en una fuerza en el mismo extremo. i

En este caso resulta:

Fy U 91z s fi 0 0 In G sy Xy ‘1.‘@

Fy |=| 9u g Q| - || O fa 0 | - | 9w = Qgo || « || X2 A

Fy | lan @ 9w 0 -0 foll las 4w xq | i

o bien: |
ey 2 !

F.z \ = Tf x_n‘ }“.‘

Il Fa \ X3 i

representando la traslacién por

X = X, W~ Xy Wy + Xy Wy,

La fuerza elemental F; que corresponde a la traslacion elemental &; es:
. t

Fi =.tlj(f).xj=qirquf,xj r=1,2,3,

0 sea:

Fy=W@nanhfi+ 9292 f2 1T i3 93f3) x5 -

Transformacién de un giro en O en una fuerza en el mismo extremo.

Resulta la siguiente transformacion:

£, dn Gre s \ 0 0 0 an qn ds1 \ 0,
Foll={9a G2 dusi. \ 0 @2 0 qs G s ‘ B, t
Fy ds1 g2 G 0 0 3 dis Qa2 Gae \ by i
o bien: ‘
| i
2 ' Fy B | 0| | 0
o F,|=Q, - Q. og\=Q.’Q%. 0 =P?.‘o.3 |
AR : F, | o, 6, 0,
representando, en general, por‘P.,,nla matriz
pu () pr(n) P () " 0o 0 0 l

P,=|Pu (@) P Pu (")“ =Q.|0 ny
Npu@ p@  pu@l 0

MAYO 1950 .. .. . ' ‘ : - 2565




La fuerza eclemental F*; que corresponde al giro
elemental 6; es: '

'f'=2,3

Fr=p; @) 0 =d s 8
: s=13 2

0 sea:
Fi=(q,059 + qi392¢%3) ;.

" De esta expresion se deduce que la matriz Py ¥,
en general, la P, no es simétrica, sino en casos espe-
ciales, puesto que: .-

pij () =015 G530y -+ 913450 13
;i (n) = Gpy Qg5 Ny - 43902 3

y p;; () s igual a p;; (1) solamente cuando ng = 13
q q . ’ .
o =2 pero siempre se verifica que
4i3 ' s
pij (ng, ng) = pj; (ng, ny )i
es (ecir, que p;; (n) es igual al valor que se obtjene
permutando en py; (1), la n2 y la ng.

Transformacién de una traslacion en O
en un momento en el mismo extremo.

Toa transformacion es:

M, ‘ | G4 e (Inc\ l‘ 0 0 0
Mol = || G Qu T2y | 0 @y 0
iMy \ qu Qg qn:x‘ 0 0 e 1
B T T \ | %
s, Qs RCETS Xa
Qis ' UEN UEH] ' Xy
Ahora hien, el producto
qo 0 o) .
Q. l 0, 0‘ . Q.
L ‘ 0 0 g %1»

es la matriz traspuesta de la P‘P: puesto que p;; (p2
¢s) = p;; (p3, p2) y, por consiguiente, la transforma-
cidn puede escribirse asi: :

' My X,
Mg = ﬁ’-ﬁ‘ l XQ
! M, X3

. FEl momento elemental’ M; que corresponde a la
traslacion clemental &, es: N

Mi =p,1(‘17) "xj- = 9ir 9is 9 J.CJ

356

“o.osea:

.0 seas I o SR T

o sea | T

My = (G5 Qi3+ 953 Qia 23 %),

Transformacién de un. giro en 0" en' un mo-
mento en O.

En este caso se verifica:

M, 0
Mg = ¢ 0.3‘
Ma o 9‘3.

El momento elemental M; que corresponde al giro
elemental 6 es: ‘

M= t;;(¢)- 0 = 4;r 90 ¢ G r=1,2,3,

0 séa:
My = (g;y 41 €1+ 12 9jaC's T i3 93¢0 0y
Transformacién de una-traslacién en O’
en una fuerza en O.

Se obtiene:

F, X
) .Fa == Tr .|| X
UFy ] I X3 |

T.a fuerza elemental IF; correspondiente a la tras-

lacidn elemental ) es:

F,:—f,j(f)xj=*—'(],rq”fr .\'j r=l,2.3,

F; =.—'(qil 91 fi+ 2 950 f2'+‘q>13,qj;43f.3) X5

Transformacion- de un giro en 0’
en una fuerza en O.

Resulta:

|| Fi 0,
‘ Fol| = Pyr- || 0,
Fsi !103

" La fuerza elemental F; que.corresponde:al giro
clemental §; cs:

'. i ., ) . o I r=.2‘3.
Fi'—‘pij(‘?)-:OjA:“Iirqjs_"?rQj 8—322

. A
o

Fi=(gy, 9j3 9% .03 G ¥3) 0
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Transformacién de una traslacién en O’
en un momento O.

IEn este caso la transformacion es: .

PM ! x.li
M, =_P‘P' Xq i1.
P My [l xy

El momento elemental M; correspondiente a la
traslacion elemental x; es:

M=oty = — a5, 2
.—_.—.....-p o) X == — (. Llp C .
i ji\e) - X jr i»s rry ‘ S=3,2g
0 sea: .
M;= — (90 Qi3 ~F 4j3 Tia ¥3) X; -
o 0, | |
le =Tk.1 0 || + Py |
| My 0y | |

n hien:

oM, | I 1 ‘
M, =Tk.|lo.l |+'Tc,. |
M, 04 1 »

i\ﬁ’ |- H"‘ I

| Foij =Py || 01 4Py

‘a Fy il Aoy 4 ‘

F, 18, ‘
1|

Expresiones de las componentes de las reaccio=
nes en O en funciéon de las componentes de los
giros y traslaciones.

Como consecuencia de lo expuesto, si los movi-
.mientos de los extremos son:
Giroen O ' 0 =0, w 408 w - 0; ug
Traslacion en O X o= X, U b X Wy - Xy
Giro en O' 0 =10 e, -}~ 0’ ey + 0'guy

Traslacién en 0’ X' =x',u; 4 X'y @, + x'yuy

resultan las siguientes expresiones:

T T
i| 4 T.. ,\ 0y U — P, i\l
0y 1} :"’.sl

EY |

+P+ IUI‘.Zil—'Tf';;i\,";

] 0y |: .; g |l

A continuacién se incluye uu cnadro con los coeficientes que proporcionan las reacciones en funcion de les

Movimientos:

MOVIMIENTOS EN O

MOVIMIENTOS EN O °

G I ROS - ' ' "I'Rf\SLAClONES GIROS o " TRASLACIONES
0, L0, | 0 . X, Xo X3 0 f'a 0y X'y X'y ] CXy

S M, | Lk fx‘.; Q) liy (/\')v P (9) | pa (‘?) 1.Pa (w) | 1y ) | L (€) | fis(c) — Pu ()| — P'-n (©) | = Py (‘.9)
5 My |ty (F) ts (k) tg (B) | pia (8) | Paz (9) | Pae (’;'/) oy () | faa (€ | foa (€) | — Pro ('{’)_ — Das (8) | — Pag (9)

2 M, Iy (K) tya (). |+ o () P (%) Pas () | Pga (9) ] Iny (€Y} e (€) | tug KC') P ('f) — Pag (@) | — Pyy ()

'§ Fy | pu(@ | Pra(®) | pa(e) | b () | he (F) | b (f) | pnle) Pz (@) | Py (&) —.—.1‘1! (H —ho )| — s (f)
;32 F'.- P (9) | Pas (@) Paalp) | tor (F) | tos (f) | tag (/) | P ('?') P (CORE ('{") — oy (f) |~ b () |"— taa ()
Fy Par (%) Paale) . ‘Dyg (’{') ta (F) | fse (f) fm}t (f) ?R'S"l (f?:)' Poe(e) | pas (7)) —Har(f) | — fae ()| — by ()
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O hien simbélicamente

MOVIMIENTOS EN O ’ MOVIMIENTOS EN O
GIROS TRASLACIONES GIROS TRASLACIONES |
0, 06, 0, Xy Xp Xy 0y 0 0y Xy Xy Xy
M,
Q IWQ Tk P“P Tcl ) - P(?
S
p M,
%)
g
g F,
g P
& Fa Py Ty ¥ — Ty
Fy
Se comprueba ¢l teorema de Maxwell, puesto que:
M; correspondiente a 0; =1 es iguala M; correspondiente a 0; =1
Fi » xj == | » Fj > x" =]
M, » Xy = | » F; » 0, =1,
Relaciones entre las matrices correspondientes y también:
a Jos dos extremos. '
X, - xll xll - X,
. Tro || Xg = X || = — T X'y — Xo
En el extremo O’ se verifica: s 2 : oot
Xy — Xy ‘ X'y — Xy
—qu =g Fqn , o ,
s — X; — X, e Xy — X
Q =\ —qa =q Fqun - . — ,
P(P. Xo — X'a - P(?' X'g — Xo
—y Eqp Ty ,
. Xg — X'g X'g = x“
—qu —qn —qu : :
Q=1 =g =qu == Determinacién de las matrices en casos
i a ‘ articulares.
Fqy F G F s P
y la doble transformacién no varia: . Las matrices Q, @ y Q son independientes de las
caracteristicas de las barras, dependiendo solamente
Q.0=Q.Q de su posicién, por lo que estas matrices, y en conse-
cuencia las T,, P, y P,, pueden determinarse para
La matriz Q' vale: los casos particulares correspondientes a las posicio-
T nes que frecuentemente ocupan las barras al adoptar
— qn - u — n un triedro conveniente como sistema X, de referencia
Q=\|xqs  Faqu T Qg de la estructura.
+ gy . _— E§ muy 1til obtener el valor de:

De lo expuesto se deduce faciimente :

Po==p

- Ty=T, n

258

Tpo || Xa— Xy
Xy — x‘a
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expresado en la siguiente forma:

Xy = X'y X, —x'y A, — &y , fi 0 ‘0 PA — A
Tf . xa —xs || = Qf - Q . Xy — X'y = Q- Ap—ty |l = Q. 0 fa 0] . || &e—2%||=
Xy — X'g l Xy — X3 Ay — g || 0 0 fa Ay — Ay
fid—47) N .
Q.|| L (Aa —A) |l = Q .« | felgre(xy — X'1) + dee (% — x'2) + gap (X5 — X))

Sa(Bg —2'y) Fo[gys (%5 — X'1) F Gog (Xa— X'g) -+ Gaa (%3 — X'g)|

4 . 1
representando por N:la compresion de la barra, que vale:

N=/f (A — A'y)

por ser A; — A’y €l acortamiento.

Para cada caso particular se determinan los valores de los coeficientes g, por medio de las relaciones -entre
ellos existentes, ya expuestas y teniendo en cuenta que:

N 2
qij= [Je}] X’- X'j = COS X’j X",.

Conacidos los coeficientes g, se obtienen inmediatamente las matrices Qp, Qn ¥ 9,,, ylas Ty, Py ¥ Pa
mediante las férmulas:

T,=Q.Q, Pn=Q'§na
y, por tltimo:
X, — X'y : N |
Ty |} Xa— x|l = Qo || folgue (1 — X'1) -+ Goa (Xo — x's) 4 gge (X3 — X'g))

X3 — Xy Fs (Gug (X — X)) + Gag (X2 — X'a) + Gsg (x5 — X'g))

Se adopta un triedro de referencia que tenga vertical el eje Xp, y como orientacién principal de la barra la
vertical que contiene al eje. o

Asi, por ejemplo, para las barras paralelas a los planos o a los ejes del sistema X, se obtienen los siguien-
tes valores: ‘

Barra paralela al plano X3 Xo:

0 0 — Qa1 Nz 0 0 — qn
P,= 0 0 S gy Ry P,= 0 0 My
— qa1 N3 Ny 0 I — Ga g Gy 1y 0
Qfl m+ ‘7:1 ny - 1y oy (ny — 1Y) -0
To= || qu Gas (n2 — 1)) t]il n -Fq‘;']ng 0
0 o n,
X =X, g N+ fe [qin (x; — X'y) — qu gay (X — X'9)]
T, , = N , ’ )
f Xy — X'y Q24 N+fa[‘l;l(xz_x::)—4u gey (x; — X'y)]
Xg— X3 falxg—x'y)
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Barra paralela al plano Xz Xj: bl ':
0 — dn My g s \ 0 _ — Qg Ny Ggy N3
CPy= ] — gy e 0 0 75"= — iy '0__ ;
Gy Ng , 0 0 Qey 13 0 ' 0 2:
ny 0 0 f
T,=1 0 q: nt+q ne Gy Gsy (i — 1)
) . N is
Gai 931 (11 — 12) g, ™M + q, e
XI._x,1~ falxy = x)
Ts Xg— X's = g N+ fo [q:‘ (xg — X') — Qa1 51 (X3 — x'a)]l
X3 — X'y quN+f, [qil (X3 — X'3) = uy G (X2 — x'e)]
Barra paralela al plano X3 X;:
. o0 gy O 0 - Gy N 0
P, = — gy Ny 0 Gy M2 P, = — 5 1y 0 . gung.
0 qu g 0 | 0 gy Ny 0
g, m+q) m 0 qu Gsu (1, — 1a)
; Tn= . 0 o 0
. I . J . v . o
Qs G (M — 1a) 0 mtam Il
Xy — X'y g N f3 [qu (xy — X'1) = Gy Gay (X3 — x's)]
Ty Xy — X'y = falxe — X%3)
x5 — X'y gGa N+ fi [q?l" (x5 — X'g) = Gu G (Xy — X") ] "
_ Barra paralela al eje Xy: ‘
0. 0 0 o 0 O
P,= 0 0 m = P, -13" = 0 0 ny||.=— ﬁn
0, .m0 0 ny 0 |
AT n 0.0 : X3 — X'y N X'y — X
T, = 0 m O =T, T;. Xy — X' = fe (g =x'e) || =—T% . X'y Xy
0 0 m Xg— X'y fa (g —x73) : X'y — X
Barra paralela al eje Xp
i G1e Gus (13- 13) 0 ng Ny — qu fis
P,= 0 0 0’ =—F,
.‘132"2—(1‘;.2”3 0 — ya a2 (13 1)
Q1e Gaz (N2 - 113) 0 ‘13 n, — q';’z ny ‘ q'f_“n.: - q’ ng - 0 e (ny — ng)
P,= 0 0 0 Cll==P, T, = \ 0 n 0 =T,
ng Ny — Q?g ne 0 =g gy (ny+ 1g) Que gy (2 —ng) O 0:3 ng+ 0?2 g
. Xy — X'y : (q‘f-ﬁ‘fu - q::a fa) (X3 — X'0) F e Qoo (fo = f3) (e — X3} || - Xy —x
Tpol e—Xo )| =N N =—=Tf. || ¥e— %
X3 — X'y Gyo Qye (fa — fo) (61 — x') + (q,:2 St Qfg fo) (%3 — . X73) | . Xg- X
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- Barra paralela al eje Xy y con X’ paralelo a X,

y X’;g a \,
B 0 "0 —n ' 00
P,=|l 0 0 0 |=-pP, P, = 0 0
‘ | — Ny 0 0 —ny 0
. n, 0 0 x, — x| f(x,—x l
T,=||0 n 0 ||=1, T || —xy || = 1
0 0 Iy ' Xy — X'y Sy (xg — x%y) {
Barra paralela al eje X» y con X'» paralelo a X3y X'3a X;:
0 0 =n . 0 Pa
P,= 0 0 =—P, Py = 0 0
n, 0 0 n, 0 0
m 0 0 X, — X', fa (X —x'y)
Tll == 0 n 0 = T'” . Tf B X — x'tg = N
0 0 n Xy — X'y Jalxg — x7y)
Barra paralela al eje X3! .
0 —ny 0 ‘ —
Pp=|—m 0 0l|=—PFy » Py= | Ay
f |
0 0o 0 o
mny 0 0 | X — X' ‘ Jy (xy—X'y)
T,=1|0 ny 0 Tpo ||l X=Xy || = || fo (xa — X'3)
0 0 n X3 — X'y | N

Cuando las barras

al caso en que el sentido O 0’ &s el positivo del eje correspondiente.

son paralelas a uno de los ejes del sistema X,

Tensores.

0 =-—P,
0
X'y —x
= X'a—Xs || .
X'y = Xy
P
Xy =X
= — ’]‘/f . x’! - x2 .
X'3 = Xy
fa 0
0 0
0 0
X'y —x
== Tlf . xlg — X
X'y — X,

los valores de las matrices corresponden

Es ficil demostrar que las, matmces 0, Q, Qn, Q,l y Q,l son tensores, como .sumas de tres plOdLlCi‘OlS diar-

dlcos v, p01 lo tanto

*):
Tww e tww
’ . Qn' Q: Q Q" '!‘ll (n) {'.‘2 (n) tﬂ (n) ,
A RN ORE R O}
N " Pu (") Pz (n) _ -,Pna'(")‘
Qe @=0Q.Q,,="| “pu () pi(n)  Pu(m)
Pa(n) P:xﬂ’(‘;n)‘ . Pas (") '

e

.. los méses de,marz0




