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In los primeros piarrafos del presenie articul explica ol autor el contenido del fmportante
trabajo que se desarrollard en él y en otros proximos, v que es, en esencia, la adaplacién
de su propio método de cdlewlo de estructuras planas a las de tres dimensiones.

Varias veces nos hemos visto obligados a caleular
estructuras reticulares que 1o podian ser estudiadas
como planas, por la existencia de barras o esfuerzos
Lorrespondlentes a Ja tercera dimensign. En estas oca-
siones hemos resuelto €l problema adaptando nuestro
método para el cdlculo de estructuras planas, al caso
particular que pretendiamos resolver, La. repeticion
de estos casos nos decidié a, intentar la adaptacién de
nuestro método al caleulo de estructuras de tres di-
mensiones, con cardcter general, para lo cual era pre-
ciso resolver dos problemas fundamentales: el plan-
teamiento de las ecuaciones de equilibrio y la resolu-
cion del sistema resultante,

Las ecuaciones de equilibrio se plantean sin mas
que aplicar las leyes fundamentales de la Estatica, pero
desde el punto de vista prictico, este problema pre-
senta una seria dificultad : la de obtener los coeficientes
de una manera rapida y sencilla, Después de varias
tentativas, -logramos la obtencién de los coeficientes
con suﬁcxente sencillez y rapidez, mediante un arti-
ficio de caleule; pero este procedimiento, con el que
hemos calculado algunos casos préicticos, no llegd a
satisfacernos por artificioso, y, en cdnsecuencia, con-
tinnamos nuestros esfuerzos, hasta que, empleando la
notacién matricial, conseguimos resolver el problema
de forma que nos satisfizo plenamente, pues se ohtie-
nen expresiones atin mas sencillas que las correspon-
dientes a estructuras planas

I resolucién del sistema de ecuaciones se logra
de un modo satisfactorio mediante la aplicacién de Tos
cuadros-formulas '(*), andlogamente a como se resuel-
ven los sistemas correspondientes a estructuras planas,

Contando con la henevolencia de esta REVISTA y
con la. de Ciencia Aplicada, del Patrenato ' Juan
de 1a Cierva”, pertenecxente al Consejo Superior de
Investlgdcmnes Cientificas, nos proponemos publicar
unos articulos; €n los que expondremos el céleulo de

™ RFVISTA DE OBRAS PUBLICAG ntimeros de junio y ju-
lio"de 1949: Un edificio v un melodo de calculo
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estructuras espaciales por nuestro procedimiento, pro-
curando que los articulos publicados en ambas revistas
sean complementarios en algunos aspectos.

* Kk

El célculo de una pieza prism&tica o barra se re-
duce a determinar las reacciones producidas por las
sustentaciones, lo que se logra inmediatamente en los
€asos 1sostat1cos, pero las harras de las estructuras
estdn sustentadas hiperestdticamente y es preciso acu-
dir al estudio de la deformacion, ,

Si representamos por R: las reacciones de empe-
tramiento perfecto en los nudos y por Ri las produ-
cidas por la deformacién, las ecuaciones de equilibrio
son de la forma:

Pdl -} Re =

en las que Ri es funcién de los movimientos de los

nudos, que se chtienen resolviendo el mstema formado

por dlchas ecuaciones,

Determinados los movimientos en todos los nudos
si conocemos las funciones que, en las barras, ligan
los movimientos con las reacciones en les extremos,
se podrin obtener éstas, con To que, en definitiva,
tendremos resuelto €l calculo de la estructura,

Como consecuencia de lo expuesto, dividiremos
el proceso en tres partes: primero se calculara la bharra
como pieza aislada, determinando las reacciones pro-

ducidas por los movimientos en los extremos; después,

considerando la harra como elemento de la estructura,
se estableceran las funciones que ligan los movimien-
tos. y las reacciones; por tiltimo, se abordara el plan-
teamiento y resolucion. de las ecuaciones de equilibrio.

BARRA AISLADA

Si se refiere la barra a un sistema de tres ejes, un
movimiento cualquiera, giro o traslacién, se descom-
pone en tres elementales paralelos a los ejes de. refe-
rencia y, por analogia, podemos admitir que una sus-
tentacion que produzea una reaccidn -cualquiera, mo-
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mento o giro, se descompone también en tres elemen-
tales, correspondientes a las componentes de la reac-
cién paralelas a los ejes.

Ta sustentaciéon que produzca como reaccién una
fuerza o un momento paralelo a uno de los ejes, le
denominaremos apcyo o empotramiento elemental, res-
pectivamente, La articulacién fija se compone de tres

X,
0 0 X,
X; .

0 " x

i x x’
2 Xs

X; : (f

i . , v
X x

2

apoyos elementales, y el empotramiento perfecto, de
tres apoyos y tres empotramientos elementales. ’

Resulta entonces que a cada movimiento en un ex-
tremo de una barra corresponde una sustentacidn, y
puede admitirse que un nudo, en &l que ne actie nin-
guna, tiene seis grados de libertad, correspondiendo
un grado a cada sustentacién elemental.

Cuando se trate de las reacciones producidas en el
extremo O, se refiere la barra O O’ a tres ejes rectan-
gulares, X1, Xo, X5, adoptando el triedro a dextror-
~sum y-de tal-manera que el eje X, coincida con el de
la barra, siendo el sentido positivo el O O'.

Las sécciones paralelas a-los planos Xz Xa, XiXe

182

y Xs X las denominaremos normales, principales y
secundarias, respectivamente. S
Cuando se trate del extremo O, el eje X, cambia
de sentido, y como se conserva el triedro a dextror-
sum, cambia también el sentido de uno de los ejes Xz
0 X, y permanece invariable el del otro.
Partiendo de la barra perfectamente empotrada,
se admitird, sucesivamente, un solo grado de libertad,
distinto en cada caso, hasta considerar los seis corres-
pondientes a los mivimientos en los dos extremos.
Los giros de eje X3, producen torsiones, y los de

eje Xp 0o X, flexiones; las traslacicnes de eje X1,

producen compresiones o tracciones, y las de eje Xo
o X3, flexiones. Por lo tanto, la determinacion de los
momentos y fuerzas reacciones en funcion de los giros
y traslaciones es un problema que nc presenta difi-
cultad (¥) y cuyo resumen se €xpone a continuacion.

Giro de eje Xy,

" A un giro unidad, u;, en O, corresponde €l mo-
mento %y uy en dicho extremo y el cyuy enel O,y 2
un giro unidad, uy, en O', corresponden los momentos
Fiupy ¢’y u; en Oy O, respectivamente.

Los coeficientes ki, k'1, 1y ¢i tienen el mismo
valor absoluto, dado por la expresion:
G | f P dxydxy

kl'___"k'1=—cl=—cll= - el

L ¢
X%, 0%

9

siendo: L, la luz; G, €l 'médulo de elasticidad trans-
versal, y ¢, una funcién de las coordenadas ¥z ¥ %3

que en los puntos de-las secciones extremas cumple
la’ condicion

Giro de eje Xa.

A un giro unidad, up, en O, corresponden, en este

extremo, un momento kg Uz y una fuerza ggug; y €n

el 0, un momento ¢z Uz y una fuerza —- pg uz.
El coeficiente ks es la rigidez de la barra respecto

.(*) En la révista Ciencia Aplicada, correspondiente a los
meses - de ‘marzo "y . abril, exponemos el desarrollo .completo
de los calculos, - - -
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a las flexiones de eje X, y si B2 €s el correspondiente
factor de transmisidn de momentes, los valores de ¢

Y ¢3 somn:

K (LB
e =Py ks ¥ = = 1:1 .

"La rigidez .y el coeficiente de transmision de mo-

menios valen:

o
B IL .‘orgquxl
a==4Lolo

f:)'rgxxdx,
pp=L—————1

L e .
W X0 d X
for.xx 1

arbitrario, y obteniéndose 72 por la férmula

-

E I

en la cual se designan por I» los mementos de inercia
| de las secciones normales respecto a la interseccion del

plano de la seccidn con el X Xo.

B

Giro de eje Xs.

1 O, un momento c3 ug y una fuerza —— go o,

Y @2 son:

q (1 s
€ =By ki P = Lok 02 jﬁd) .

mentos valen:

~

(L
ryx dx

L Lo, ([ d e’
forgdx,jorgqux,—— o X dx ,

representando por Jo un momento de inercia patrén,
que puede tomarse arbitrariamente, y, analogamente,
por Ey un coeficiente de ¢lasticidad patrén, tamhién

Anélogamente, a un giro unidad ug, en O', corres-
ponden, en este extremo, un momento khuy y una
fuerza — ¢’y ug, y en €l O, un momento ¢'s uy y una
fuerza o'y ug, siendo k's, ¢'2 y ¢'s los elementes ana-
loges a los ka, c2 y g3, correspondientes al extremo 0.

A un giro unidad, ug, en O, corresponden, en este
extremo, un momento ky w3 y una fuerza pau,, y en

El coeficiente k3 es la rigidez de la barra respecto

a las flexiones de eje X3, y si Bs es el correspondiente
factor de transmisién de momentos, ]os valores de cs

La rigidez y el coeficiente de transmisién de mo-

5
f ry Xy d Xy
Iy L

=L~ —1;

Ll
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"f(l)‘ra d x, f; ry X3 dx, - (f:; ry X, dx,)g

obteniéndose 73 por la formula

_E &
E 1’

en la cual se designan por [y los momentos de inercia
de las secciones normales respecto a la interseccién
del plano de la seccion con el X; X,

Analogamente, a un giro unidad, ug, en O’, corres-
ponden, en este extremo, un momento k'gug y una

fuerza —gooun, y en el O un momento ¢’suy y una
fuerza ¢'s uy,

Traslacidn de eje X;.

A una traslacion unidad, u;, en O, correspende
en este extremo la fuerzo f wy, y enel O, la — f1 uy,
y a una traslacion unidad, uy, en O’ corlesponden las
fuerzas fru; y — fru, en O' y O, respectivamente.

Si S es la seccidn virtual (*) y s la seccién varia-
ble de la barra, se verifica:

L
Sp= ———
¢ Ldx,
°Jo Es
y €l valor de f; es:
fl=M'
L

Traslacion de eje Xa.

A una traslacion unidad, ws, en O, corresponden,
en este extremo, un momento @p Uy y una fuerza fi uy,
y en el O/, un ‘momento ¢'aug y una fuerza — fa ua.
Anélogamente, a una traslacion unidad, lln, en O,
corresponden, en O’, un momento — ¢'s; y una

fuerza faug, y €en O, un momento — ¢a Uz y una
fuerza — f5 u,.

El valor de f» es:
. 1 ,
Jo= —Z‘(‘P': + %),

Traslacién de eje Xa.

A una traslacién unidad, ug, en O, corresponclen,
en este extremo, un momento py w5 y una fuerza f; us,
y en el O', un momento ¢'s ug y una fuerza — f3 ug.
Anélogamente, a una traslacion unidad, wg, €n'O’,
corresponden, en O', un momento — ¢'s uz y' una

fuerza fgug, y en O, un momento —ggug y una
fuerza — fs us.

El valer de f3 es:

i 1 N
fs=f'z(?s + ‘Pa):

(*) Garcia Ortega: Cdlenlo de estruciuras reticulares, pa-

gina 12,
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CUADRO RESUMEN

Como resumen, en el siguiente cuadro se consignan las intensidades de las fuerzas y momentos producidos
en el extreme O por los movimientos de los dos extremos:

MOVIMIENTOS UNITARIOS

En O En O’
QIROS TRASLACIONES , . QIROS TRASLACIONES
u H Uy ", , oy u, 2 a u ", L
u k ;s
(7]
o
&
g . ky %3 Cy —%3 .
o
ol =
8 u ky (2] c'y —@2
8 :
=
2
g w i A
L
~
[%;]
g l
o u; 92 fa L& —fe
u ,
[
uy ¢ fi ¢'s —fs
) . R El,
Barra homogénea y de seccion constante. Cz=02=—5‘—ka=2T,
~ Cuando la barra es homogénea a lo largo de la
directriz y de seccidn rectangular constante, S, de ca_c‘d=—1—k3=2ﬂ,
di{mension'es. ay b, siendo a<b, los valores de los 2 L
coeficientes son:
, 3 ]
: meeT LR
‘ 3 3
k= ke, = —E= 220 fo33 0224 — 0,05 ]
. 2,32 L b b
, . 3 El
EI m=¢y=— k=00
ka = k‘g =4 -—"'2— ,
L
ES
k_k;____.E.lﬂ f‘_ L,
3 3 L H
‘ fo= 3 ky=1 ElL ,
By = Blo= _l___ L2 L3
2 - 2 ’ s
fs—-—g‘kg:]z—'—Elﬂ H
== — L L
8 3 2 ’ o
. habiéndose adoptado para G el valor -—E—-.-
¢ E_abfoss_om—ons(2Vi . pu | e
I X T2 [ ' o (5) ] L . Pueden determinarse facilmente dos de los coefi-
184
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cientes ky, k2 ¥ kg en funcmn del tercero, pues si
hacemos

A = 0,33 — 0,22 %. 40,03 (%)2,

y representamos por ky Y kg, €l maydr y el menor,
respectivamente, de los coeficientes ke y kg, resulta:

= £ ab

' 32 L
1 E

k= — —abs

M 3L‘ f]
1 E

k =——a%b,

m— 3 L

obteniéndose el siguiente cuadro:

k
Valores de ——y - para diferentes escuadrias,

kM kM

T [ IR Fm
b b b km kym
0,1 | 03083 | 0,01 | 0,003083 0,004004 | 0,01
02 | 02872 | 0,04 | 0011488 0,014919 | 0,04
0,3 | 0,2667 | 0,09 0,024003 0,031173 | 0,09
0,4 | 02468 | 0,16 | 0,039488 0,051283 | 0,16
05 | 02275 | 0,25 | 0056875 | 0,073864 | 0,25
06 | 02088 | 0,36 | 0,075168 | 0,097621 | 0,36
0,7 | 0,1907 | 0,49 | 0,003443 0,121354" | 0,49
08'| 01732 | 0,64 | 0,110848 | 0,143958 | 0,04
09 | 0,563 | 0,81 | 0,126603 0,164419 | 0,81
1 0,1400 | 1,00| 0,140000 0,181818 | 1,00

Iiste cuadro se traduce en un grafico mediante

‘el cual, conocido ky , se'determinan ki 'y Ay, con lo

que se conocen los tres coeficientes ki, k2 ¥ ka, y, me-
diante las férmulas anteriores, se obtienen inmediata-

meunte ¢y, C», Cs, P2, ¥8, f2 ¥ fa
L3 ' K
Kn '™
: 10
018 09
016 08
014 07
. 012 06
0f0 05
008 04
0086 ki 03
Q047 (™ ©o02
Q02 | ot

3f .02 05 04 05 06 07 08 09

Escuadrias .

LA BARRA COMO ELEMENTO DE LA ESTRUCTURA

Al considerar la barra como elemento de la estruc-
tura, es preciso relacionar cada una con las demas,
reﬁnendo los movimientos y las reaccucmes de los ex-
tremos a un sistema de ejes inico.

Sea X el sistema al que se refiere la estructura,
designando por X' el propio de la barra. -

Se. trata de determinar los momentos y fuerzas
reacciones, referidas al sistema X, en funcién de los

ABRIL
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giros y traslaciones, referidos también a este sistema.
El problema se resuelve mediante una. triple transfor-
macién : primero, €] movimiento, giro o traslacion,, re-
ferido al sistema X, se transforma refiriéndole al X';
después, el movimiento obtenido se transforma en
momento o fuerza, referidos también al sistema X,
y por tltimo, las fuerzas o momentos se transforman
refiriéndoles. al sistema X.
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Para calcular las triples transformaciones, emplea- Designando por Q la matriz
mos la notacién matricial, por lo quees conveniente '

recordar algunas propiedades de las matrices, , Gy Gz Gus
Suma de matrices semejantes es otra matriz, se- ' Goy ge2 de
mejante a las dadas, queé se obtiene sumando los ele- . Qo oo 0ss |
mentos homologos. :
La suma de matrices goza de las propiedades con- por Q se representa la traspuesta, o sea qué:
mutativa, asociativa y distributiva,
Il producto de dos matrices, tales que el niimero 9u Gu I
de columnas de la primera es igual al de filas de la Q= Goo Gne

segunda, €s otra matriz, que tiene tantas filas como
el primer factor y tantas columnas como el segundo
y que s obtiene efectuando €l producto de las filas del
multiplicando por las columnas del multiplicador. Asi,
sia;j, by ycyysonlos términos' generales de las ma-
trices multiplicando, multiplicador y producto, respec-
tivamente, indicando el primer subindice la fila y el

-.‘713 Gos Gs3

Las matrices que se obtienen permutando en las Q
y Q las segundas y terceras columnas o filas, respec-
tivamente, se representan por Q y Q, es decir, que:

segundo la columna, se verifica: || qu Ts e
' Q=|qu g du
Ciy=ayy byj i byt Gy bs It G Inm

El producto de matrices goza de las prepiedacdes gy 9u n

asociativa y distributiva, pero no de la conmutativa, 3 ‘ o G 4
=\lqy3 Yoz 433

Qg oz Gl

El producto de la matriz Q por la: \_1

n, 0 O
0 ny
0 0 ng

lo representamos por Oy ; cuando 1y = 0 por Qp, » Y
si en la Gltima matriz se permutan las filas segunda y
tercera, el producto lo designamos por Q.. Por lo tan-
to, se verifica:

ny 0 0 Q11 g2 Q| M 0 0 qu My e N2 Gz Ng

Q.= Q ny 0l=[9xn oo geg!| - |0 ng O =|qa M Qs Ng Qa3 N3
0o ny an UE ds3 0 0 ny Qs My Qa2 Ny Qi3 g

o 0 0 g . e gl [0 0 0 0 Cquny dn'

Q,=Q. )0 ng -0 ||=1|9a Qe Gm - |0 ny ofl=| O Gy qas M3
0 . Ny sy Qs 4w 0 0 om0 Qe Nz Q33 M3

o . o . 0 | qu Qe 1 0 0. 0 ; U ng . Guna
Qp,= Q- 0 g 0= 4n © e gasl| |0 ny 0=\ 0+ + Gufta quh
. : 0 : ."'é g dw C gl WO 0 gl 0 . Gaang T Qe
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Anéiogamente, cuando en vez de la matriz Q 'se‘ trate de la Q, o sea:

ny
Q, =Q 0
Qﬂo=...Q 0
1]
Q,}&=_Q. 0
0

0

n, .

0

ng

ng

Una notacién analoga se adopta para la matriz Q,

tiplicando, o sea:

n, 0 n
Q.= |0 n, 0).@=\0
0 ng
0
ano‘—‘ nz 0 a=
0 ny
0 0 0
5&= 0 ng 0l.Q=/|0
0 0 ny 0
ny.
§n=
0
§"o=
Q=

ok A:B RIL ‘1950

ny

~na

ng

x O ©

ny

ng

0

0f =

ng

o ©

5 -
2

qu ny
Qs My
g3 My

q13 g

Qag Ny

Qa3 g

Qi s
Qog 1y

Qg3 Ng

Gyg Ny
Qo3 Ng

Qa3 N3

e 1

Gia Mg
PYRL

Q32 Ny

Gia Ny

Qag Ny

g Ny
Qg Nq

Q32 Ny

pero tomandola como multiplicador en vez de como mul-

1l

1ol

1ol

qn
1
1

qn

qis

il

qie

qu ny

Qg Mg

Q2 Ny

qi3 Ny
['FERL

i3 Ny
G2 Ny

Gy Ny
Gag Ny
Qoo NNy

qag N2

Gaog Ng

a3 Ng

s N2

ds

Iy || =

Qg3

dan

|| =

Q33

EN

Qi =

qS’.l

da1
Q3 N2

ELR

Q33 Ng
Qss N3

ET R

sz g

qu
e Na

g Ny

Gia Ng

Gis N

1o Ng

Gis

sy 1y 51 ”1.
Gae N1g Qas Ny
Qog N3 Gag Ng
0 0
Qae Ny Gas Ny
Qg Ny qs3 My
0 0
Qze Ny .‘laa ny
C Qe My Gss Ny
E
(Continuard.)
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