UNA NOTABLE SIMPLIFI

CACION

EN EL CALCULO DE ESTRUCTURAS

Por ALBERTO VIADER MUNOZ,

Ingeniero de Caminos,

Presenla el autor un método operatorio para el cilenlo de estructuras, que proporciona, a-su juicio,
grandes ventajas, como resume él Mmismo en sus conclusiones Finales.

El método de Cross ha alcanzado, sin duda algu-
na, la maxima difusién en el caleuls de estructuras
por su sencillez unida a la légica de su proceso ope-
ratorio,

Ahora bien: a pesar de estas cualidades — que no
posee ningin otro método ~ indyce facilmente a
error por la repeticién de operaciones aritméticas, por
la necesidad de concentrar los wcaleulos en esquemnas
que exigen giros del papel, etc. Hs, por tanto, inte-
resante lograr las mayores simplificaciones del mé-
todo y llegar, si es posible, con ellas hasta la posibi-
lidad de encomendar los clculos, en su mayor parte,
al menos, a personal auxiliar sin preparacién espe-
cial, con la dehida garantia,

A juicio del que suscribe, lo mds seguro es siem-
PIe operar por ciclos que comprendan las siguientes
operaciones; :

15, cdleulo de los momentos desequilibrados en
todos los nudos de la estructura; 2.4, reparto de es-
tos momentos en las harras concurrentés en cada
nudo; 3.8, transmisién de estos momentos a los ex-
tremos opuestos de las barras. A continuacién co-
mienza ¢ ciclo siguiente calculando los momentos
desequilibrados que corresponden a este ciclo, suma
de los transmitidos en el anterior.

Para concretar, vamos a referirnos a la figura 1.1,
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en donde se pone de manifiesto ¢l proceso operatorio
en una barra, m #, En primer lugar aparecen los mo-
mentos de empotramiento perfecto, wpp, ppm, co-
rrespondientes a la sobrecarga actuante sobre la ba-
rra sn i, Comienza, seguidamente, ] primer ciclo que
determina los momentos desequilibrados My y M nl
que se reparten y transmiten apareciendo los M ma X
X Tmns Mps X ¥y Mpi X Rum; M X kgp, que
son los desequilibrados multiplicados por los coefi-
cientes de reparto — Tmns Tnm — 0 por los productos
de este coeficiente por el de transmision, al que de-
nominamos % con los subindices correspondientes, Al
coeficiente b le llamaremos “coeficiente de tranami-
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sién de desequilibrio”, puesto que enlaza momentos
desequilibrados correspondientes a los nudos extre-
mos e cada barra,

Los momentos finales que corresponden a m y #,
admitiendo hasta v ciclos, son los siguientes:

-1
My,= ‘*m,n"'rmnzr M, + knmEI M, (]
. -1

Mym= pam+ ’nnzxr My ~+lkpyn 2\; M

lo que demuestra que no es necesario hallar mas que
la serie de los momentos desequilibrados en los nudos
de la estructura, :

Esta sola consideracién permite simplificar los
cilculos de una manera notable, ya que ahorra una
tercera parte de las operaciones, reduce la escritura
al minime, pues permite anotar estas operaciones una
sola vez por nude en lugar de tantas veces como ha-
rras concurren en el mismo, y evita, ademds, los gi-
ros del papel al escribir, '

La figura 2 concreta esta afirmacién, En ella se

anotan todas las operaciones que se refierer al nudo
O. Se disporien en cuatro columnas, que indican lo
siguiente: la 1.%, ancta el ntimero de orden del ciclo;
la 27 10s momentos transmitidos desde los nudos
préximos al O ; la 3.%, comprende los momentos des-
equilibrados correspondientes al nudo O, que son
suma de los anteriores; la 4.% finalmente, nos da las
sumas de momentos desequilibrados hasta el ciclo 3.°
y hasta el 4.9 ique se supone el dltinto en el caso de
la figura. o

Dados los valores de los coeficientes r y k, no es
necesario pasar «del cuarto cido, salvo excepciones.

En la practica, un calculista cualquiera suprimi-
ria las dos primeras columnas y dejaria la cuarta
para el final, cuando necesitase hacer uso de las fér-
mulas [1], escribiendo, por consiguiente, en el gré-
fico solamente la tercera, .

Supongamos, ahora, que en una estructura cual-
quiera, como la representada, por ejemplo, en la fi-
gura 3.% no hay mds solicitacién que €l momento des-
equilibrado del primer ciclo en- el nudo O, My, y
analicemos el mecanismo de su propagacién. Llama-
remos al nudo O, ¢n lo sucesivo, “origen”.
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Podemos observar que en un nudo cualquiera el
momento desequilibrado correspondiente al ciclo de
orden v, se obtiene multiplicando M o, por un coefi-
ciente que es suma de productos de orden v — 1 de
los coeficientes k, que pueden encontrarse recorrien-
do ttodos los caminos posibles, incluso con retrocesos,
desde el nudo O hasta el considerado siempre que
cada uno de esos productos represente caminos, sin
solucién de continuidad, que comiericen en el origen
y terminen en el nudo considerado,

Asi, por ejemplo, el momento desequilibrado co-
rrespondiente al cuarto ciclo en el nudo H de la £i-
gura- 3.% Con arreglo a la definicién anterior se ob-
tendrd, atendiendo a las consideraciones siguientes:

12 Kl coeficiente que afecte a Mo, ha de ser
suma de productos de los factores que representen
los caminos posibles sin solucién de continuidad en-
tre O'y H en tres etapas.

2" Estos caminos son: O E, EF, FH; OF,
FG GH;0G, GI,IH; 0G, GF, FH.

3. Segln esto, el momento M w4 ha de ser:

MIM = M01 (koa ksp kFH + kos kFG kou + [2]
+ "oo kon km + koo kGF an )

| como asi puede comprobarse en la figura 3.°, puesto

que: :
My = Mg, Ko =+ My ke, - M3 by =
= Mg, kiq kon + (Mg, kpp + May ko) ke +
+ May Koy by = Mo_x Kor #rq kon + (3]
Moy Koi Ker ke + Moy Koo Kap ke +
+ Mo, Ko Koy ke
Si estos razonamienitos fos hubiéramos seguido
Para Mgy, por ejemplo, habiamos obtenido :
Mey= My, (o Keo kor + koa koo kor +
T koe kEO kop + koc kco kOF + koru koo kOF -+
+ Kor Ken ke 4 Ko Koy Kyp + ko kep ke +
+Kor kmz' kee + kov kra kdrl) .

(4]

En estas férmulas [2, 3 ¥ 4], podriamos clasifi-
car los coeficientes % por. etapas. En eflecto, serfan
de la primera €tapa todos los que se encuentran en
los primeros recorridos a partir de ‘O hasta llegar a
los nudos inmediatos; de la segunda etapa, todos los
que se encuentran a pantir de estos Wltimos nudos en

los recorridos hasta los siguientes; de la tercera, los
que se encuentren partiendo de éstos, ete,
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Estas conclusiones pueden resumirse en la for-
mula siguiente;

Moy =Moy [2 b kuky . k] (3]
, >on '

en la que:

M,, tepresenta el momento desequilibrado correspon-
diente al nudo # y cicle v producido por el mo-
mento desequilibrado Mg, del nudo O en el ciclo
primero,

kyy by, oo, k, .., representan los “coeficientes de trans-
——>0n
misién de desequiibrio” quc se encuentran cn las
etapas 1,2,3,...,v—1, -recorriendo, en la  es-
tructura, todos los caminos posibles, sin solucién
de continuidad, incluso con retrocesos, entre los
nudos O y #,

Volviendo a las férmuas [1], vemos que lo que
interesa son sumas de momentos desequilibrados co-
rrespondientes a cada uno de los ciclos que se con-
sideren. Si estimamos que no ha de pasarse del ciclo v,
tendremos ;

b M,,-.=MQ,[/{,+2/¢[/«.3+2k,k,,/fa-f~.._...+
6
+ 2 kkake k] 6]
- on

¥, por ftanto, con cardcter general, podremos escribir:

My, = o][rmn[kl-f—)!k,kz—f—Ek,kgks—{— ..... -+
+Eh ke k]

o 7]
+hym [+ 2k ke A2 ki ky by A4 -
+Ehkaky ek, ] |
->on

en la cual, volvemos a repetir :

M, representa el momento en el nudo m de la ba-
rra mn, debido al momento desequilibrado A
del primer ciclo en el nudo origen O,

"mn TCPTEsenta el coeficiente de reparto en el nudo
m de la barra mn.

ol

kym» el cocficiente de transmisién -de desequilibrio 'de

na m. :
ki, ko, kg, ook, 1, 10s coeficientes de ‘transmisién de
' —>0m

desequilibrio que se encuentran en las etapas
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1,2,3,...,v—1, recorriendo en la estructura to-
dos los caminos posibles, sin solucién de con-
tinuidad, incluso con retrocesos, entre los nu-
dos O y m,

ky, ko, ... kR, o, €l mismo significado anterior en el

——-? on
camino de o a #.

La férmula precedente tiene, sin duda, un gran
valor, pues da, con absoluta generalidad, el momen-
to en un nudo producido por el desequilibrado en
otro, con la tnica salvedad de no incluir los efectos
debidos a los desplazamientos de los nudos. Sin em-
bargo, al hacer la correccién tipica del método de
Cross, especialmente, siguiendo el llamado procedi-
miento indirecto, vuelve a .tener una gran utilidad,
pues en realidad, lo que da la férmula es un coefi-

ciente mds de la estructura, equivalente 4 M";n .
. 1

El mecanismo operatorio que acabamos de ex-
poner, que nos conduce a la aplicacién de la f6rmu-
la [7], completamente general, no altera en nada los
principios fundamentales nj los procedimientos del
método de Cross. Iis, sencillamente, una simplifica-
cién del mismo que en algunos casos da resultados
muy interesantes y en todos abrevia notablemente y
permite encomendar casi totalmente el cilculo a per-
sonal auxiliar con muy ligera vigilancia. .

Es, en efecto, muy sencilla la aplicacién de tal
formula, Bastard encargar al delineante una serie de.
copias del esquema de la estructura que calculemos,
y sobre ellas dibujar los caminos posibles a recorrer
en una etapa, dos o tres — en-la préctica, no hacen
falta mas —, entre el origen y cada uno de los nudos
de'la estructura, Si en las citadas copias del esquema
se han dibujado también los coeficientes % de cada
barra, la aplicacién de las férmulas [5], [6] v [7],
sucesivamente, serd facilisima y podran consignarse
los resultados asi obtenidos en otra de las copias del
esquema e la estructura, en la que sélo figuraran los
momentos pnoducidos en los extremos de cada una
de las barras por el desequilibrio en €l origen. A este
diagrama podemos llamarle “de momentos unitarios” ;
para terminar €l cdlculo de la estructura, sera preciso
hacer tantos ““diagramas de momentos unitarios”
conme nudos tiene la estructura. Una vez conocidos
éstos, pueden culcularse también los “diagramas de
esfuerzos cortantes unitarios” con suma facilidad.
Hasta este punto puede encomendarse el calculo, por

completo, con absoluta garantia y poquisima vigilancia
por su facil comprobacion, a personal auxiliar,
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Figura 5.*

A parntir de ese momento, con la serie de diagra-
mas de momentos y esfuerzos cortantes unitarios, dis-
pone el Ingeniero del pulso de la estructura — valga
la frase —y puede conocer casi inmediatamente los
efectos producides en un punto cualquiera’ de la misma
por una sobrecarga cualquiera aplicada en cualquier
lugar, ' A

La deduccion de los diagramas de momentos y es-
fuerzos cortantes unitarios en la forma expuesta, pue-
de abreviarse concenttrando los calculos en “diagramas
estrellados” o utilizando los “diagramas de desequi-
libries” que més adelante estudiaremos,

Para reducir los caloulos debe comenzarse por és-
tudiar los efectos producidos en la estructura por un
momento desequilibrade en uno o varios de los nudos
centrales y continuar con los demds, supuesto empo-
tramiento perfecto en los primeros hasta terminar la
propagacién, dejandolos” posteriormente en libertad
de giro y efectuando las correcciones pertinentes

Veamos algunas aplicaciones,

Viga continua.

Supongamos una viga continua de un. nfimero in-.
definido de tramos'y veamos cémo se verifica la pro-
pagacion de momentos desequilibrados. Suponemos
calculados los coeficientes k. La figura 4. resume to-
das las operaciones y creemos no necesita explicacion.

Observando esta figura se deduce que la transmi-
sién de momentos desequilibrados se hace en la forma *
que indica el diagrama de la figura 5.5, que podria

A 8 < D € r , G

o a paN AN AN Py AN AN
1o M, 1o Moy 1) My 1Moy Mg 110 My 1o My 1o Mo
2o Ma2 - 2|o . | Mp2 2| Mgy Koe | Me2 . 2|0 Mp2 2| Mpy Ko {Me2 2|0 M2 20 Ma2
3o LRY 3|Mc2 keg| Mas 3o Me3 3} Me2 Koo 30 Me3 3| Mc2 Ker [My3 3|0 Moy
4] M3 ko My alo Mas 4[Mgs Kgo Me2 ¥eof Mo3. 4] Mgy Ko 4[o Mey 4[Mr3 0. [Mas

" Mo3 Koc |Mcd 40 Moy My3 Krg (Mca
Figura 4%
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llamarse “diagrama de’ desequilibrios”, Es decir, el
momento My, 1 en el ciclo segundo produce los M,
Yy Mga, cuyo valor es Me,= M, kocy Mgy =
= Mbp, kpgp; éstos, a su vez, dan lugar a los Mys,
Mps, Mg, cuyo valor se obtiene simplemente mul-
tiplicando Mc, y Mg, por los vallores de k que en-
cuentren en su camino y sumdndose cuando se en-
cuentren en un punto; en €l cuarto ciclo aparecen los

My 4o Mcyy Meygy May, por el mismo procedimiento.
Cualquier momento desequilibrado puede encontrarse
recorriendo todos los caminos posibles en la direccin
de las flechas del diagrama, desde D hasta e] nudo
que interesa, y obteniendo los productos de los coefi-
cientes k que encuentre en cada uno de ellos y suman-
do dichos productos. Esto equivale, simplemente, a
aplicar, en este caso, la férmula [s] antes deducida.

A B C D E F

..---.-r- et S L R TP

)
1
1

Figura ¢*
/""'\
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Figura 7. Figura 10,
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2lo 2o 2 | MK pe [Mc2 2|0 2[Motkpe [Me2 20
30 3.|Mc2keg [Ma3  3f0 3(Mcakeo| 3j0 3 M2 Kep [Mp3
4Me3kgaMa4 4 |0 4| Mg3kpe Me2keo 4| Mozkoe 40
Mp3kec | Mg2Kao | Mp3 Me3ke3 |
Moskoc Mca 4]0 | Mr3Kre [Mey,
A B c o : E r
M N P Q . R 3
1]o 1|0 1|0 1jo - {|o 1o
2|0 2]10 2|0, : 2| Moikpg IMg2 2]0 2|0
3|0 3|0 S|McakepMps  3[0 . 3[Me2keriMr3 3]0 .
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Figura 8"
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El procedimiento operatorio no puede ser mas sen-
cillo, pues puede llevarse a cabo como indica Ia figu-
ra 6., que permite utilizar con toda claridad y sen-
cillez la férmula [1], que da los resultados finales.

Si suponemos que el apoyo D es central, podemos
simplificar notablemente los calculos restantes en la
forma que hemos indicado anteriormente. Por ejem-
Plo, al analizar la propagacién correspondiente al

Puente-pértico de varios tramos..

Suponemos un puente-pértico de un nimero inde-
finido de tramos, y vamos a estudiar el mecanismo
de propagacién de un momento desequilibrado, apli-
cado en el punto D. No hacemos ninguna hipdtesis
respecto al pie de las pilas, pues lo que deduzcamos
serd igualmente aplicable al caso de empotramierto

A B D E
R -
Q @ @ )
Q Kas Kec Kep Koe
e Q @ Q
Kea Kes Kbe Keo .
A Ble c ) £ |k
Keo| Ko kpo|kop keo|Kop keo kKo Ko |Kop
P P P P
p Kan Kee ‘@ Kep - Kope
) P = P )
‘ Kea Kes Koc Keo
ala B |8 c o |o £ | e
Kup | Kpn Knp | Key LT LN ~ Knp [Kon “Kup {Kpn
L N N LN
N Ko Kac Kep ‘ Kpe
N N N ‘N
. Ka Kea Koc Kep
M
Figura 11,

nudo C, procederemos de la manera que indica la fi-
gura 7.%, es decir, suponiendo que en D hay empotra-
miento perfecto, y con ello obtenemos los valores de

Mpr y Mpy que produce M¢, en esta hipdtesis;
dejando después en libertad de giro al apoyo D, ha-

remos las correcciones pertinentes’ por simple propor-
cionalidad con la propagacién estudiada previamente

- para Mp,, lo que debe hacerse después de aplicar en

una y otra hipdtesis la férmula [1].

86

perfecto en el cimiento o al de articulacién, que son
los tinicos que se presentan en la préctica, con sélo
dar al coeficiente % el valor ‘correcto que le corres-
ponda. - ' '

En la figura 8.* aparece todo el proceso de calculo

“hasta el cuarto ciclo, que creemos no necesita expli-

cacién. De la simple observacién de esta figura se
deduce el “diagrama de desequilibrios” que constituye
la figura 9.2, que da con gran claridad y sencillez el
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proceso de propagacion de Mp; en el dintel del por-
tico considerado. En efecto: siguiendo el sentido de
las flechas desde D y multiplicando por los coeficientes
anotados en dicho diagrama, vamos obteniendo los
momentos desequilibrados cerrespondientes al pie de
upa pila en el ciclo »; se obtienen de los correspon-
dientes a la cabeza en el ciclo v — 1, multiplicando
por el coeficiente  de cabeza a pie.

La manera de calcular segiin el diagrama de la

figura 9., puede interpretarse como indica’ 14 figu-
4 10, que respecto al portico es lo mismo que la fi-
gura 6.° respecto a la viga y, por tanto, no necesita
explicacién,
_ Sise trata de averiguar los efectos que en el por-
tioo produce un momento desequilibrado en el pie de
una pila, por ejemplo, en Q, basta considerar que,
Supuesta empotrada perfectamente la cabeza de la pila
—D en este caso—, la propagacion consistiria sim-
plemente en un momento transmitido Mqy, kqu,
puesto que en esta hipétesis ko q=0; deshaciendo, en
segunda etapa, el empotramiento en D, obtendriamos
una propagacion para My, kqp idéntica a la ohte-
nida para el caso, ya estudiado, de M, y, por tanto,
el problema queda reducido a una simple proporcio-
nalidad.

A los mismos resultados que obtendriamos si-
guiendo el procedimiento que acabamos de exponer,
se llegaria, también, aplicando las férmulas [5], [6]
y [7], ya que el diagrama de desequilibrios de la
figura 9.* no hace mas que facilitar, todavia mds, la
deduccién de los caminos a seguir desde el origen
a cada nudo, o lo que es lo misme, el calculo de las
sumas de productos de coeficientes & que intervienen
en las mismas,

1%¢iclo.
A B c (o} E

R

Figura 12

Si el nudo D esta centrado, el calculo de los efec-
tos Pproducidos en la estructura por un momento des-
equljhbrado aplicado en cualquigr;:otro nudo se debe

REBRERO . 14950

hacer en la misma forma que hemos indicado mis
arriba; es decir, estudiando, en primera etapa, la pro-.
pagacion en la hipdtesis de empotramiento perfecto
en [, y en segunda, deshaciendo este empotramiento,
realizar la correccién pentinente, '

2%iclo '

A B (o} D E
R i
Q
P L
N
M |

Figura 13,

De esta manera puede llegarse con facilidad a los
“diagramas de momentos y esfuerzos cortantes unita-
rios” de la estructura calculados por personal auxiliar,
y con ellos a la vista puede el Ingeniero terminar el
caleulo con una rapidez asombrosa.

Estructura de edificio.

Vamos a hacer el estudio de la estructura reticular
indefinida de la figura 11, en lo que se refiere a pro-
pagacion de un momento desequilibrade’ aplicado en
el nudo P C., Suponemos calculados de antemano lps
coeficientes de transmisién de desequilibrio % corres-
pondientes a cada barra que, en parte, quedan consig-
nados en la misma figura, Tratamos de llegar, con
muy pocas copias del esquema de la estructura, a los
resultados finales, y lo conseguimos superponiendo en
la misma copia los caminos posibles, incluso retroce-
sos, a partir del nudo P C y escribiendo en cada una
el resultado de realizar el recorrido correspondiente a
un cidlo, Las figuras 12 a 15 resumen las operaciones
realizadas en cada ciclo; los nudos sefialados por ()
son los “emisores” — valga la calificacién —, y los e

- son los “receptores”, en los cuales consignamos las

sumas de los productos de los momentos desequili-
brados “emisores” adyacentes por los coeficientes
correspondientes que encuentran en sus recorridos
desde el nudo “emisor” hasta el “receptor”.

Por ejemplo, en la figura 14 quedan consignados
los momentos desequilibrados del tercer ciclo, Para
comprobarlo no hay mds que recordar la férmula [5]
y aplicarla a cualquier nudo: si lo hacemos en el nudo
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Figura 14. - Figura 15, .
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N B, tendremos que buscar, primero, todos los cami-
nos posibles desde el nudo P C hasta él, en dos eta-
pas, que son:
1= PC—PB;
20 PC—NC;

PB—N B;
NC—NE; '

Y, por tanto, el momento desequilibrado del tercer
ciclo en el nudo N B sers, aplicando la formula [5]:

P ]
Myns = My, [kcrsx k:’N '7L'kSN X kga]

que coincide con el que debe consignar la figura 14.

St hacemos la comprobacién del cuarto ciclo con
la figura 135, refiriéndonos al mismo nudo N B, nos
encontraremos opn que el momento desequilibrado de
este ciclo es nulo, porque desde el origen P C no se
puede llegar a €l en tres étapas: han de ser dos, cuatro
0 ands; un ndmero par de etapas. Los momentos des-
equilibrados de ciclos pares son nulos en este nudo,
Refiriéndonos, en cambio, al nudo P B, resultan nulos
los momentos desequilibrados de ciclos impares.

En la figura 16 hacemos las sumas de momentos
desequilibrados hasta el tercer cidlo en todos los nu-
dos de la estructura, y en la figura 17 hasta el cuarto.
Con estos dos diagramas, aplicando la férmula [1]
sucesivamente, obtenemos el diagrama de momentos
unitarios de {a figura 18, correspondiente al nudo P C,
La figura 19 es el diagrama de esfuerzos cortantes
unitarios correspondientes también a 2 C. Lo mismo
harfamos con los demés nudos de la estructura,

Hasta aquf, indudablemente, puede encomendarse
¢l cdleulo a personal auxiliar sin temor a equivoca-

ciones que, por otra parte, son ficilmente compro-
bables. :

Los ‘“diagramas estrellados” de las figuras 12 a -
15, particulanizados en cada caso, son aplicables a
cualquier tipo de estructura — sea o no de edificio —
y arrojan una gran claridad sobre el problema,

Una vez e posesién de los diagramas de momen-
tos y esfuerzos cortantes unitarios correspondientes a
todos, o a los més interesantes de los nudos de la
estructura, el proyectista hara con gran rapidez las
ocomprobaciones y correcciones que sean necesarias en
cada caso de sobrecarga. '

* ok k.

Con lo que acabamos de exponer pretenderos ha-
ber puesto de manifiesto la conveniencia de operar
en la forma descrita, que nos proporciona : '

1.2 Una notable reduccién del nimero de opera-
ciones aritméticas a realizar.

2.° La ausencia de giros del papel para escribir.

3.° La posibilidad de encomendar la mayoria de
las operaciones a personal auxiliar, sin preparacién
especial, con las debidas garantias. '

4.° Facilidad de comprobacién de las operaciones
anteriores, especialmente utilizando la férmula gene-
ral deducida [ntm. 7], cuando interese comprobhar
nudes aislados de la estructura,

5.° Una enorme reduccién del trabajo personal del
proyectista, unida a una gran claridad en su manega
de operar.,
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