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NOTA SOBRE LAS LAMINAS
CILINDRO-CIRCULARES

Por RAMON VIDAL DE ARTAZA,

Ingeniero de Caminos.

Presenta el autor un procedimiento de célewdo de laminas cilindricas de dirvectriz circular, sus-
tentadas sobre piitones, que, a su juicio, no presenta mds complicaciones que las actualmente
conocidas, y que puede tener aplicacién prdctica,

I.a teoria elastica de la superficie deformable se
aplica como primera aproximaciéon a las cubiertas
laminares, basandose en su pequefio espesor con re-
lacidn a los radios de curvatura en cada punto, Cuan-
do las condiciones de borde que se deducen de las
ecuaciones planteadas no se cumplen, la lamina debe
ofrecer rigidez a flexién y torsidn, debiendo obte-
nerse soluciones adicionales que tengan en cuenta
que ¢l espesor de la lAmina es finito.

Concretandonos a las faminas cilindricas de di-
rectriz circular, sustentadas sobre pifiones, existen
métodos de cilculo simplificados, en los que simple-
mente, sin justificacion riguresa, se prescinde en las
ccuaciones de equilibrio de los momentos de torsidn
y del longitudinal de flexion y del esfuerzo cortante
correspondiente. Tampoco se tiene en cuenta la di-
latacion transversal, que, en bévedas en las que el
desarrollo de la directriz pueda tener relacién no
despreciable con fa luz, parece que deba ser consi-
derada.

A pesar de estas simplificaciones, a las que sc
puede presentar serios reparos tedricos, el desarrollo
del caleulo en la préctica es en extremo complicado.

Otros tipos de caleulo en los que no se admite
otra simplificacion que la deformacién rectilinea de
las normales a la superficie media, son erréneas ted-
ricamente, ya que es facil demostrar que dicha hi-
potesis es incompatible con la sustentacién en los pi-
fiones, y en efecto, asi lo hemos demostrado en otro
lugar.

Aunque en lo que sigue no pretendemos aclarar
el porqué de la resistencia de este tipo de bdvedas,
ya que la complicacion del cileulo dificulta las tenta-
tivas en este sentido, y en todo caso, la razén funda-
mental se puede buscar en la teoria de la superficie
deformable, si hemos llegado, con rigor suficiente y
sin otra hipdtesis que la pequefiez relativa del espe-
sor de la lamina con respecto a sus radios de curva-
tura, a unos resultados que no son mas complicados
que los de la teoria desarrollada por Dischinger y
Finsterwalder, y que pueden tener aplicacién prac-
tica.

Iin los desarrollos que siguen her 3 prescindido
de los cdlculos superfluos, pues son ! ;tante laborio-
sos, dando importancia solamente al .igor de los ra-
zonamientos. ) '

Ecuaciones fundamentales.

Llcuaciones de

equilibrio interno, en recorridos, en coordenadas cilindricas,
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Las tensiones se deducen mediante:

°t 1 9¢ an)
r e-+2p ar tz \1(r " + 32
2 37 2L At
t,=12\e - —L ) =pf—d—
t + ; (C“f‘g‘?) rz P'( z“ll" r)
dk an 1 3¢ n)
t, =2\ 2p—5 0, = (20 2 e
z et 9z r ll(ar_i r 3¢ r
A= Ev L E v = Coeficiente de Poisson.
A+nd—2y) " Z20+» | E=Modulo de clasticidad.

Para cumplir las condicicnes en los pifiones, ele gimos una solucion de la forma:

z
£= gscn—v—rl——

T2 g‘, M é‘, Luncvnve de [
= ) CO§ —— ’ .
¢ v I, 1a luz de la boveda.

Se deduce sucesivamente
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Las ecuaciones de equilibrio interno, en recorridos, se expresan de la siguiente manera:

L€ 1 3¢ 1 3y 1 &y T = J3f , 1 1y 1 29 1 SﬂnJ
e o L L SR, HVINE A Sy v . LAy PR +— ;
dre T + r or r° do r 3(93,_*— [ | 3r + 12 rr 0S¢ re 3de r 9rde
1 g 1 3¢, 1 @& T 9 13 1 @ 13 3 2 n JE
L N L L N e e .
r 3rdop rr 3o o3t Ir d¢ re 2 r 3rde r r 2r or l Ir d¢

™ 98 = T 3n , =, T 3n , 1 32§ 1 3 = . SE]

-_ | E=Ml =~ L4 — — 5 —_
{ 3r + lr ir 29 2 L [1 d¢ + rodgt 3 lr + are ]

ENERO 1950 - 25



Si en este sistema ponemos en €l primer miembro

0 A Ao
2E a2E

*E 2y
A

de cada ecuacion las , ,
arr o o

y pasamos

al segundo las restantes, obtenemos un sistema en la

forma llamada normal, el cual admite una solucion
tmica para el problema de Cauchy, desarrollable en
seric doble uniformemente convergente en un entorno
de todo valor de r distinto de cero.

&L _ 4 L) !

ar - dr \r =

Mwn=—M£%i—+t(M—Ud
dr dr \ r r d

mAE M dE

Este es un sistema de ecuaciones lineales de se-
gundo orden, Se sabe que los tinicos puntos que pue-
den ser singulares para las integrales son los de los
coeficientes. Las integrales serdn pues, uniforme-
mente convergentes, por le menos dentro de un circulo
ue tenga por centro cualquier punto del plano y por
radio Ja distancia de dicho punto al origen de coorde-
nadas. -

Sea R el radio de intradds de la hoveda, v sea
R —+ I, siendo N variable entre cero y el espesor de
la misma, el radio de cualquier superficie paralela al
intradds.

Teniendo en cuenta los desarrollos:

l_=1_b_”£“%ji_£l

r R R R p
LzL(“Qh%M24M lhl<R
PR R R m")

y que:

dll 7) _ dll n . dn E — dn E . dn c _ dll C
' dn dr an At an”

se puede tomar como nueva variable /i, v entonces la

integral general, para todo Ih| <R, se expresa:

A

=8 -} — £, -+ T
oob Gk g

/ h?
n=no~&-71m+7?;n:+-u : [2]
E=<n+_51+Rosﬂ+-~~'

Los coeficientes son funciones racionales y enteras
de t, y dentro del valor fijado para |} |, las series
siguen siendo uniformemente convergentes para todo
valor finito de £, Asi, pues, para un valor determinado
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L = = (M1 (M) g e 2

Demostrada la unicidad ‘de la solucidén de Cau-
chy, podemos ensayar una del tipo:

L=1te?
n=ne'?
E=gef?

Las & #, & del segundo miembro son funciones
solo de 7, y la constante + puede ser real o compleja.

| . s T
Bl sistema se puede escribir con @ = e

»

— 1z ~———-(M|-1)C+n( ¢ =)}

o)

de It pueden ordenarse esas series segtin las potencias
de ¢, y el resultado serd una serie entera en f, unifor-
memente convergente en todo el plano.
Evidentemente: conocienda (Co, 70, &0), (&1, M. &1),
el problema de Cauchy se resuelve ficilmente susti-
tuyendo los desarrollos [2] en el sistema [1].

* ok

12l problema eldstico se plantea asi: :

Primera parte: Encontrar soluciones tales que las
tensiones sobre trasdds e intradds sean nulas v que las
tensiones sobre los bordes se conozcan de-antemano.

Segunda parte: ncontrar la solucidon que produce
tensiones determinadas, no nulas a la véz en trasdds.
e intradds; interesa, en particular, el que anule las
tensiones en intradds v coincida en trasdos con la ley
real de carga. Iista solucién nos dard valores determi-
nados ‘de tension en los hordes,

Tercera parte: Agrupar las tensiones en los hordes
de la primera parte con los de la segunda, de modo
que sean las prefijadas por las condiciones de susten-
tacion,

Tgualmente, las condiciones de tension en las gene-
ratrices de borde se pueden sustituir por condiciones
de recorridos o mixtas de tensién y recorrido, pere
la parte fundamental, que es la integracion de las
ecuaciones [1], hay que ejecutarla en todos los casos.

En todo ello se supone que la ley de carga es de
la forma:

Tz
S (¢) cos -
y que, como se verifica para los casos de la prictica,

@) =f (e

o alin mds estrictamente, que la ley de carga sobre
la directriz es funcion lineal de sen ¢ y cos ¢.
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Si la ley de carga, como funcién de ¢, puede des-
arrollarse en serie trigonométrica ‘de da formh

XA, cos {2n n—-——+l D=z

pueden efectuarse tantas integraciones como se desee

para llegar a la aproximacion deseada.
Noétese que estos artificios son idénticos, en la for-

ma, a los que se emplean para encontrar la solucién’

de Finsterwalder. -
Para tener en cuenta, sin complllcar la notac1on
en los cdlculos que siguen, la pulsacidén variable de las
Qn4rz
[

=«

armonicas, hacemos

* ok

El problema que vamos a resolver no es el cldsico
de Cauchy para las ecuaciones diferenciales. El pre;
Blema de Cauchy se plantearia asi: Dadas las seis
constantes (g, &1), (%0, 1), (n0, m1) para = 0, encon-
trar la integral, o un desarrollo en serie de la misma,
uniformemente convergente en un entorno de h = Q.
Se podria también plantear asi: Dadas seis relaciones
lineales entre las seis constantes cxtada@ encontrar la

. integral; que equivaldria a conocer, para i = (), o sea
" para la cara de intradds, la$ tres tensiones f,, brz, Or;
y sus derivadas respecto a 7. .

- El problema que, en realidad, se plantea, es redu-
cible a una ecuacién de Fredholm, pues los datos del
problema son flas tensiones t,, 6,.,, 0,4 para h =0
'y para h = H, siendo H el espesor de la hoveda. Des-
de. luego no lo resolveremos por el método Fredholm,
pues ello implicaria: la resolucién previa de un sistema
de ecuaciones diferenciales de segundo orden (hacierno
t = O en el sistema [1]), que no es de ninguna manera

- sencillo; la formacidn de la resolvente y determinacion

" ‘de los polos de la misma, ya que, tratindose de un

sistema homogéneo, en la primera etapa del caleulo,

solo para-esos valores de ¢ tiene solucion distinta de
cero; problema en general inahordable..

£k ok

= . h
Dada la pequefiez de la relacion i vamos a su-

poner dimitado el desarrollo de las tensiones en los
términos del segindo grado; no se limita en los de
primero por razones que veremos mds. adelante.

- Sustituyendo los desarroflos [2] en las ecuaciones
[1], se obtiene: S

2 6 o, _ TG — & — 206G —=&+8 |
Rt R R CET R: R R
-1 (M1t
+ —(M-—%ﬂ'l)—t— Mo - _("'_}R‘_,')‘— 20y —m)
Lo MmM=nt _ (M Nt
+ R Ut TR (e —27)
a (M —1) 20 (M—1) ,
+ R 3 + - R Q2
+ Me*(, -+ Mo g,
oM M ~
- -'—Rs-—- %o "I‘ . T(g o - Cx)
| 3]
2 6 h M 2 M h
Wt m)= e |- et |
M—1)t L M=)t
- R Ho | - 'L—R;‘—) €—20)
: +E M- | — M=) —E)
—R'? (M+1E |+ = (M 1) (28— &)
SV
' H +- Maln, -+ Ma*n,
| e e
- ‘R—ano +- R — (2 m)
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Suponiendo conocidas las constantes (£, 10, {o), determinaremos las (&, 1, &1), anulando para & = Q las ten-

: %’Te‘
—%(M—l)"}o
+ g
- Ak

siones ¢,, 8,,, 04,.
son:
1 2 N h
= — L2 - — (A2 9 —_
r g Mg + 7 2w R
A A
_1— FCO - "ﬁ‘({o"'cl)
4 A Om - L(Sno_am)
R 2 - R 9¢ 3¢
+ 0 lag + hat
A -2 A2 h
ly = _{R ¢ Co — ’%(Co_cl) ‘E‘
+ l+2l’- CRD _ M2 R _ a"h)
R e R 3¢ 2o
A 2\
+ =z - —
R . R.C"
+ ha &y 4 Aok
h
L= (+2pag + M F2pak 3
I Y
+ "R—Co -_ —R-(Co—-C,)
-+ A 3 = _)_(3720 _ﬁx_)
R 3 R \oe ¢
A 2
= _'C — (o
- i + m Ge
h
O, = — [/l - an » —E—
LR N CES L)
R ® R \ 3¢ 9
h
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» ®
- e o K
. R & + R &
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. . - L . . . L. h\2
Las expresiones de las tensiones, prescindiendo de los coeficientes armdnicos y limitadas en los términos en (—— .
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=+ L + 2 L = T 3
"‘t""?o + _;;‘(”?o“m) - '1%'(7?0"7?1 4 1)
o » 3G _ & [3& _ 28¢& ) » [B8& 8% | 3t
TR R(atp 9?) " R(M 3‘P+9<P)

Es de notar que las &;, #;, {; son, en estas expresiones, funciones de ¢; para obtener formulas que se

relacionen con el grupo de tres férmulas [3], basta tener en cuenta:

9, : ) 3k,
-—m—zt‘ql el‘?_ C.;

lP 1]

[:3}

=t e“P; —L=i e‘”".
S & 5 -

-

en donde n;, &;, {;, son constantes en los segundos miembros,

Segtin esto, las condiciones de anulacién de t,, 0,., y 8,,, para la cara de intradés 4 = Q, serén:

IS Sno
== —— &+ R
& Nt 2y (0'1 -+ an)
3¢,
h= Mo — ;
0 a?
b= Raly.
Teniendo en cuenta las siguientes relaciones:
=t=2v Mp1==4v M= .
2(1 —v) 2(1—v) 2(1 —v)
A . v M1 3 —4v M—1_ 1
N 2p 1—y ' M 1—2v ' M 1—2y '

y las 4], se deduce sucesivamente, mediante [3]:

—— (G +tm + Raky);

2C2=-i—c—°——(l—|—12v—R2¢2v)+tno+Ra lVEo :
—y .

[4]

2ﬂo———§°—t(2—v)+ﬂo(ma§—f"}:—)—R“Co L,
1 f—v 1—v
2E-——£°—-vRa+ Rat—Eo(~—2_v Rsa‘-’);
1—y —_
66 =~ —= cu+',”i (= {@= )+ B0+ = R at (1] 2 [ 3y (1 ) — R (1)
67,3::0[5—";.{. 2=V 52—V Rﬂast]—{— 3 t”no—{—-g—(l—"—tl)—lx’ut&o;
’ 1—v I—v 1 —y =y 1—v
. | o 1 2—v\ Ty _ ¢ o pags 2V
68 = ¢, (Ra.l_v Rat -t ool )I—no(2Ra = ——Ra 1_2V)+Eo(3t Reas 22
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y. por lo tanto, los valores de t, 10,2y %t plescmdlendo del coeﬁmente armonico en ¢ y del expOnenmal €% son:

ﬁ_tr__: hA-2p 1—2v [50(1_3.’1)+q0(1__[__,}_13_"___13«'0, h )+

h R = | 2R 2R 2R
+EO(VR¢T"3\‘R‘1 R-%R‘“" R —{?3013 ZIIR)];
Ry ] (2 l‘__ ';zll’i'v,___h ‘33 1 _h_) | ‘i+‘_ tl—"_
h“O"z ‘R l‘co(l—'v Ra R‘a,' 1—v - 2R ;‘—l_'R;a_, 1—v R —-I'_n?"l.?a‘-l v ke 12y (5]
h v AR 2 1k h
. - 2 y — —_ e —% Rt —R%a? e, —) |
r TRETTS R)+E°( Py ReoRE T T 2R)]
Ry - 2t 4t h B R gy L ._”_) (Rse__2f__
ot R[C"( 1—v } T—v R’+1—v ' R TV R Tl K 1—v
. h 3t h ‘ 1+; 345y - . h )] ‘ )
R —— LI 1 R - DA AR I | .
R SR 1o R)~1'E°(. Ra . 1—v "~ 2RI

Estas tensiones deben anularse en la primera fase . “
del clculo para i = H. Sc obtiene asi un sistema ho-
mogeéneo, cuya condicién de compatibilidad nos dara
una ecuacion en f, cuyas raices nos permitiran (alull.u
dos de las &, no, Lo €n funcion de una de ellas.

Este determinante es de un desarrollo muy labo-
rioso, pero se puede simplificar 1)1esom<hendo por su
pequefiez relativa, de alguno de sus términos. Por
ejemplo: el cceficiente de 7, de’la primera ecuacion,
se puede escribir 01den'mdolo en f: ¢

no RV
t{1—— —Ra ——| B, ——
( R R-‘) Y-S
y teniendo en cuenta la pequefiez de _II;_’ lo simplifi-
caremos asi:

t |-z' b ;
2R’

pues R2a?, para las dos primeras armoénicas, vale:

2 Re 0n R
y .

J &

Siguiendo este mismo criterio en todos los ele--
mentos, €l determinante de los coeficientes es, con

ﬁ—:a, Ra=10:

2R
1, t+ ats, bv-abty
_ﬂ_b_il.dbtz’ _lilbt+
1—v 1—v 1—v
. 2 =0
- abe, —t b%;
2 1—2v + 1—v
2 2 1-4-v
A S afd bt — £ — bt,
T L=y + 1—y 1—y 1—v
:30

que, desarrollado y simplificado, conduce a la ecua-
cion en ¢

28 g i @b 2L b3
1—v (1—v)(1—2v) l—v
4@ b [abt—a b, 1+“)t4+
1—2v v
—}—Jl—zli—-abﬁi“—ab";il‘ll—{-Z( 4v) bh = 0.
—— \) . .

Esta ecuacion-se puede resolver; sus raices son
imaginarias. Su resolucién puede hacerse, por ejem-
plo, mediante el procedimiento empleado por el profe-
sor Torroja para una ecuacién analoga.

Sustituyendo una de sus raices en el 'sistema de
ecuaciones de que procede, se puede obtener, per ejem-
plo, &o, 70 en funcién de &, y sucesivamente, en fun-
cion de esta altima constante, los valores de 61, 11, €1

&2, 1, 25 Ls, ms, £, ¥ las tensiones, por medio de sim-.

ples operaclones Todos los valores que se obtengan
seran imaginarios.

Al hacer lo propio con la raiz imaginaria conju-
gada, se obtendran expresiones imaginarias conju-
gadas- de las anteriores, y en virtud del teorema de
superposicion de las solumones elasticas, la parte real
y €l coeficiente de la parte imaginaria de las expre-
siones que se obtengan, afectadas de coeficientes arbi-
trarios, seran soluciones aproxlmadas del problema en
su primera etapa..

Es de notar que la discusion del preblema no cree-
mos que pueda llevarse mas alla del planteamiento de
la ecuacion en ¢, y por eso hemos afirmado que el as-
pecto fisico del problenia no se puede poner de mani-
fiesto por la:complicacién de los calculos; no obstante,
de cada caso particular que sé resuelva pueden dedu-
cirs'e las consecuencias oportunas.

* Antes de pasar adelante, conviene hacer notar que
la ecuacién frascendente cleduc1da de la funcién holo-
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morfa en + a que tiende el determinante del sistema,
tiene; en efecto, infinitas raices; es decir. que es una
funcién entera con ceros. Que el determinante tiende
hacia una funcién holomorfa, es ficil de ver. En efec-
to: hemos indicado que los coeficientes de &, o, &
son series uniformemente convergentes para todo va-
lor finito de ¢, y e esto se deduce inmediatamente
nuestra proposicion. En cuanto a que tiene ceros, se
puede deducir de la siguiente manera:

Por idénticas razones que con respecto a ¢ la inte-
gral general del sistema [1] es una funcidén holomorfa
de «, pues los coeficientes son funciones analiticas
holomorfas de dicho pardmetro. Para encontrar la se-
rig entera que represente dicha funcién de a, se puede
formar una serie entera en « para cada valor £, 7, ¢,
Yy, por sustiticion e identificacion, se obtienen los coe-
ficientes como soluciones de una serie de sistemas de
ccuaciones lineales. En particular, el término indepen-
diente de a se obtendra haciendo « = (0 en el siste-
ma [1]. Kl sistema que se obtiene es uno lineal del
tipo de Euler, cuya integracién es inmediata, Qpe-
tando con €], como hemos hedho con la solucién orde-
hada en /i, el determinante que se obtenga, que sera
de sexto orden, nos representard el valor de la fun-
cién de ¢+, que nos da los valores de dicho pardmetro,
atiles, cuando @ = 0. Tratandose de una ecuacién
trascendente, con infinitos ceros, lo mismo serd la
€cuacion general en « y ¢,

Sien vez de detenernos en los términos del segun-
do grado en /1, lo hubiéramos hecho en los de primero,
cl desarrollo del determinante correspondiente nos da-
ria una constante ; la primera y minima aproximacion
para los valores de t es, pues, la ecuacién de octavo
grado que hemos escrito mas arriba. La simplificacién
del determinante no es precisa en casos -de aplicacion,
y segtin la arménica de que'se trate, es decir, seglin
€l valor de e, es claro que puede no ser conveniente.

.El procedimiento es susceptible de afinacion inde-
finida, Todo depende de la potencia de /i en que nos
detengamos : €l grado de la ecuacion en f aumentara,

y un sintoma de la hondad de 1a primera aproximacion -

serd el contraste con la segunda ecuacién aproximada,
Claro que ello implica el caleulo de los valores
;Q., 1 T4y &g » cuyo cdleulo no es comodo, pero si facti-
le,

. Con la primera aproximacién, tenemos ocho solu-
clones particulares. Integrando las expresiones de las
tensiones que actian, en las caras normales a la super-
ﬁcxe', podemos encontrar los momentos ﬂectores; de
torsion, esfuerzos cortantes y normales totales que nos
sen suficientes practicamente para encontrar una solu-
cion a lo Saint-Venant. Igualmente, para las soluciones

de recornido, los valores de &, 7o, Lo y €l valor N1
o hien el del momento flector sobre la directriz, agotan
las posibilidades de la primera aproximacién.

Si suponemos resuelta la segunda etapa del cileu-
lo, a la que en seguida nos referiremos, esta solucidn
nos dara ciertos valores en los dos bordes de tensiones
o recorridos, y podemos pasar a la tercera etapa, en
la cual, mediante un sistema de ecuaciones lineales
ajustado a las condiciones en los bordes, pedemos cal-
cudar €l valor de las constantes arbitrarias que figuran
en las soluciones de la primera etapa.

La seguna etapa es facil de resolver:

Si, en general, es para r =R + H:

t, =Acosp-}-Bseng;

04p=Ccosp--Dseng;

by p =05
teniendo en cuenta:
el g ie
€os ¢ == —od
2
sen ¢ = elf —e
2 b

haciendo f= % en las expresiones [5], e identifi-

, ; +1
cando con el coeficiente. correspondiente de e*'¥ y

observando que por lo mismo que -+ i y - i son ima-
ginarios conjugados, se puede repetir lo qué antes
hemos dicho para los valores de ¢ de la primera etapa,
se obtendra la solucién que se busca. :

* %k

Bste es, en lineas generales, el procedimiento que
proponemos. Su desarrollo es, hasta cierto punto, pa-
ralelo al que da la solucidén de Finsterwalder, Las difi-
cultades de su aplicacion no son mucho mayores, y
hasta el punto que ha sido posible hemos desarrollado
esta nota con rigor matematico. Este rigor. ha sido
abandonado en el momento en que hablamos de ecua-
ciones aproximadas, pues resulta dificil, si no impo-
sible, encontrar una cota practica del error cometido.
Como podemos supecner razonablemente que la serie

h
en ) es fuertemente convergente, entra dentro de

{o posible que los resultados sean aproximados para
la préactica. ‘

Con esta solucién podemos conocer el orden de
magnitud de las tensiones y otros esfuerzos de menos
importancia y aplicarlas sin reservas en otras moda-
lidades estructurales del mismo tipo.

"ENERO ‘roso
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