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Marzo de 1948

MENUDENCIAS ELECTROTECNICAS

. SOBRE EL CALCULO DE LAS INDUCTANCIAS

Por PEDRO JOSE LUCIA, Ingeniero de Csminos.

EL primer pérrafo que escribe el autor explica el contenido v objeto del brabajo que se inicio

con el presente articulo, aunque tenemos la seguridad de que el lector, como nosotros, encontrard

excesivamente wodesta la apreciacién que se hace del alcance, originalidad ¢ interds ‘del método
que se proponc,

Revolviendo en mis papeles encentré hace poco
unas notas, viejas ya de bastantes afios las mas de
ellas, que, ordenadas y remozadas, pensé podian ser-
virme de material para dos o tres articulos en la RE-
vistA DE OBRrAS PUBLIcAs. No abarcan esas notas
ningtin trabajo serio e importante de electrotecnia.
Son, mas bien, reflexiones y criticas schre ciertos mé-
todos de célculo; aplicaciones a casos practicos de al-
gunos conceptos y férmulas de la teoria del campo
electromagnético, corrientemente poco utilizades, o
sugerencias sobre algunos puntos de la teoria de las
méquinas eléctricas, Menudencias, todo ello, en el do-
ble sentido de “pequefiez y minuciosidad”, por un
lado, y “cosa de poco aprecio y estimacion”, por otro.
De aqui el titulo general escogido para estos articulos,
Menudencias electrotécnicas, que, de salida, ya les
quita alcance y advierte al lector que no encontrard
en ellos nada trascendente. Sélo pretendo aclarar al-
gunas ideas y, quizds, ofrecer una distrac¢ion al elec-
trotécnico en medio de otras preocupaciones mas apre-
miantes, Espero que, aun dentro de campos tan trilla-
dos, se encontrard alguna particula de originalidad.
Y, por lo menos, la Revista pE OBras PUmricas
variard un poco sus temas habituales.

Recderdo de algunas férmulas fundamentales.

Como vamos a necesitarlas en lo que sigue, recor-
daré algunas relaciones esenciales del campo electro-
magnético, expresando siempre las férmulas en las
unidades précticas (sistema de Mie) que, nermalmen-
te, utilizo en mis cursos.

En el campo magnético, el vector induccion mag-

>
nética, B (Vs/cm.?), y el vector intensidad de campo,
> .
H (A/cm.), son tales que se cumple la igualdad
> >
B=‘47r'10'—0‘u.H. [1]

La constante u, puro nimero, es la permeabilidad
relativa del medio, igual a la unidad en el vacio, y a
1,000004, O sea también practicamente I, en el aire.

>
El flujo de B a través de una superficie:

/3c?f='f'3dfcos(3,df)=q> (Vs.) 2]
F F

se Hama flujo de induccién, y es siempre cero cu'm(lo
la superficie es cerrada,

Si, en el campo eléctromagnético, b"nemos una
curva cerrada (fig. 1.%) y calculamos la circulacién del

vector I_; a lo largo de ella, dicha circulacion es igual
a la suma de las intensidades de corriente que pasan
a través de una superficie cualquiera conterngada por
dicha curva; o sea:

> >
¢ Hds= § Hdscos (H,ds)=Y] (amperios). {3]

El sentido positivo de la integral “circulacion’, y
el sentido positivo de X I (amperics), s¢ corresponden
como el giro de un sacacorchos al avance del mismo
(figura 1.%).

Figura 1.*

Cuando, en un medio de permeabilidad relativa
constante (caso del aire), un circuito en el que existe
la intensidad 7, abarca o encadena un flujo total de
induccién ¢ debido a I, como este flujo resulta ser
proporcional a I, se puede calcular el llamado coefi-
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ciente de autoinduccién, L, que también denominare-
mos inductencia:

L= (henrios). [4]

I
Todo campo magnético encierra una cierta canti-
dad de energia Por cm.®, esta energia vale:

1
W =— B (julios/cm.*), [57
2
n el cuso de Ja autoinduccion, o campo magnético
producido por la corriente 7, la energia total del cam-
po es:

X .
W == I I* (julios). [6]

Calculo ordinario de las inductancias.

Provistos ya de estas armas, vamos a ver cémo s¢
calculan corrientemente las inductancias en la electro-
tecnia, Tomaremos, como ejemplo, la autoinduccidn
correspondiente al flujo que envuelve a un conducter
cilindrico de radio # (fig. 2.%), hasta la distancia, muy
grande, Acm.; como si la intensidad / amperios, que

de donde:

I
H, = ' (Ajcm.).
o=y (Bl

La induceidn magnética a esa distancia v, serd, por
tanto (férmula [1]), con p= 1 (permeabilidad rela-
tiva del aire):

B,=4x.107°

e

L 2. 10”9—1— (Vsfem.®).
2t x, - X,

y el flujo clemental, entre los radios 4, y #¢ + d 2¢,
y para una longitud de /cem. del conductor:
de,=2. 10— L dx, 1 (Vs.).

X,

IEl flujo total exterior, hasta la distancia A cm,,
valdrd, en consecuencia:

A dx
fPL,=f 2,109 11 —f =2 .107°% 11 1g, & .
r Xo - r

La inductancia correspondiente al flujo magnético
externo, vemos, pues, que es (férmula [4]):

L,=2.10" 9 g, A (heinirios). 17]
r

circula por el conductor, retornase por una capa cilin-
drica coaxial, de radio A. Es éste un cilculo auxiliar
muy empleado en la-determinacion de las inductancias
de las lincas aéreas monofasicas y trifdsicas.

Consideremos primeramente el flujo exterior al
conductor, Por simetria cilindrica, las lineas de fuerza
seran circunferencias en planos normales al eje del
conductor, con el centro, 0, en este eje,

A una distancia 2, am. (fig. 2.%), y en virtud de la
ecuacion fundamental [3], se puede escribir:

Hc.21:xe=1;

Iigura

5 @

Estudiemos ahora el flujo en el interior del cilin-
dro conductor, que, supondremos de cobre. Subsiste
la simetria cilindrica, y para la linea de fuerza, de
radio #; cm., se verificara:

H .27 x;=121 (8]

suponiendo que la intensidad I se reparte uniforme-
mente en los 7 72 centimetros cuadrados de la seccion
transversal.
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De la igualdad [8] se deduce que:

Xi
H; =1 — (Ajem,)
270
y:
-0 X 2
B;=2.107" 1 — (Vslcm?)
r2

(u =1 para el cobre).

Al llegar a este punto, se suele hacer el siguiente
razonamiento — que entrecomillamos-—, y rogamos al
lector que fije aqui su atencion, pues hemos de criticar
ese razonamiento en lo que sigue:

“El flujo elemental, en el rectingulo d a; X,
serd:

d¢,=B;dx; 1 =2. 10-9111'-(1;’1. '
e

Pero ese flujo magnético no envuelve toda la co-

-2

rriente I, sino tan solo la fraccion ——de ella; por

tanto, para nuestro cdlculo tenemos que multi/ﬂimrlo

xn
por ——1— obteniende asi:
re .
-3
2.107%11

dx;.
El flujo encadenado interiormente, desde x; == 0
hasta a; =7, €s:

—o,, X% —o Il
<pi—_—f 107071 dx;=10"% ==,
0 2

y la inductancia interna, L' :

L, =10~ 9% (henrios).” 9]

Admitiendo, por el momento, la validez de esta
forma de razonar, o por lo menos la del resultado a
que se llega, tenemos come inductancia del conductor
cilindrico, en 1a longitud I cm.:

L=L,+ L, = (2 g, —~Ar——+—;—) 11079 (henrios). [10]

Un par de objeciones.

Siempre que se trata de calcular inductancias in-
ternas, los tratados de electrotecnia general y de ma-
c_luinas eléctricas emplean un método de célculo seme-
Jante al que acabamos de reprodu‘cir Y lo hacen s
ninguna Justnﬁcacxon previa, como una cosa chvxa
Pero no lo es, ni mucho menos.

Un poco de reflexién nos hace ver que ese czilcu]o
equivale, en cierto modo, a suponer que cada filete

elemental de corriente tiene un cierto flujo encadena-
do; se suman esos flujos, y asi se obtiene el flujo en-'
cadenado total. Ahora bien: el electrotéenico estd acos-
tumbrado a proceder asi cuando las corrientes estu-
diadas estian en serie, pero no cuando estan en parale-
lo, como ocurre con los filetes de corriente en el con-
ductor cilindrico de nuestro ejemplo. Precisaremos lo
que qucremos decir,

Sea un solenoide, de n vueltas o espiras, con una
intensidad I. Esta producird un cierto flujo, v de &l
las espiras 1, 2, ..., 1, abarcaran las cantidades ds,
b2, ..., ¢p. Con todo rigor, en virtud de la definicién
de inductancia (férmula [4]), se tendrd entonces:

Pyok Pyt 9
!

L=

I
~ [c—

La suma de flujos, ¢, suele llamarse flujo tolal
encadenado,

En una seccidn longitudinal del solenoide, y en su
parte superior, por ejemplo, aparecerd n veces la in-
tensidad [ cada una de esas n corrientes, todas en
serie, encadena su propio flujo, y todos esos flujos
deben sumarse al calcular la autoinduccion. Fsto es

completamente correcto; pero ses licito aplicar un
procedimiento analogo cuando las corrientes que apa-
recen en la seccion wnqldex ada estdn en paralelo y no
en serie?

Esta es la primera objecién que podria hacerse al
cileulo explicado al final del apartado anterior. La
segunda objecién es ésta: si las diferentes corrientes
clementa]es abarcan flujos diversos, y esas corrientes
son alternas senwidales, también lo serdn los flujos, y
dardn lugar a fuerzas electromotrices de autoinduc-
cién distintas de unos filetes de corriente a otros; la
densidad de corriente y la fase de la misma no pod\an
ser iguales en todos los puntos de la seccién trans-
versal como se ha supuesto. Esta objecion es valida,
y un calculo riguroso conduce, efectlvqmentc a ese
resultado — llamado “skin effect”, o “efecto superﬁ-
cial”’ —, de una desigual reparticic’m cle la corriente en
ia seccion transversal del conductor. Lo que ocurre es
que, en muchos casos, a las frecuencias industriales
(50 p. p. s.), ¥y con dumensmnes pequefias de los con-
ductores, €l efecto es pequefio y puede admitirse, sin
error apreciable, la distribucion uniforme de la co-
rriente.

Soluciéon de la dificultad.

Pero volvamos a la primera dificultad, Para fijar
las ideas consideraremos, de nuevo, €l conductor cilin-
drico con la corriente I. Pero nuestro razonamiento
es completamente general y aplicable a todos los casos
de inductancias. internas.

Supongamos dividido el conductor en un niimero
muy grande, n, de filetes de corriente, todos ellos en
paralelo, de igual seccién, f/n, y llevande la misma
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intensidad, I/n. Con la imaginaciéon reemplacemos
ahora ese conjunto por otro, de idéntica configuracidn
geométrica, pero formado de ese mismo nimero muy
grande de conductores, todos con la corriente I/n,
pero esta wez puestos en serie, constituyendo vueltas
o espiras de un sélo drcuito, Llamemos Lg; a la in-
ductancia interna de ese circuito ficticio. ¢ Qué relacién
hay entre esa inductancia, Lg;, y la L; que nos inte-

. . >
resa? Es evidente que, en los dos casos, las B; y las
-
H, en el interior del cilindro son las mismas en los

: . 1
mismos puntos. La energia por cmB®, — B; H; , es
2

también idéntica, e igual la integral:
1
Jm B an

extendida al volumen comprendido entre dos secciones
transversalos a la distancia [ cm. Pero como esta inte-
gral no es sino la energia magnética almacenada en
ese volumen, puede escribirse:

1 1 I\
— L =— L,(—].
5 i 5 sl(n)

De esta igualdad se deduce:

L. — s
nt

Calculemos ahora Lg; . Determinado un flujo mag-
nético elemiental, d ¢ ; , este flujo envolverd una parte,
fp, del drea total transversal, f. El niimero de con-
ductores en f, serd:

L,

f

y-los concatenamientos de flujo correspondientes :

I’Lndq".
f

Los concatenamientos totales de flujo en el circuito
ficticio en serie, valdran:

ff%ndq’{.

La inductancia Lg; serd, por tanto:

f I 1 7 '
si [fff nd Py f:— 7 f'f” ?;.

; L
Como L; esigual a —-s-:—, poniendo el valor de Ig;
nu

que acabamos de calcular, se encuentra en definitiva:

_ il
L= lffqu)f' (1]

Esta férmula [11] no es sino la expresién mate-
mética del caleulo de las inductancias internas, tal co-
mo se hace corrientemente, como los expusimos, entre-
comillados, més arriba: cada flujo elemental, d ¢,
se multiplica por la relacién de la seccién parcial de
conductor que envuelve a la seccién total; se intégran
estos productos en la seccién total, y el resultado se
divide por I.

Bl caleule, pues, era correcto. Pero habia que de-
mostrarlo; no era algo evidente @ priori. El suponerlo
asi, como parecen hacerlo los tratadistas de electrotec-
nia, solo puede servir para hacer surgir dudas y des-
confianza en el lector desprevenido.

Otro método de calculo de las inductancias.

Las inductancias pueden también calcularse de otra
manera, haciendo uso de consideraciones energéticas.
Llamemos L, a la inductancia externa y L; a la in-
terna, La energia magnética total del campo sera:

1 1 .
—L e — L P
2 2

Esa misma energia, por otra parte, tiene la ex-

presion :

1 ' 1
f‘,e_z_Be H,dv, + f‘,l_?B,. Hdv, .

Igualando término a término, se emcuentra:

1
L, = — B, H,dv,. [12)
e 2 Ve e 'fe e
1
L= — CMHodv; . 13
;, I v',Bx i a4V ll

Poniendo B, v B; en funcién de H, y H; , e
sulta por tltime:

4. 1077 ke .

—_ - 2 . 14

L, T veHedV" [14]
-9 .

L= 4w . 11(3 By j‘ H dv; . (15]
- Yi

Conocidas las expresiones matemiticas de He ¥
de H;, se determinan las autoinducciones sin mas que
caleular las integrales [14] y [15].

Algunas aplicaciones.

Para ejemplificar el empleo de las férmulas [14]
y [15], calcularemos con ellas algunas inductancias.

Conductor cilindrico.

En el segundo apartado de este trabajo (fig. 2.,
ya vimos que, en este caso:

Hy = y Hy=1-

2% X, . 2xrt”
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Las lineas de fuerza son, como dijimos, circunfe-
rencias con centro en (.
" La primera de las dos integrales vale ahora:

f H’edve=fA—£f—-n— .21:.\'L,ldxe=
Ve o 4rixt,

=fA—I“ ldx,=——lg,—.
r 21X, T r

Sustituyendo en [14] y simplificando, se encuen-
tra (pe = 1): ‘

L,=2. 1077 11g, A (henrios);
r

resultado idéntico al hallado anteriormente (formu-

la [7]).
—»l bo ‘»—

ha

y [15]) para la inductancia exterior y la interior,
cambiando tinicamente la expresiéon matematica de H
y, posiblemente, el valor de la permeabilidad relati-
va p, cuando el conductor es un material magnético.

Lado de una bobina en una ranura.

En la figura 3.* reproducimos, en seccién trans-
versal, un lado de bobina de maquina eléctrica dentro
de una ranura, en un devanado de una sola capa. La
figura 3.%, @, da las dimensicnes que nos interesan para
el caleulo.

Sea 1, la longitud activa del lado de bobina en la
ranura, y n, el nimero de vueltas o de conductores
en serie.

Las lineas de fuerza tienen en este caso, aproxima-

1

-

N

2 e — =\

v’

N

.

a_ Figura 3.* ' b.

En cuanto a la segunda integral, en el seno del
conductor, su valor es:

r s
H’,dvi=f L v, 2nx, 1dy =
Vg p 4mrt
= [ I x;[dxl.=_1f._l.~.
0 2mrt 8%

La féormula {15] nos da ya (p; = 1):

L, =10""° -;- (henrios),

€xactamente como en la expresiéon [9].
Se chservard que este método de calculo tiene la
gran ventaja de que se emplea la misma férmula ([14]

-

damente, la forma indicada en la figura 3°, b. Por la
conservacién del flujo, las inducciones en el aire y en
¢l hierro son del mismo orden de magnitud ; en cambio

las ;12 son. mucho memnores en el hierro, pues la per-

meahilidad relativa de éste es muy grande en compa-

racion con la del aire. Por esta razon, en la integral
> > _

¢ Hds da suficiente aproximacion el calcular tan

s6lo la parte ‘correspondiente a la ranura. Del misto
. " 1
modo, la energia magnética por cm.®, > B H, es des-

preciable en el hierro si se compara con la del aire;
puede suponerse, sin error apreciable, que toda la ener-
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gia magnética estd reconcentraca en el campo dentro
de la ranura.

Caleultemos primero la dnductancia interna A Ja
altura 2 ; sobre el borde inferior del lado de bobina,
el campo F; serd tal que:

n. 1 i )

Hy b= i
!

_ > =
ya que solo integramos H d s en la ranura, v para la
linea de fuerza estudiada el ntimero de conductores

. , X
en serie aharcados es 7, -+ . .
n,
De esta igualdad se deduce:

H all
=N
LT bk

Sustituvendo en [15] y teniendo presente (e
dv; =1, b.dx;, seencuentra:

-9 h x2
Li___-M__f"n:rla L b.dy
I o b, bty
o h
=4z 10790, 1, —! (16)
br

Fuera de los conductores, a una altura ., sobre
el borde superior del lado de hobina:

H,b,=n,],

pues ahora la linea de fuerza abarca las n, vueltas.

Poniendo en [14] el valor de H, dado por esta igual-
dad, resulta, para la altura h:

0 Ry 2
L =i1'_l°___f wo-l b dx, =

e r 0 i T

—4r. 1070 pe, o o

rtr b, (17}

Igualmcnté hallariamos en las alturas liz y Jig:
— 2h

L,=47.10"% 1 —=3 . 3

€y r-r br "I" by [lb]

Ly=4r.10"%, 1 1o, (9]
by

En resumen: la inductancia, por lado de hobina,
para el flujo que atraviesa la ranura, es:

L=1 +1, bt

—47.107° n?, 2 hy —”L].
47.107° n [ + Lo oty e

Invitamos al lector a comparar este procedimienio
de calculo con el tradicional en los textos de maquinas

eléctricas, para que se dé cuenta de la sencillez del mé-
todo que propugnamos,

Inductancia de fugas de un transformador.

Recordaremes, sin entrar en grandes detalles, que
los campos magnéticos de fugas de un transformador
con devanado concéntrico tienen la configuracion re-
presentada esquematicamente en la figura 4.%. El cam-

,,ﬁ' ""“'\\ 1
/ \ //
/ e N T
/ . SOV 7 HEK
/ ’ g s
/ / | 14
C LK :'
! .
’/ " 1P X‘)
| .
. B ]
! ! 1 ' |
| I > !
| | ; i h
| | 1 I
1 |
| ) i
. |
\ \ ><l | X
|
| ! i ! ) ‘,l {
\ \ i XIH ¢
\ 11
\ \ ! il
\ N TN T T
\ RS A NN | |
\ / | I
N RN
~o i b
d di
2
d. /

Figura 4.

po producido por los amperios-espiras del primario
(supuesto, p. €j., €l bobinado de baja tension). np,, iy
se extiende en el interior e este hobinado y en la
mitad, aproximadamente, del espacio entre bobinas.
La otra mitad de ese espacio y el interior del hobinaco
secundario corresponden al campo magnético produ-
cido por los amperios espiras secundarios 1y, fs.
Tanto en el aire, fuera del entrebobinado, como

-S>
en el hierro, los valores de H son pequefios, y pueden
> >
despreciarse las integrales de H d s en esas regiones,
. . 1
y las de las energias especificas - B H. Esto ¢s lo

mismo que decir que, para todos los efectos practicos,
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es como si los campos magnéticos sélo existieran en
las bobinas y en el espacio anular entre ellas,
Sean:

i, = intensidad en ¢l primario, en A.
i, = intensidad en el secundario, cn 4.
n, =nimero de espiras primarias en la columna estu-
diada,
np, = nimero de espiras sccundarias cn da columna estu-
diada.
h = altura de los bobinados, en centimetros.
d, = cspesor radial del primario, en centimetros.
d =ancho radial del entrehobinado, en centimetros,
dy == espesor radial del secundario, en centimetros,
C, = circunferencia media de las ospiras primarias.
C, = circunferencia media de las espiras sccundarias.
Ci1+Ceo

m 2

&

A una distancia x; del borde interior del primario
(fig. 4.%), se verificard, al aplicar la ecuacién funda-
mental [3]: .

H h=mny i B
{ b ‘1 dl )

de donde:

El elemento de volumen, d =, , es ahora con has-
tante aproximacion:

C,hdxi_

Sustituyendo valores en [15], se encuentra:

d X%
L,=4r. 10*9—‘-f Cnty ity e Cid X,
! 2, Jo ! he a8,

Calculando la integral y simplificando, resulta:

[ o= 4m 107%™, d oo 21]
b h 3

Entre los dos bobinados, a la distancia a4, de la
periferia del primario, €l campo magnético serd H, ,
verificandose : ‘

f{(_' ’1 = Ilbl {.“
0 sea:
ny i
H, = —.
' h

La inductancia correspondiente, L, . per la for-

mula [14], valdra: :

L, =4 .107°

e,

0 n%, it
131 0 h
suponiendo, en primera y suficiente aproximacion, el
clemento de volumen dwv, igual a Cp h dxe.

La autoinduccién externa de fugas del bobinado 1
es, por tanto:

L 1079 1%, d c

Le, h 2 ™

(22]
En resolucion: la inductancia de fugas del prima-
rio, en una columna, €s:

4x . 1070 n2y, (_‘L

d
Li=L;+L,= - + Gt 7c,,,), [23]

siendo np, €l niimero de espiras primarias en dicha
columna.

De la misma manera se encontraria para el secun-
dario:

4= . 1079 n? d
Le.—_‘Litu{-Le!: h: ( t

d
=% 4+ =C, . [24]
h 3 2 2 ”)




