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SINTESIS DEL PROCEDIMIENTO ORIGINAL PARA
FL. CALCULO DE ESTRUCTURAS RETICULARES

LECCIONES EXPLICADAS EN LA ESCUELA DE CAMINOS

Por MIGUEL GARCIA ORTEGA, Ingeniero de Caminos.

Nos complace dar a conocer a nucstros leciores una sintesis del notable trabajo de naesird

compaiiero Sr. Garcia Ortega, que fué objeto del premio “Francisco Franco”, v que_en lo

- forma que transcribimos @ comtinuacion fué expuesto por el propio autor en nuesira Escucle
Especial,

Estudiaremos primero la barra aislada y después
aplicaremos los resultados obtenidos a la barra con-
siderada como elemento de la estructura.

Adoptaremos como valores positivos los siguien-
tes:

+ brras
Y
Momentos
Traslaciones .
4
fuerzas
o + X

Ademds, suponemos positivos los acortamientos y
las compresiones, y por consiguiente, los valores ne-
gativos indicaran tracciones y alargamientos.

Barra aislada.

Representaremos por:

kyla rigidez correspondiente al nudo a.
kyla rigidez correspondiente al nudo b.

B, el coeficiente de transmision de momentos correspon-
diente al nudo a.

B, ¢l coeficiente de transmisién.de momentos correspon-

diente al nudo b.

verificdndose, segiin sabemos:

| |
| L |
ll |
i '} Ma=KaBy
| o Mol pe
e o
N .
B y LA,
| !
‘: 3 HMa=Pops
2 |
A, o
% S TN
A3 - M

Nes interesa conocer los efectos producidos por
los movimientos de cada uno de los extremos de la
barra, considerando sucesivamente el giro, y el des-
plazamiento segtin la paralela y la normal a la direc-
triz, introduciendo un solo grado de libertad, distin-
to en cada caso, en la barra con extremos completa-
mente inmoéviles. :

Mediante la aplicacion de los teoremas de Mohr
y de la ley de Hooke, se obtienen fécilmente las re-
acciones producidas en uno de los extremos, el g,
por ejemplo, por los movimientos de a y de b, resul-
tando el siguiente cuadro:
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REACCIONES UNITARIAS EN a

MOVIMIENTOS FUERZAS
Momentos
a lu%ﬁé‘iﬂfé (H) Normales a la directriz (V)
k, (1
S Giro: 0, =1 k, — a ’;Ba)
Ena.
Paralelz a la directriz: 9, = 1 — _@L_S‘L _
| Traslacion. . . ko (14 Bg) feg (14 84) + Ky (1 + B)
Normal aladirectrizz Ay =1 ] ——F— - —
L L
ky (1
S Giro: 0, =1 ky B _ b i‘ﬁb)
Enb. ) . E, So
. ( Paralela a la directriz: 8, =1 — = _
Traslacién. . . o ko (1 + B4) ko (14 Bg) + Ky (1 Bp)
Normal a la directriz Ap =1 | — _———Z————— — — Ie

La determinacién de ko, By, Ba ¥ By, €s un
problema conocido, cuya resolucién no ofrece difi-

cultad, y en cuanto a So, st significado y determina-
cion resultan de las siguientes consideraciones:

| _\D/ F

Una pieza prismatica cualquiera, sometida a com-
presion simple, sufre un acortamiento:

o Ldz

5= —_

o Es

y si la barra fuera homogénea a lo largo de la direc-
triz, con coeficiente de elasticidad Eo y seccidn cons-
tante So, €l acortamiento valdria:

y= F et
Ey S,

El acortamiento serd el mismo en el caso gene-
ral que en el particular, considerado cuando se ve-
rifique:

L
Ldz

0
o Es

valor que denominaremos seccién wvirtual, correspon-
diente al coeficiente de elasticidad Eo, y que nos per-
mite resolver el caso general de compresion simple
como el particular de barra homogénea a lo largo de
la directriz y de seccién constante.

So=

r o

La barra como elemento de la estructura.

Para claridad en la exposicidn, teniendo en cuen-
ta que han de figurar varias barras y nudos, emplea-
remos la siguiente notacién, con la que facilmente
se indica la barra o nudo de que se trata. '

Consideremos la harra i comprendida entre los
nudos a y b.

Tl valor V del nudo a se representa por Vg .

El valor 7 del nudo b se representa por Vp .

El valor 7/ de la barra i, correspondiente al nudo
a, por Va/b-

El valor V/ de la barra i, correspondiente al nudo
b, por V-

Bl valor ¥ de la barra 4, independiente de los nu-
dos, o que valga lo mismo cualquiera que sea-el nudo
que se considere, por ¥, 0 también por Vapp © ¥ pja.

Para simplificar, emplearemos también la sigunien-
te notacién:

E, S )
( oLn)i=ti =ta/b=tb/al.

e e ey eAE T2 i
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que representa la fuerza correspondiente a un acor-
. R
tamiento de valor uno.

(ko Ba)i = (Ko Bo)i = & = Cap = Cojar

(ue representa el momento en la extremidad empo-
trada, correspondiente a un giro de valor uno en la
otra, libertada para el giro. La igualdad &, B, = ky Bp
es una consecuencia inmediata del teorema de Max-
well.

_ku (1 +$a) _ ka+ £
L L

= Pap

que representa ¢l cociente resultante de dividir por
la luz, la suma de los momentos en la extremidad b
cmpotrada y en la a libre, correspondientes a un giro
de valor uno en ésta.

by (L+8,) ko4 c
L L

= %vja>

con significacién andloga a la anterior.

ko (14Ba) +-Hp (L +Bp) Iy +-Fp +2¢
L2 - Le

1

=7 (9ap 90 ) =i = Tapp = Fojar
que ‘representa el cociente resultante de dividir por el
cuadrado de la luz la suma de los momentos en la
extremidad b empotrada y en la a libre, mas la de
los momentos en la a empotrada y en la b libre, co-
rrespondientes a giros de valor uno en los extremos
libres,

Cuando la barra sea homogénea a lo largo de la
directriz y de seccién constante, resulta:

o = ES,
L
El
k, =k, =ky,=4—>
i alb bla L
[
B =Ba)b=3b,‘a=_2_'
EIl .
Cl--——-— _—
L
EI
%= G = Poja =0
El
fi 12 L:] .

Conviene notar que:

B, es un ntmero. abstracto.

, tiene las dimensiones dec un momento.
, tiene das dimensiones de un momento.
¢, tiene das dimensiones dc una fuerza,

]

o &

f, ticne las dimensiones de una fuerza por unidad de
longitud.

t, tienc las dimensiones de una fuerza por unidad de
longitud.

Si referimos la estructura a dos ejes coordenados
rectangulares y designamos por X e ¥ las compo-
nentes de las fuerzas sobre los ejes, para una barra
cualquiera puede escribirse:

Xy=Hcosw X,=-—Vsenw

Y,=Hsenw Vo= Vecosw

y mediante estas fOrmulas, las reacciones unitarias
en a pueden referirse a las componentes X e ¥, re-
sultando, al emplear la notacidén convenida, el siguien-
te cuadro:

REACCIONES UNITARIAS EN @
Movimientos
Momentos| Componentes X |  Componentes Y
0, = Ko | — Pajp SN Wapp | 9ajp €OS Wopp
Ena{ 8,=1 — t cos Wasp t sen wafb
Bg=1 | ogpp | — Ssen Wasb [ cos Wajp
0, =1 € |~ 9oja SN Wepp | Poja €05 Wajp
En b ¥, =1 — | —tcoswy, |—tsenwgy,
Ap =1 | — g | fsen Wy —fooswg
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Por tanto, las reacciones producidas en @ por los
movimientos 0,,3,,8,,0,,8 ¥ 4,5, son:

My, = kg g+ 0p g (g — Bo);

Xda/b =—0up 0, sen Wi — Pbja 0, sen Warp -+
4t ( by — 8,,) Cos Wyyp ——f(A“ — Ap) sen Wap 5

‘de/b = Db 0, cos Warn - “pja 0 cos Waib -+

At (3 — Bpy) senWap + S (A — Ap) COSWqpp -

Considerando que 8 =38, — 8, es el acorta-

miento de la harra, si Nd es la compresion correspon-’

diente, se verifica:

EO Sﬂ 3
L *

Nd= 13 =

y si representamos por A = A, — Aj la componente
de la deformacion normal a la directriz, se puede
escribir:

Mda/b = ka/b 0,+c0, + Yalb A \
Xda/b = (‘Pa/b b, + Pb/a 0b) sen Wop —
—fAsen Wapp -~ Nd cos Waib 3 ()

Ydy, = (9ap 00+ Pepa 1p) €08 Wopp +
- f Acos Wy, -+ Ndsenwg, .

~

Estudio de la estructura.

Consideremos un nudo, a, en el que concurven
las barrasa 0, ¢ ¢, ad, ae, ...

d - .

C

b

Para que este nudo esté en equilibrio, es preciso
que sea nula la resultante de todas las reacciones que
sobre él acttian y que dividimos en dos grupos: las
debidas a las fuerzas exteriores, suponiendo comple-
tamente inméviles los nudos a, b, ¢, d, ¢, ...; es decir,
perfectamente empotradas las barras ab, ac, ad,

ae, ..., y las debidas a los movimientos de los nudos
a, b, ¢, d, ¢, ... Las primeras, para una barra cual-
quiera, ‘a7, las representaremos por Me gy, Xe g,
Yegu,ylas sgguudas son ‘Md,‘,,,, Xdgji. Yd g

Las ecuaciones de equilibrio del nudo a son:

Md, 4 Me,=0;
Xd, + Xe, =0;
Yd, - Ye,=0;
siendo:

Md, = S Mdg; = Mdyy + My, + Mdgyg + Mdgy, -t .
Xd, = £ Xdg; = Xdgp + Xddyo + Xdgyg + Xy -+
Yd, = 3 Ydg, = Ydys + Ydy, + Ydgq + Ydge+ ..
Me, = X Meg; = Mey, + Mg, -+ Megy -+ Mey, + .
Xe, = X Xeq; = Xegy -+ Xeg, + Xegqy -+ Xegjp+
Ye, = B Ve,; = Yey, + Yeg, + Yegy —}—.Yealc 4

En definitiva, las ecuaciones de equilibrie pueden
escribirse asi: :
Ky 0p+3c0; + oy A+ Me, =0;
X Nd cos wo; — Zf Asenwy; — 2 (04 -+
+0iq 0; ) senwy; + Xeg =0, 121
¥ Nd sen wy; -+ SfAcos Wy X (90 6, -+
+ %ia 0;) cos wy; -+ Ye, = 0;

comprendiendo las sumas representadas por 3 los va-
lores correspondientes & todas las barras concurren-
tes en a y representando por K, la suma 3 kg

Si en kel nudo ¢ hubiera una sustentacién que pro-
dujera determinados movimientos, serian conocidos
6., vq 6 yo—nulos en las sustentaciones corrien-
tes —, en cuyo caso, en el sistema [2] se prescindiria
de la primera, segunda o tercera ecuacion, respectiva-
mente,

Estas ecuaciones de las cuales se prescinde, modi-
ficadas, sirven para determinar las reacciones produ-
cidas por la sustentacién, una vez conocidos los movi-’
mientos de los nudos, '

Efectivamente : 'si en el nudo a hay una sustenta-
cién, debe producir la reaccién de empotramiento mds
la de deformacion, y, por lo tanto, si las reacciones
producidas por la sustentacion las representamos por
Mrgy, Xr., Yr,, la primera, segunda o tercera ecua-
cién del sistema [2] debe ser sustituida por:

Mr, = Md, + Me,
Xr, = Xd, + Xe, (3]
Yr, = Yd, + Ye,

segtin que el movimiento determinado sea 5+ X4 0Ya,
respectivamente,
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La determinacién de las reacciones en los extremos
de las barras, supuestas perfectamente empotradas, no

ofrece dificultad, ni, por lo tante, la de Meg . Xe, e

Yeq.
Suponemos, por el momento, conocido el acorta-
miento de las barras que, teniendo en cuenta que:

o

8y = X' COSW,
By—;.yscnw,

vale::
Bty — 8y = (Xq — Xp ) COSWgp+ (Vo — Yp)senwyy. [4]

in la mayor parte de los casos pueden suponerse
acortamientos nulos, porque esta hipotesis se aparta
muy poco de la realidad y el error que produce s des-
preciable ; sin embargo, mds adelante estudiaremos Jos
casos en que se deban considerar los acortamientos.

Si se disponen sustentaciones que ocasionen en los
nudos 75 movimientos determinados, se obtienen #g
ecuaciones andlogas a las [3], que deben sustituir a
las correspondientes de los sistemas [2].

Por consiguiente, en una estructura de » nudos y
np harras, €l niimero total de ecuaciones €s:

De los sistemas [2].......occoviiieiiins ver. 30— ng

De las sustentaciones — sistemas [3] —.... 7

De los acortamientos — ecuaciones [4] —.. 7
Total. . . . ... 3n+dn,

Las ecuaciones [2] y [3] relacionan las condicio-
nes geométricas y mecanicas de la estructura; las [4].
solamente condiciones geométricas.

Teniendo en cuenta que:

Ay=—Xxsenw,
Ay= ycosw,
resulta :
A=A, — Ay =(Va — Yp) COSWyp — (%a —%p ysen Wy (5]
Si suponemos expresadas las A en funcién de las
traslaciones, por medio de las relaciones [5], y repre-
sentamos por 7'y y n's €l nimero de giros y traslacio-

‘nes, respectivamenté, determinados por las sustenta-
ciones, el niimero de incognitas es:

Reacciones . . . .
Giros. « + « » o .

ng=n'p+n,
ng=n-— n'y

Traslaciones. . . . my=2n—1 3n—n
Compresiones. . . Ny
_—
Total. . .. 3n-+n

 Las n; reacciones se calculan por las ns ecuacio-
nes [3], una vez conocida la deformacién, puesto que
entonces son conocidas Md, Xd e Yd por las relacio-
nes [1]; los giros, las traslaciones y las compresiones,

se calculan por medio de las ecuacicnes [2] y [4].
Como ni los giros ni las compresiones forman parte
de las ecuaciones [4], han de calcularse por los siste-
mas [2], que proporcionan, ademas,

Ry =130 — @+ 1] == ) b ] =
=Ny — I

traslaciones, calculdndose las restantes por las ecua-
ciones [4].

Si np =ns , Nxry =0, ¥ 1as % traslacicnes se
caloulan por medio de las ecuaciones [4], es decir,
considerando solamente las condiciones geométricas; la
situacién de los nudos esta determinada sin necesidad
de acudir a las ecuaciones de deformacion, tratandose,
por lo tanto, de una estructura isostatica.

Si np <y , hay que determinar #g4y = "o
traslaciones por medio de las ecuaciones de deforma-
cibn, tratandese de una estructura hipostatica de grado
Ny — Ny .

Sing >y, ixpy =— (ny —me ), € negativo, 1o
que nos dice que en los sistemas [2] faltan #jp ~— 1t
ecuaciones; como compensacion, en el formado por las
ecuaciones [4] hay np — mn; ecuaciones mas que in-
cognitas. Concretandonos 2 las expresiones [4],
np — Ny ecuaciones del sistema que forman, o son in-
compatibles con las m; restantes, en cuyo Caso la es-
tructura no puede existir, o son consecuerncia de ellas,
y entonces no hay, en realidad, mas que 7 relaciones
diferentes. En resumen, faltan en el sistema general
np — Mg ecuaciones, y para resolverlo es preciso con-
siderar los acortamientos como desconocidos y e€xpre-
sarlos en funcién de las compresiones; pero el proce-
dimiento que entonces debe seguirse no lo explicare-
mos en estas lecciones, porque corresponde al método
que, en nuestra exposicion general del calculo de es-
tructuras, denominamos riguroso, y que no tenemos
ahora tiempo para desarrollar.

Por consiguiente, solo consideraremos las estruc-
turas isostaticas o hipostiticas. Vieamos la manera de
resolver el sistema de ecuaciones rapidamente y con
facilidad.

Prescindiremos, de momento, de las ecuaciones [3],
(ue no nos interesan para conocer la deformacion, ope-
rando con <l sistema formado por las [2] ¥ (41, ¥
determinando, por medio de las [4], #s traslaciones
en funcién de las restantes, denominando a estas tilti-
mas traslaciones principales; mediante las oportunas
sustituciones, resultan las ecuaciones [2] expresadas
en funcién de las traslaciones principales, con exclu-
sién de las restantes, sustituciones que son facilisimas
dada la sencillez de las expresicnes [5], ¥ también es
muy sencilla la determinacion de n, traslaciones en
funcion de las principales, por serlo igualmente las
ccuaciones [4], y la facilidad de ambas operaciones
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aumenta cuando se trata de barras horizontales o ver-
ticales. ,

A continuacién, como entre las segundas y terceras
ecuaciones [2] suman 27 —n'y = 1, ecuaciones, y
hay m, compresiones, podemos eliminar éstas en
a1y — mp ecuaciones, resultando el sistema siguiente:

n, ccuaciones de la forma:
K, O, 4'2601'”%9(1(?’ P’y + Me,=0
n, — n, ecnaciones de la forma: 6]

Q (D, Bay gy eveypy Py 0"y ens Xeg, Xy, Xeg, oo
..., Ye,, Ye,, Yey, ...)=0

ny ecuaciones de la forma:
Q" (8y, 0y, 03y .cry po P'r Puv---: Xey, Xey, Xeg
o Yey, Yey, Yeg, oo, Ndj, Ndj, Ndj,,, L)=0 7]

stendo Q, , ' y 9", funciones lineales ; p, p', p”, ..., las
traslaciopes principales, y Nd; , Ndj, Ndj., ... las
compresiones,

La eliminacién de las Nd es muy sencilla en las es-
tructuras empleadas corrientemente en la construccion,

El problema se reduce ahora a resolver el sistema
formado por las ecuaciones [6], con lo que resultardn
conocidos los ng giros y las ny — 11 traslaciones prin-
cipales; después, por medio de las expresiones [4],
determinaremos las np traslaciones restantes, y sit-
viéndonos de las ecuaciones [7], las compresiones, si
nos interesan.

Para fijar ideas, y antes de exponer el procedi-
miento @ seguir para resolver de una manera préctica
el sistema [6], vamos a considerar un pérticc multi-
ple y una estructura de edificio.

Supongamos un pértico de pilares empotrados, de-
signando cada nudo y cada barra por un ntimero, de
la manera que se indica:

Ll dintel a/a + 1, comprendido entre los nudos a
y @+ 1, lo designaremos por a y un valor Vg1 = -
= Va+1/a correspondiente a esta barra, por Vae. T
pilar a/m 4+ a, comprendido entre los nudos a
m 4 a lo designaremos por o' y un valor Vymia
=V 4 g cOrrespondiente a esta barra, por Vigs
Las expresiones 4] toman la forma:

A
<&

8y = X, — Xq4 Para el dintel g;

G

=Y para el pilar a';

y las [5]:
Ay =Yq— V44 Paracldintel g
A,=x, para el pilar a’.

Como el niimero de traslaciones principales es:

nx+y=n,—nb=2n——n’t—nb=4m——2m——
—@m—1)=1

se trata de una estructura hiposttica de primer orden,
y tomando como Gnica traslacion principal la & el
nudo 1, #1 = &; la & de un nudo cualquiera, a, puede
expresarse inmediatamente en funcion de la traslacion
principal :

Xg= Xg_ 1 —Bg—1=Xgqoy—Bg_n— Bg_g = =X—
— By A By By e 3 ),

y la v es conacida:

Vo=— B'a;
valores que, suponiendp acortamientos nulos, se con-
vierten en los siguientes:

Xg= i
Ya=0,

con cuyas relaciones tenemos expresadas todas las tras-
laciones en funcién de las principales.

Las ecuaciones [2], expresadas en funcién de las
traslaciones principales, con exclusion de las restantes,
para acortamientos nulos, teniendo en cuenta que

mm

m+a-1

1 2, vy a-d : asl Vv ¥ -2 -4 i
: ] 2 A X a- a bt '3 P m-2 m-4
’ " . (-9 1 (a+4) (m-2) (n-1) m

m+4 WW/,

R

AU

m+a+1 2m-2 Zm

T T
2m-4
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A, =0y A’ = v, toman la siguiente forma, aplicu- Para eliminar las compresiones entre las segundas

das al nudo a: y terceras ecuaciones [2'], no hay mds que sumar,

Ko Vg4 cq-10a—11 % 041 miembro a miembro, las segundas aplicadas a los m
Qa4 o X T Mg =0; primeros nudos, y como {a ecuacion resultante puede
— Ndy_, + Ndg +f'q X+ %am+a b, + 2] sustituir a cualquiera de las que S€ han sumado,
+ Xe, =0; por ejemplo, a la correspondiente al nudo 7, dicho
— N'dy+ (%aja+1— Paja—1) 6, — sistema se convierte en el siguiente, que €s equivalente
— Pa—1/a 0a—1+q’a+\/a'0a+1+ Ye,=0. a aquél:
ny =m ecuaciones de la forma: K 0, + ¢; 3 0,1+ ¢4 0a+1+%/m+ax+M‘—’a =0 -
ng— np= 9 m —(2m— 1)=1; ecuaci6n de la forma: x2f; A 0ympi b ¥ Xe; =0
no—2m1 m — 1, ecuaciones de la forma: — Nd, _; 4+ Nd, + [ax -+ ¢am+a 0, +Xe,=0; -
) : g
m, ecuaciones de la forma: — Ndy + (%gjat+1 — Pala— 1) B, - @0 —1ja 0g—1+%at1ja Oﬂ_*_ FYe, = 0,
Comprendiendo las % desde 1 =1 a 1= m. determinada Nds, y aplicando dicha ecuacion al nu-
Resuelto el sistema formado por las ecuacio- do 3, obtenemos Nds, ¥ asi sucesivamente, hasta apli-
nes [6'], resultan conocidos los giros y la traslacion car la ecuacién citada al nudo m—1, resultando co-
principal, y como #g =& € Yo = 0, son conocidas nocidas las compresiones de todos los dinteles. Las se-
todas las traslaciones. gundas ecuaciones [7'] nos proporcionan inmediata-
La primera ecuacion [7'], aplicada al nudo I, noS mente las compresiones de todos los pilares.
proporciona la compresién el primer dintel, Ndi; Para obterier las reacciones de empetramiento, no
conocida ésta, aplicada la misma ecuacion al nudo 2, hay més que emplear las férmulas [3].
ohtememos la compresion del segundo dintel. Nds; Consideremos ahora una estructura de edificio:
i 2 3 % ko a g+l L & md Mo )
x 7 r N e Fila
Y Zy= Xy~ Xmad i-m
Mm+2 ms3 s M+8-14 M+ M+8+ L2med ml '
I N B IS ™. d 4 fila 2
3\,Lf .‘NLY AL— .)\L AL\_ )L— /‘L‘_ L . . \
‘ . - -4 L 1+i
A\~ B > o
T ol (-dnpes 1
h-t)mbe2 h)fme 3 (h=d) [mea-d (=) fmea  (h-t)mprasd . ha-l W £
(r-Hmid (h)nfpz (1) _i);\_) g et Fila b
1+m
Zh= x(h-{)mﬂ" Xhm+l
hmed hm+2 bk L zhmeact hme hmeas ) Fila h+l
AT
Zhat = Xhmat " X (o) mid
(hemell___Ched) (i fnes s AeDfpsat (ifnea (e ihmedsd s(ufn-1 (he2) il et
A S T N T P
o b
: N
: ¥ 1
. u-3)mp-2 u-3)mr3 kel W-3)mea  (u-3)meand u-2) n-1 @-Z)mp .
() ()+__)‘AA(“)31()*()fJ)‘( @2 filg y-2

N
L A
;(u-l}\m-l

)
(u-)m

) lel—2= X(U-S)mu“)(('J'Q)Tﬂ"l '
0y TG T CE)L SR Su-gnea-l (4-2)inea (2)npeasl, "

X f o r SN Fila u-1
' ' ‘ : Zy.1= Xu-2)m+i
(u-i)ml 7 “ 7 w 7 7 um/ S
(u-l)m+ 1 .

p (u-1)m+3 (u_{)m‘a_! (u-1)m+a (U;Iim+£+l wm -
- w
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Con una notacién analoga a la empleada para €l
poértico, las expresiones [4] se convierten en:
8; = x; — ;.4 paraeldintel /;
i =Yiqm—Y; para el pilar i';

’

«
0

y las [5] en:

A;=Y; —Yiy, parael dintel 7;
Ay =x; —X; 4 pparael pilar #.

Como el niimero de traslaciones principales es:

Nyyy=Ng—nNyg=2n—n'y —n,=2um—22m—
—[u—=1)ym-4+@@—-1)(m—)=u—1;

se trata de una estructura hipostatica de orden n—1,
v tomando como traslaciones principales :

Xo X4 Xoqmprr oo Xu—2)m+ 10
la # de un nudo cualquiera, i # - @, puede expresarse

inmediatamente en funcidn de las traslaciones princi-
pales:

Xnmta=Xwm+1— (Shm+1+%hmypat
+ ahm-|~3'*"""1'8l|m--}-n—l)'

y la y es conacida:

ylznz+a=—(8'(11—'2)m+&+a'(u—-a)m-i—n +
+31(u—4)m-|-a + oV mtai

valores que, suponiendo acortamientos nulos, se con-
vierten en los siguientes :

Xnm+4a =th+l;
Yhm4a=0i

con cuyas relaciones pueden expresarse todas las tras-
laciones en funcidn de las principales.

Si, para simplificar, convenimes en que:

Xy —=Xpgp =2
Xm4r —Xomp1 =2
Xom41 " X3m41 = 2

Xh—tym+1 " Xpm+1= 2
Yam41~ Xudnm41= Fngn

.
.

.

las ecuaciones [2], expresadas en funcién de las tras-
laciones principales, con exclusion de las restantes,
para acortamientos nulos, toman la siguiente forma,
aplicadas al nudo 4 de la fila h 4 1: .
K 04 m im0y Oy +

+ ¢ Oyt Pyi—m 20t i gm Zn 1 Mep =05

;_Ndi_] + Nd, ~f1—mzll+flj Zh—-}-] _
- (‘Pili—-m — it ’") 0, — i —mji 0 _m+ 12']
+ i+ mji 0i+m -+ Xe; =0;

Nd;_ ;= Nd; — (oyi—1— @ii+1) 0 —
— i by @iy b Ve =0

Para eliminar las compresiones entre las segundas
y terceras ecuaciones [2;], no hay mas que sumar,
miembro a miembro, las segundas aplicadas a los m
nudos de la fila &+ 1, dando a h todes los valores,
desde 0 a 7 — 2, y como la ecuacion resultante puede
sustituir a cualquiera de las que se han sumado, por
ejemplo, a la correspondiente al nudo (b + 1) m, dicho
sistema se convierte en el siguiente, que es equivalente
a aquél:

ng= (u—1) m, ecuacionesdelaforma: K; 0, +¢;_, 0, _m+ ;1014 ¢. 041 +

¢ Vpmt Cuyimm Zh Oy gm Zn 1 T Mey =05

np=(u—1) 2m—1)

[6'1]
ny —ny =u—1, ecuaciones de la forma:  — 2, Xf";_ -+ 2, 2f — By b m—
—Z(fii—m— eq14+m) 0 + 24 i Oy pm +EXe, =0.
(u — 1) (m — 1), ecuaciones de la forma: — Nd;_, + Nd; —f';_ 2 +F"i Zpyp1—
= (Cii—m = Py +m) % = Gyt O T Cr i b1+ K& =0 ]
! 1

(u —1}) m, ecuaciones de lajforma: N'd;_ ,— N'd; = (91— @yp41) 0 —
=yl gy b - Ye, =0

e
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Comprendiendo las X desde i=hm+1 a
i = (h 1) m.

Resuelto el sistema [61], la determinacion de las
traslaciones no principales, las reacciones de empotra-
miento y las compresiones, se realiza de la forma ex-
puesta en el portico, sin mas diferencia que calcular las
compresiones de los pilares de una manera aniloga
a la empleada para calcular las de los dinteles, en vez
de obtenerlas inmediatamente de las segundas ecua-
ciones [7].

Veamos
mas [6].

Supongamos ahora, solamente con el objeto de fa-
cilitar la explicacion, que se trata de una estructura
isostatica, es decir, que np — %y = 0, v, por lo tanto,
las dos ecuaciones [6] se reducen a una sola y no hay
traslaciones principales, por lo que, en este caso, fel
problema se reduce a resolver las #1 ecuaciones de la

forma:

ahora la manera de resolver los siste-

K, 0, +2cb, - Me,=0; 8]

puesto que en las estructuras isostaticas, con las sus-
tentaciones corrientes, -cuando los acortamientos son
nulos, las A lo son también, por setlo las traslaciones,
segiin se deduce de las ecuaciones [4].

A cada uno de los nudos de la estructura se le
asigna un namero de orden.

Admitamos que hemos logrado expresar los gi-
ros 84 ‘de todos los nudos de orden inferior al a en
funcién lineal de los momentos de empotramiento de a
y de los nudos de orden inferior, 'y de los giros de los
de orden superior; es decir, que designando por '
el valor asi expresado:

ﬁ‘a'=Ra' (Me,, Me,, Meg, ..., Meg _1» Mea,) -+
—I—Fll'(ﬂ(l’—i-]' ﬁll'+2' 0(1'-}-3""'); » lg]

"siendo Ry y Fo funciones lineales.

Si entre los nudos contiguos al @ hay alguno de
orden inferior a éste y €l de orden mas bajo es el b,
sustituyendo en la primera expresion [1] 6, por el
valor 8’y , el nudo de orden mas bajo cuyo giro figure

en la expresion obtenida serd de orden superior al b,
pero si aun es inferior al ¢, podemos operar con él
como con el b, hasta que todos los giros que formen
parte de la ecuacion correspondan a nudos de orden
no inferior al ¢ es decir, hasta que tome la forma:

Md, = U, (Me,, Me,, Meg, .., Me, _ ) +Pq 0ot

-+ q)a(oa—{-l’ 00+2' 0{1+3' )3 [10]
y como Md, + Meq = 0, resulta:

1 1 '
0= — —7P, (Men Mey, Mey, ..., Me, ) —— Me, —
pL’l p(l

1
—""—q)n(Btz+l’ On+2' 0(1—!—3’ ) 1]
Pa

Las funciones P, y @, son lineales, puesto que lo
han sido todas las transformaciones efectnadas, y la
expresion [11] demuestra que si se cumple la hipotesis
admitida en los @ — 1 primeros nudos, puede lograrse
que se cumpla también en el a, puesto que el valor de
8, obtenido es €l particular representado por 6'q.

Ahora hien: la primera ecuacion (1], aplicada al
nudo 1, produce una expresion andloga a la [10] ¥,
por tanto, podemos obtener el valor 6’3, andlogo al
[11], y entonces la hip6tesis admitida se cumple para
el nudo 1 y, en consecuencia, para el 2, y, por consi-
guiente, para el 3, y en definitiva, para todos los de
la estructura. -

Como en la funcién R de la formula [9] intervie-
nen solamente cantidades conocidas, y en el ultimo
nudo, #, el valor de I es nulo, el de 8', es conocido,
o sea el de 8, que buscamos; en el nudo #— 1, como
estan determinados los giros de los nudos de orden
superior, cONoCemos 0, —1; por el mismo sistema, €s
conocido 6, y, en definitiva, continuando el proce-
dimiento, los giros de todos los nudos.

Obsérvese la sencillez de las ecuaciones [8] en
las estructuras corrienftemente empleadas en la cons-
truccibn, puesto que no intervienen mas que el nudo a
y los unidos a él por medio de una barra.

El procedimiento de sustitucién explicado se sim-
plifica extraordinariamente con el empleo de cuadros,
como €l que exponemos a continuacion, para la deter-
minacion del giro 84, en funcion de los momentos de
empotramiento.
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Con la notacion.:

X | =X ==X ==X~
A= a b, ¢ d
Au= Qs bg Cy d, s

indicamos que:

Aj=a, A+ b Btc Cd D4 ..
Ay=ay A+ b B4 Ctdy D4

. .

Representamos por un punto, ( ), los coeficientes
que corresponden a M ¢, es decir, a términos conoci-
dos, y por un aspa, ( X), los que corresponden a 0,
o sea a términos desconocidos.

Para mejor comprension del cuadro, en la columna
de observaciones se indican las diferentes partes en
quie se descompone la operacion, que son las siguientes:

1. Expresion del momento de deformacién, dedu-
cida de la primera relacién [1], en la que &= 0, por
tratarse de una estructura isostatica con acortamientos
nules, suponiendo que los nudes contiguos al a son
a—c,a—c-1I, ..., a—T, a1, ..

1. Eliminacién sucesiva de los giros de los nu-
dos de orden inferior a a.

IIL. Ohtencién de la expresion P, 4 ®,, de la
formula [10].

TV. Obtencion de 8, , segin la férmula [11].

V. Sustitucion de los giros de los nudos de or-
den superior al @, por sus valores en funcion de los
momentos de empotramiento.

VI. Obtencién de 8,.

Cuando los giros se calculan numéricamente, ¢s
‘decir, cuando se considera una hipotesis de carga y,
por lo tanto, los momentos de empotramiento tienen
valores numéricos conocidos, las operaciones se sim-
plifican porque en cada horizontal.se resumen toclos
los términos conocidos en un sélo nimero, que es st
suma, y es conveniente modificar las partes I y TIT de
la siguiente forma:

1. Expresion del primer término de la primera
ecuacién [2].

IIL Obtencién de da.expresion P + Meq L rT
estando la suma P, - Me, resumida en un s6lo ni-
mero, colocado en la columna de términos conocidos.

Tl cuadro correspondiente a la obtencién de 8,
numéricamente, es el de la pagina siguiente.

Al ordenar la estructura, debe procurarse que el
ntimero de sustituciones de la parte II sea el menor
posible,

Ll valor de 6’ es funcion de los momentos de em-
potramiento del! nudo a'y de orden inferior, y de giros
de nudos, de orden superior; pero a medida que dos
nudos son mAas alejados, es dedr, estan unidos por
intermedio de mayor niimero de barras, su influencia
mutua decrece notablemente, por lo que, admitiendo
un grade de aproximacion suficiente, el namero de
términos de ', es bastante reducido, lo que simplifica
mucho las operaciones.

Tl procedimiento explicado no varia esencialmente
para las estructuras hipostaticas. En efecto: lag segun-
das y terceras ceuaciones [2] son de la forma:

Xd,+ Xe, =0
yd, + Ye,=0;
y como cfectuando en ellas transformaciones lineales
se han deducido las segundas [6], éstas podran escri-
hirse asi:

ay Xdy+as Xdy - ay Xdy + .. -+
o'y Ydy - dy Ydy Aoy Ydy + oo A
oy Xe, 4 ap Xy ag Xey 4 o
-dy Ve, |-y Yoy Aoy Yeg A4 .. =03

o bien:
Fd 4 Fe=0;

suponiendo:

Fd = a; Xd,+ ay Xdy+ oy Xy + oo
ey Yd, oy Yy oy Yyt

Fe = o, Xe,-}- ag Xes o Xey+ o
' +dy Ve, + o Ye, o'y Yeg .o

siendo, por consiguiente, /¥ d una funcién lineal de los
giros y las traslaciones principales y, en consecuencia,
por ¢l procedimiento de sustituciones sticesivas expli-
cado, considerando, al ordenar la estructura, no sola-
mente los giros, sino también las traslaciones princi-
pales, pueden determinarse todas estas incognitas en
funcién de los momentos y de las funciones Fe de las
fuerzas reacciones de empotramiento, correspondiendo
a cada giro, §; , un momento de deformacion, Md; , ¥
una ecuaciéon Md; -+ Me; =0,y 2 cada traslacién
principal, #; 0 ¥ , una funcién de deformacion Fd;
y una ecuacién I'd; 4 Fe; = 0.
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En una estructura de edificio, la ordenacién debe
ser la siguiente:

Incégnitas Fcuaciones
0, Md, + Me, =0
f 0-_\_ Mdg + Meg =
03 Md:‘ -+ Meg =0
0 Md,, + Me, =0
2, Xd, - Xd, - ... - Xd,, + Xe, - Xey - b
|- Xep, =0
0m—+— 1 I Mdm—i— 1 Mey +17 0
Ot Md,, 4, + Mepy =0
0m+3 Mdnz—k:«l'l“ Mem+3:'0
0y m Mdy p - Mey = 0

2 Kdpyy b Xy gyt Xy ot Xep oy oF
o Xeg gt oot Xegy =0
O m 41 L P Me.Zer,:O

0y 4-2 Md'zm+'z"\‘ MEZm—}-’z:O

La determinacién de los giros y las traslaciones
principales es mucho més breve numéricamente que en
funcion de las reacciones de empotramiento, Cuando
se estudien varias hipétesis de carga, dicha determina-
cién numérica se hace correspondiendo a cada hipdte-
sis una columna de términos conocidos y siendo comiin
el resto del cdleulo, por lo que, generalmente. es pre-
ferible el calculo numérico, salvo Jos casos en (ue sca
elevado ¢l ntmero de hipdtesis a considerar, y en
cambio pequefio €l de nudos, pues entonces puede ser
preferible efectuar el cileulo en funcién de las reac-
ciones de empotramiento y después sustituir éstas por
los valores particulares cornespondientes a cada hipo-
tesis. ‘

Si determinamos los giros y las traslaciones prin-
cipales en funcién de las reacciones de empotramiento,
los coeficientes serdn constantes para cualquier valor
de carga, formando un invariante, que denominaremos
absoluto, aunque, en realidad, solo sea invariante cuan-
do se adopten las mismas traslaciones como principales.
Conocido este invariante, pata determinar los giros y
traslaciones principales producidos por un sistema de
cargas, basta sustituir los valores generales de las re-
acciones de empotramiento por lds numéricos corres-
pondientes. .

En el calculo numérico, los coeficientes correspon-
dientes a giros y traslaciones principales son constan-
tes para cualquier sistema de cargas, formando, por

lo tanto, un inwvariante que denominaremos relativo,

porque solo lo es cuando se fija la ordenacién de la
estructura ; en el estudio de varias hipdtesis de carga,
solo es variable la columna correspondiente a las re-
acciones de empotramiento, es decir, a los términos
conocidos.

Los acortamientos, 8, de las harras, suelen tener
poca importancia cn la deformacién de la estructura,
por lo que empezamos suponiéndcelos nulos, y una vez
conocidas las compresiones, podemos caleular los acor-
tamientos correspondientes, y con éstos como bhase,
efectuar un nuevo caleulo, que resultard mds aproxi-
mado que ¢l anterior, siendo posible verificar, por este
procedimiento, nuevas aproximaciones cuantas veces
se considere necesario, pero en la mayoria de los casos
hasta con el cdleulo primitivo.

Cuando se tengan en cuenta los acortamientos, debe
efectuarse el cdleulo segtin las consideraciones si-
guientes :

De las relaciones [4] se deduce que los valores de A
son de la forma:

A:qa"kql 5 ~‘rQ" 3" L '”_{_ap__‘_alpr_{_aw P//.l.-...

siendo 8, 8, 8” ..., los acortamientos, y p, p'y p” -
las traslaciones principales.

O sea:
A=A, A
siendo:
Ae=qd4q'¥ +a" 8+

¢l valor de A correspondiente a los acortamientos, y

0=0P~1‘a1 {JI "I‘ au (‘u + .
¢l correspondiente a acortamientos nulos.
Por lo tanto, las ecuaciones [2] pueden cscribirse
asi:
Ky 0g+2cb; “+-Z9q; Ao + Me, -+ E‘?a/l A, =0
S Nd cos wg; — £ f Ao s€n Wy — 2 (9qi b0+
-+ ila 0; )sen wg, + Xe,— S fAgsenwy; = 0;
3 Nd sen wy; +  f Ao cos Wy -+ L (9giba+
"{‘ c‘?il(l Oi‘ ) cos w!!/l "i“ YGa + }.‘,f A(l [We1] wa/i = Q.

Estas ecuaciones demuestran que cuando se con-
sideran los acortamicntos, puede efectuarse el caleulo
como si fueran nulos, con tal de sustituir:

Me, , Xe, ¢ Ye, por Meg+ 2 ¢ A, Xe,—
— X fAgsenwy, e Ye, -3 f 8,008 Wy
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1ﬂ&si)ectiVa111e11¢e; es decir, como si se tratara de un
caso particular de carga.

Conocida la deformacién de la estructura, por las
relaciones [1] se obtienen las reacciones correspon-
dientes en cada barra, y las totales, por las férmulas:

Mt = Mey;+ Mdy);;
Xto = Xegi+ Xdg)i
Yta/’ - yga/‘ ""' Yd(l/i .

Obtenidas las reacciones totales, la determinacion
de los esfuerzos en las distintas barras no ofrece difi-
cultad,

Las reacciones producidas por la deformacion se
ohtienen, para cada nudo, sumando algébricamente las

correspondientes a ese nudo, de las harras concurren-
tes, y como comprobacion, cada reaccion asi obtenida
ha de ser igual y de signo contrario a la de empotra-
miento.

Los cuadros empleados para la determinacion de
los giros y las traslaciones principales, pueden irse
comprobando a medida que se efecttian las operaciones,
mediante relaciones sencillas entre los coeficientes que
deben verificarse en virtud del teorema de Maxwell.

Determinando la deformaciéon en funcién de las
reacciones de empotramiento, pueden estudiarse las
leyes de formacion de los coeficierites correspondien-

tes, y, si son sencillas, hacer uso de ellas para el
cileulo de aquéllos.

Asi, por ejemplo, en una viga de varios tramos:

| 2 35 4 P! a 3+ kX 0-2 n-4 n
T % 7 &+ TF a4 a T < Y& g 4 2
No hay traslaciones, y los giros se determinan debe verificarse:
por medio de las primeras ecuaciones [2], cuya apli-
cacion al nudo a da: g,= — € .
‘ Ky 4 ¢ 19a-1
K, 0, -+ €i—1 0p— ¢ O, 41 -t Me, =0. {12} c
- R,= — X (T—l ReZy1 —
Segtin el procedimiento de sustitucion explicado, Ky+¢—19a—1
el valor 64—, del giro 8, ., serd de la forma: . '
Me, .

bg—1=Gq—1 Oa'|'Ra~—1;

siendo Rq—; una funcion lineal de Me,, Me,, Mey, ...
ceey Meg .

Eliminando 6, — ; entre las dos ecuaciones, resulta:

(Ka+ Ca——lqa——l) Ou + ¢ 6a+1+ca—-!Ra—l_*_

+ Me, = 0;
de donde se deduce:
c
0, = — 1 0,0, —
“ Ka + Ch—1ba—1 at
Ca—1 1

Ry_o— Meav;

Ka+ca—lq¢1—1 K(z+ca—lqa—1

y como el valor de 6, es de la forma:

0, =4, Oa—{—\'}‘Ra‘

Ka + Cg—19a—1

Y haciendo:

1

|
KuTca——l dg—1

Pyg= —

se obtiene:
Qq = Pq Cqi
Ry=Dq ta—1 Ri_11Pg Meg -
Como Gg—1=Pa—1 Ca—1, resulta:

1
Pg= — ~ ;
“ Kyt 1Pa—

formula que nos da la ley de formacion de las p,
basandose en la cual pueden calcularse de Ja. siguiente
forma: .
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2 5 4 4 5 ; "
T A ¢ = A c;= A< cg= A Cy = A Cy = A 5
K2/4 = IQ/ F Kays= y Ko™ Kose =
'Kl/z= Kfz/s = Ksju = K5 = | Ks/e = K’é/; =
Sumes K, = K, = Ks = K = X, = X =
X = XC2m= N /- X Cge= XC§ = XCh o=
Suma Suma _ Suma Suma Suma
-Tl(l: Py = - Invarsa p,= - Invarsa Ps = - lnversa py= -Invarsa pg= — Inversa pg=

Conocidas las p, se obtienen los giros, en funcion
de los momentos de empotrainiento, por medio del
cunadro titulado “determinacién de los giros™.

Obsérvese que de los dos sumandos que cornponen
cada giro, se determinan primero los valores : '

R, = p, Me,
Ry = py ¢, Ry - py Mey
Ry = pycy Ry -+ Py Mey

Ry_2a=Dp-2 Cn-—JRn—S"*"pn—zMen—Q
Ry_1=Py— Cn-_—2Rn—-2 Py Me,_,
0, =Rp=p, a1 Rn—y +p, Me,

y después, sucesivamente:

qn—lon =pn_lcn_,0"
OBy =Py Ci—abyp
30y _2a=Py_3¢y—3 0/1—-’).

g3 0y =pyeg ly
Qg U3 = py cg Oy
q 0, =p,c, 0

Los coeficientes correspondientes a los valores de
6;. 05, s, ..., 0, , forman el invariante absoluto, que
debe ser simétrico.

En el tramo a, los momentos totales valen:

Mtyq 1= Meyq iy Fhyarr8e 4 bagrs

Mta-i—l/a = Mea+ 1/a + ku-i-l/a 0(1+1 + Cq Ou '

Como aplicacion del procedimiento expuesto, se
estudiaror algunos tipos de estructuras y se calcularon
varios ejemplos. "

El conferenciante terminé manifestando que en tan
breves lecciones no habia pretendido ensefiar el proce-
dimiento de manera que los alumnos lo dominaran y '
pudieran aplicarlo a los diferentes tipos de estructuras
que tuvieran que resolver; que sélo habia pretendido
dar una sintesis de aquél, explicando tnicamente la
patte esencial del mismo, fijando conceptos y aclaran-
do ideas por medio de ejemplos, y que la teoria com-
pleta, con el estudio de diferentes tipos de estructuras
y la aplicacién a varios ejemplos, seria publicado por
el Consejo Superior de Investigaciones Cientificas.



