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ESTUDIO TEORICO Y FOTOELASTICO
DE EMPARRILLADOS

Por E. TORROJA vy L. VILLENA, del Laboratorio Central de Ensayo de Materiales.

i el presente articulo resumen los autores cl segundo método teérico de comprobacibn por

cllos empleado y exponen las bases del procedimiento experimental que les ha permitido el

estudio fotoeldstico de emparrillados. El vesumen comparativo de los datos obtenidos y las
conclusiones finales serdn objeto de otro articulo,

CAPITULO 11

CALCULO SIMPLIFICADO O

§ 12. Coeficientes de distribucién transversal.

Considérese un emparrillado con m - 1 largueros,
y una sola vigueta interior, paralela a las lineas de
apoyo de aquéllos y situada en su punto medio.

Analogamente a lo hecho en el capitulo anterior,
se designan los largueros con y = o, 1, ..., 4, no sien-
do, por el momento, necesario utilizar simbolo alguno
para distinguir la tinica vigueta interior existente, a la
que corresponderia & = 1. Por tanto, no figurard el
subindice # en las distintas magnitudes,

Supéngase que los largueros tienen un momento
de inercia, J, invariable con respecto a #' e igual para
todos ellos; que la vigueta tiene un momento de iner-
cia, J, invariable con respecto a y, y distinto, en

general, de J, y que los largueros estin situados,
uno de otro, a la distancia invariable e, siendo la luz
total 1. _

Si se aplica una carga Py en el nudo correspon-
diente al largueroy, la v1gueta toma, en cada uno de
los nudos, flechas Jguales a las que'en ellos adquleren
los largueros respectivos y aparecen las reacciones de

apoyo C). Para que la vigueta esté en equilibrio esta-
tico habran de ser nulas las sumas de las fuerzas:

7+ CA+Ct .+ Cp=0, [34]
y de los momentos :
YC+ @ =DC+ oty =) (C5=PF) + ...+
+ (y—m)C,=0. [35]

Ahora bien: la ordenada en cada nudo de la de-
formada adoptada por la vigueta debe ser proporcio-
nal a la correspondiente reaccién de apoyo C, , pues-

(1) Véanse los trabajos de F. Leonhardt, anteriormente
citados,
]

to que las flechas de los largueros se deben exclusiva-
mente a estas fuerzas. Por consiguiente, la deforma-
da de la vigueta, dibujada en una escala conveniente,
coincide con la linea de influencia correspondiente a la
distribucién transversal de la carga Py entre los dife-
rentes largueros, realizada por la vngueta Pero en vir-
tud del teorema de Maxwell, la ordenada q.,  en el

punto n de la deformada asi obtenida (fig. 12) da,
Py
v
J

Ty

L‘rna" ‘1

Figura 12,

u

reciprecamente, la carga parcial que el larguero v

recibe de la vigueta a consecuencia de la carga P
aplicada en la seccién 7 de la misma:

= P 36
) C"] Ty 7 (30]
siempre que se verifiquen las condiciones [34) v [35].
Si se qustltuyen en la primera de ellas, los valores

de las reacciones de apoyo dados por [36], se obtiene:

- - i g =Yg =1 37
95, T 47,1t -+ 5, =%2 45, (37]
es decir, la escala de las ordenadas ¢ de la linea de in-
fluencia ha de ser elegida de tal manera que la suma
de las que corresponden a todos los largueros sea 1.g}1a1
a la unidad. Solamente considerando esta condicidn
podremos obtener los valores absolutos de las ordena-
das ¢. La ecuacién [ 35] puede serv1rnos entonces co-

mo cemprobacion.

Asi, pues, aplicando una fuerza P—- en el nudo ¥y

(figura 12), la vigueta adquiere una de{ormada que es
proporcional a las ordenadas .de la linea de influencia
correspondiente a la carga transmitida por la vigueta
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al larguero v, viniendo determinado el factor de es-
cala por la condicién [37]. Las ordenadas 25y de esta
linea se denominan ceeficientes de distribucién trans-
versal y representan la parte de carga que recibe el
larguero y a consecuencia de la carga P~ = 1 aplica-

da en el largueroy, o, de otra manera, 1'1 ordenada de
la linea de influencia correspondiente a la distribucion

‘transversal en el larguero ¥ bajo la acciéon de lar-

guero y.

Puesto que esta linea de influencia de la distribu-
cidn transversal no depende de la cuantia de la carga,
ni de la escala del modelo, ni de la magnitud de los
momentos de inercia, pedrd ser determinada para un
tipo de emparrillados, siendo valida para todos los de
luces semejantes.

llamada grado de rigidez, en el que

introduce el influjo de la rigidez de la vigueta frente
a las de los largueres, T.zonhardt ha determinado las
formulas que dan, en funcién de ¢, los valores de
las g, para emparrillados de tres a ocho largueros.
Para cuatro largueros (caso estudiado), aplicando

Vo 7 / 2
a
2 i ' ’

-

Higura 13,

§ 13."Calculo de los coeficientes de distribucion
transversal.

Los coeficientes de distribucién transversal se pue-
den determinar, para cada emparrillado, por diver-
sos procedimientos analiticos, por ejemplo el de Os-
tenfeld, ya citado, o utilizando modelos reducidos,
como cociente de las flechas que cada nudo y toma,
hajo una carga P»—, en el emparrillado y en el siste-

ma fundamental. :

Pero para empatrillados con una sola vigueta pue-
den ser calculados numéricamente de una manera in-
mediata. Basta para ello plantear y resolver las ecua-
ciones de equilibrio eldstico, tomando como incognitas
las fuerzas de apoyo, C, creadas por una carga P =1
que actila sucesivamente sobre todos los nudos de una
vigueta finica situada en la mitad de la luz. Se ve en-
tonces que estos coeficientes solo dependen de la cons-
tante:

y=— I3

una carga P =1 en el nudo 1 (fig. 13), las condicio-
nes de equilibrio estitico, esto es, la anulacién de la
suma de momentos y de fuerzas, conducen a:

C0+ Cl "l“ C2+C3=1;
3C0+2C1+C‘2=

Para hallar las cuatro reacciones de apoyo se pre-
cisan otras dos ecuaciones, que se pueden obtener
.igualando las flechas que la vigueta y los dos largue-
ros toman en los nudos interiores (sélo en ellos dos,
puesto que las flechas de la vigueta hay que referirlas
. a las de sus extremos). /\m en el nudo 1, la flecha en
el larguero es:

Cy I8
BRYTYY,
v en la vigueta (fig. 14):
2 1 ,
g} =:—.S'0+-:-53+S,1;

S ] b
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viniendo dada &'y por:

8(1—Cy)u? 7 Cou®
P S ha H

486 15T 486 17 T

en que el primer término es debido a la fuerza P — Cy
aplicada-en el nudo 1, y el segundo, a — C» aplicada

Figura 14,

en el 2. Sustituyendo y haciendo uso del coeficiente ¢,
definido por [38], sc obtiene:

54 Cop—BLy+8) Cy—7Co+27Cyy+8=0.

Para el nudo 2 se obtiene, analogamente :

27 Coyp—7Cy— 81y +8) cg+54cg¢+7‘=o(

Se tienen ahora cuatro ecuaciones que permiten
calcular los wvalores de las reacciones de apoyo, que
por ser P = 1, coinciden con los coeficientes de distri-
hucién transversal. En el caso en que la carga P =1

estd aplicada en el nudo o, se procede de una manera
semejante,

Las expresiones asi halladas son:

Ggo = (154 52y + 14 y2): D
Qio=0Oy+8y2):D .
059 =(— 6y +2y2): D
q3q4 = (¢*4¢2):D
95, =Oy¢+8y"):D

g7y =(15432y+6¢yH: D

A5 =Q@ly+4y2):D
93, =(—06y+2¢3): D

YD =15436y 420y,

Tt L0 ol . o o
. En virtud de la simetria, los coeficientes relativos
a las cargas P P serdn iguales, respectivamente, a

los que han sido hallados para las P P,

Como 97¢= g5y etc., se ha prescindido en lo que

Sigue de diferenciar el punto de aplicacién de la car-
ga del puntd' eni estudio. Sélo 'se mantendra esta dife-
Tenciacion.én los simholos ‘genéricos para ‘eévitar posi-
s confusiones.

Estos ceeficientes solamente son valides para em-
parrillados con una sola vigueta a la mitad de la luz
de largueros. Ia presencia de un niimero mayor de vi-
guetas hace que la distribucidén transversal sea mds
completa, aunque el efecto de las viguetas laterales es
mucho menor que el producido por la central, Los coe-
ficientes varian y su calculo se complica mucho, pues-
te que las flechas en los nudos de una vigueta no dan
idea correcta de las correspondientes reacciones de
apoyo, por ser aquéllas debidas también a las reaccio-
nes de apoyo de las otras viguetas, que solamenta se-
rian nulas cuando la vigueta considerada fuera rigi-

‘da, Pero la accién del conjunto de todas las viguetas

puede ser aproximadamente sustituida, para el clcu-
lo de los coeficientes de g, por la distribucién trans-
versal que efectuaria una vigueta (inica con momento
de inercia mayor eJ, que se imaginara situada en la
mitad de la Juz, Los valores de « han sido empirica-
mente determinados por Faltus para emparrillados
cuyo grado de rigidez estaba comprendido entre ¢ = 5
y ¢ = 20, Para el caso de dos travesafios interiores,
@ =t como término medio, por lo que se pueden uti-
lizar en el célculo del problema particular actual los
valorzes de g anteriormente determinados.

§ 14. Fuerzas y momentos en los largueros.

Considérese, como anteriormente, un emparrillado
con cuatro largueros y una sola vigueta normal a ellos
y situada en el punto medic, sobre el que solamente
actiia una fuerza aislada P'E‘ en la seccién £ del lar-
guero 1 (fig. 15). Si se supone que dicho larguero
estd rigidamente apoyado en el nudo, nacerd en éste
la reaccién de apoyo — Ry, mientras que los largueros
extétnos permaneceran descargacos. Para obtener aho-
ra el estado verdadero del larguero elasticamente apo-
yado en el nudo, se ha de afiadir una fuerza adicional
R, igual y de sentido contrario a la reaccién de apoyo.
Lllo, origina las fuerzas de apoyo Cyp = R go1, en el
nudo 0; C2 = Ry qo1, en el nudo 2; C3 = R, g3, es
el nudo 3, y Ry qu1, en el propio nudo 1, que se une
a — R, dando como fuerza de apoyo total:

Cir=—Ri+Rygn=—Ri(l—gqq).

Puesto que sobre la vigueta no hay aplicada fuerza

alguna, para que exista el equilibrio en ella ha de ve-
rificarse:

Ry gor— Ry (1 —qu1) + Ry goy + Ry qyy=0;

condicién que'se cumple siempre que sea cierta [37].

Paraihallar ahora el momento M« en la seceién &
del larguero 1, sobre el cual se supone estd aplicada
la carga P'E'".', imaginese de nuévo..que. diche’ larguero
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esta rigidamente apoyado en el nudo, apareciendo en-
ronces un momento M £E producido por la fuerza P
en la viga continua, de valor: ‘

’ R e,
Myz=M —E__; [41)

en que M ‘E’~ es el momento andlogamente creado en

el sistema fundamental. Considérese ahora el larguero
formando parte del emparrillado y, por consiguiente,
elasticamente apoyado en el nudo sobre la vigueta.
Para llegar a su verdadero estado se debe afiadir la
reaccién de apoyo Ry qii, hallada anteriormente, que

de apoyo Ci = Rg go1, y €l momento en la seccion £

de dicha viga sera exclusivamente:

Ro qo F.
—y &

Pero, para uniformidad y simplificacién del calcu-
lo, es conveniente expresar también este momento en
funcién de MO y M’. De [41] se deduce, de manera
aniloga a [42]:

MeE = an (Mg — Mig).

o bien, siendo ‘¢'or = — go1:

Mt =

MgE = Mg"é Jo + MEE_ q .

bu

D

L
AN +
RI

IFigura 15,

produce en la seccion £ de la viga libre apoyada ¢ en los

extremos, un momento: 3
1.

0, introduciendo el valor de —%Lé dado por la [41]:

O o, [
Mg = au (Mg — M) (42
El momento total sera, pues, la suma de ambos:
MEE = Mg + Mg

o, en virtud de [42] :

Mg =Myg-tqu (MEE —Myg)=MEE an+M (1—an)

Si la carga P% E estd aplicada sobre un larguero
distinto al que se estudla por ejemplo, en la seccion E
del larguero o, sobre la viga 1 s6lo actuara la reaccion

'

De una manera semejante se encontraria cuando la
carga PE estuviera aplicada en las secciones £ de los
mguexos 206 3:

vvvvv

siendo

9 = ~— Qi g5 = — 43+

Todas estas férmulas pueden resumirse, para el
caso mas general de una carga Pg En aplicada en cual-
quier punto del emparrillado, en:

Mgy = Mig 95, - Met 7 148
donde M E’E es el momento creaclo por la fuerza Pg

en la seccidn £ del propio larguero apoyado en sus ex-
tremos, y M ég el momento creado por Pg en la sec-
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cién & del larguero considerado como viga continua
rigidamente apoyada en el nudo. Los coeficientes g -
se determinan, como se indicé en el § 13, trazandos:

qes Qi ¥ e

Figura 16.

la linea de distribucién transversal que une, mediante
una curva continua, todos ellos (fig. 16), y nos per;
mite hallar cualquier ordenada intermedia g5 . Los g
se deducen de éstos sencillamente, puesto que q' =
= 1—q para el larguero sobre el que actiia la fuer-
za P By q' =— q para los demds largueros. La union
de éstos se hace entre si por curvas continuas y con
¢l 1 — g mediante rectas (fig. 17), suponiendo que las
cargas aplicadas en las proximidades del larguero en
estudio se distribuyen segtn la ley de la palanca entre
¢l y sus inmediatos.

Pz N
¥,/ I

A —

Figura 17.

De una manera analoga a lo hecho con los momen-
tos, pueden determinarse los esfuerzes cortantes en
una seccién £ de la viga y, creados por una fuerza ar-

bitraria £ por medio de:

Q= Rz, T %E 95, 1

La manera practica de efectuar el calculo es tra-
zar la linea ¢, de la que se deduce inmediatamente
la ¢’. Dibujando entonces las lineas de influsncia para
la seccion £ en estudio, correspondientes a los momen-
tos flectores de la viga apoyada en sus extremos y en
la viga continua rigidamente apoyada en el nudo (li-
neas que son las mismas para todos los largueros), po-
drén determinarse en virtud de [43] y [44], y de
una manera muy sencilla, los momentos y fuerzas
creados, por fuerzas aisladas o continuas, en la sec-
ci6én & de cada larguero.

Para el caso de emparrillados con mas de una vi-
gueta, es necesario, ccmo se vi6 en el § 13, sustituir
idealmente todas ellas por una sola con momento de
inercia «J situada en mitad de la luz. Como para el
caso de dos viguetas e es igual a la unidad, siguen
siendo vilidos todos los razonamientos y- formulas
anteriormente deducidos.

Py

102’%2 WC’”‘PI’
—]

Coqro [Cfsm,

Ins

Figura 18,

§ 15. Fuerzas y momentos en las viguetas.

La determinacidn exacta de estas magnitudes so-
lamente pueden hacerse cuando se trata de emparrilla-
dos con una sola vigueta. Por ser entonces conocidos
los coeficientes de distribucidn transversal, se conocen
también todas las fuerzas que actfian sobre ella, y se

puede hallar < momento M y en el nudo y sin mas
que multiplicar cada una de estas fuerzas, situadas
sélo a la derecha o a la izquierda de y, por la distancia
entre su punto de aplicacién y el nudo. Asi, por
ejemplo (fig. 18), para un emparrillado con cuatro lar-
gueros y una fuerza aplicada sobre el nudo 2 se
tiene : : ‘ '

'M‘)=—7—P2(1,+qur,.?.Au--Fqu_a:
=Pa[qa+2(ge—D].
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Si la fuerza P, hubicra estado aplicada en la sec-
cién n comprendida entre los nudes 1 y 2, s¢ habrian
hallado, mediante las lineas ¢, los valores de q.,uq‘

y se tendna:

]W(,=—P'r)(l+l>q."1 a=["q ((]T" — ).

Iin cuanto a los esfuerzos cortantes, hasta sumar
todas las fuerzas que se encuentran a la izquierda del
nudo, o las que quedan a la derecha, cambiados de

signo. Asi, en los dos cases antes mencionados, se
tendria :

§ 16. Resolucién numérica del emparrillado en
estudio m =3, n —= 3.

Peniendo en la expresion [38] los datos numéri-
cos relativos al emparrillado en estudio (fig. 19), se
obtiene como valor del grado de rigidez:

¥ =75264; .

que, introducido en las expresiones de los coéficientes
de distribucién transversal [30] v [40], da
Guo = gag = 0,7082
qro=qaz= 03913

Jor = gg2 = 10,3913
q11 = gua = 0,3098

Qoo == qrs = 00925 gy = gy = 0,2063
Qo=—=Lquy+ P =1 g1 qu: Fay ™ T 5 fr = PO
g0 = oy == — 0,1921 (a1 = oz = 0,0925
o= — P ns ——1)(1“ +- P”“])q-m ' Ng = 09999 Sq =09999
] WO -
7 / Py
Y
.JLOP“ \J-QOWW‘
A,s
F:gura 10.

Lin el caso de existir dos viguetas bastante rigidas,
pueden hallarse, segin Leonhardt, valores aproxima-
dos para las fuerzas y momentos en una de ellas, sin
mas que dibujar la linea de influencia que le corres-
ponde, prescindiendo de la otra y de la parte de em-
parrillado que hay maés alla de ella. Los valores dados
por esta linea, en una extensién de 0,6 veces la sepa-
racion entre las viguetas, contada a ambos lados de
la vigueta en estudio, son muy aproximados a los rea-
les. Cuando las viguetas son muy eldsticas o el empa-
rrillado es muy ancho con relacién a la 1ongitud de los
largueros, los valores asi hallados sen superlores a
]os reales.

Otrd manera de proceder, méas corta y eficaz, que
da los momentos flectores en todas las viguetas'y que
ha sido empleada en el ejemplo resuelto en el parrafo
siguiente, consiste en calcular por medio de [44] los
esfuerzos cortantes en todos los nudos, deducir de
ellos los valores de las correspondientes reacciones de
apoyos (iguales a los incrementos o saltos de los es-
fuerzos cortantes), conocidas las cuales se pueden .
calcular sencillamente los momentos flectores multi-
plicando cada fuerza por su distancia al punto en es-
tudio, segiin se ha dicho anteriormente,

Para cargas aplicadas en el nudo 1 de cualquier
larguero, se tiene: .

MP=17,4820 "~ M2 = 3,5170

M =0 M=

y para cargas aplicadas en el punto 1/, de cualquier
larguero, se tiene:

M? = 5,5000
M = - 0,0740

MYy, = 8,6000
My, = 2,1265

Intreduciendo en la férmula [43] todos estos va-
lores, se obtienen les momentos flectores de los lar-
gueros, reflejados en los siguientes cuadros. Los mo-
mentos flectores de las viguetas se han calculado a
partir de {44}, como se indica al final del § 15.

Carga unidad aplicada en el nudo l,b.

Seccién, . .. .. 1,0 11 1,2 13 20 21 2,2 2,3

Momento ep el lar- |
guero. . . . .« 5'299 2,9'28 0692 —-1.437 2,491 1,376 0,325 —0676
Momento eh lavi- '

gueta. .}, 0-‘—1255——08),0-' 0 0
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Figura 20,
Carga unidad aplicada en el nudo 1,1. las de un sistema permanezcan horizontales y ocupen
Seccidn. . . ... 10 L1 12 12 20 21 22 23 alturas escalonadas, mientras las c.lel otro queden in-
. clinadas con respecto al plano horizontal.
Momento en el lar- . P 1 io fotoeldstico ha de efectuarse
guero. . . ... 2928 2318 1,544 0692 1,376 1080 0726 0,325 Por tanto, e restudlo. otoelastico ha de e.ec uarse
Momento en Ia vi- _ sobre un modelo confeccionado con un material trans-.
gueta, .. ... 0 1,683 037 0 0 0 0O 0 parente y que, hajo la accién de cargas, se torne birre-
fringente, en el cual el escalonamiento de las vigas de
Carga unidad aplicada en el punto 1 _l_, 0. un sistema (largueros o viguetas) permita chservar to-
B das ellas simultdneamente en direccién horizontal.
Seccién, . . . ... .. Ch ;g ’2; ‘); ;»; 1 _}2_.,0 Siempre se procurard que el dngulo en que ha sido in-
' ' ' ” ’ clinado €l conjuntn del emparrillado sea el menor
Momento en el larguero., , . . . 3,611 2533 0,509 —1,244 6,7111 yosible
Momento en la vigueta . . . . . 0 —0738 —0486 0 0 ! '

Carga unidad aplicada en el punt'o 1 ,’, , 1

Seccion, « . .. i u . . f 10 Ll 1 13 ! L
20 21 22 23 2’
Momento en el larguero. « . . . 2,901 1,032 1,330 0,599 4,132

Momento en la viga. . . . . .. 0 0990 023 0 0

A partir de estes valores se pueden calcular los
momentos en todos los casos de carga considerados,
cuyos valores se dardn en el resumen comparativo,

Juntamente con los proporcionados por los otros pro-
cedimientos.

C’-\ PITULO 11X
METODO FOTOELASTICO
y 17, Fundamentos.

La idea original que nos sugirid el profesor Foppl

¥ que permite’ aplicar la Fotoelasticidad al- estudio de”

emparrillados se basa en la hipdtesis,“que ha sido

comprobada a posteriori, de que la distribucién de mo- -

mentos flectores no varia al sustituir el emparrillado
ordinario, cuyas vigas estdn todas situadas en un mis-
mo plano horizontal, por otro escalonade de tal ma-
nera que, conservandose las proyecciones horizonta-
les de las luces y las secciones normales de cada viga,

En cuanto a la forma que deha adoptarse para la
seccién de las vigas en el modelo, se debe sustituir la
seccién en T de la viga real por una seccién cuadrada
cuyo momento de inercia sea equivalente. En general,
este momento de inercia puede variar de unas a otras
vigas vy aun a lo largo de una sola, pero ésta ha de
mantenerse siempre con un espesor constante, varian-
dose solamente su canto. J.a escala de reduccion de di-
mensiones, v, puede, por lo demds, ser arbitrariamen-
te elegida, Solo en el caso de que en la estructura in-

£t

Figura 21,
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Figura 22,

tervengan diversos tipos de material constructivo con
modulos de elasticidad diferentes, y debido a su ca-
racter hiperestdtico, habrd que cuidar que para todo
el emparrillado sea constante la relacion:

ES
ES '

en donde E y § son, respectivamente, el mddulo de
elasticidad y la seccién en un punto de la construccién,
y E’ y ' las mismas magnitudes en el punto corres-
pondiente en el medelo, La escala de 1ec1ucc10n de
fuerzas, p, se elige también arbitrariamente, pero de
tal manera que las deformaciones producidas sean

pequefias y se mantengan siempre dentro ‘del limite '

de fluencia.
El paso de las tensiones ay, obtenidas fotoelasti-

Figura 23,

camente, a las tensiones ¢ en la construccién real se
hace sencillamente por:
g = -—{‘T .
T

El estudio completo de cada emparrillado requie-
re el examen de dos modelos: uno que permite obser-
var la distribucién de tensiones en las vigas longitu-
dinales, en el que los largueros permanecen herizon-
tales y quedan escalonados a alturas diferentes, mien-
tras que las viguetas estan inclinadas (figs. 2o y 21);
otro que permite observar la distribucién de tensio-
nes en las vigas transversales, en el que las viguetas
estan horizontales y escalonadas a alturas diferentes
v los largueros pasan a ser inclinados (figs. 22 y 23).

Existe una nueva circunstancia que ha aconsejado
cduplicar el nmero de modelos a estudiar, Puesto que
en las construcciones las uniones entre viguetas y
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largiteros son ordinariamente por empotramiento, pa-
rece plausible investigar un primer tipo’ de modelos
con uniones rigidas, es decir, ejecutades en una sola
pieza (fig. 24). Este tipo, ademds de reproducir fiel-
mente la realidad tiene la ventaja de no presentar duda
alguna sobre una rigurosa transmision de cargas en
los nudos, aunque deja la incertidumbre de si, a causa
de la inclinacidn que uno de los sistemas de vigas pre-
senta, apareceran giros. por torsién suficientemente
grandes para perturbar el estudio fotoelastico, Desde
el punto de vista practico, de ejecucion, exige poder
trabajar las planchas de material transparente, tanto
en el serrado cuanto en el fresado y limado, bajo un
angulo determinado, siendo algo complicada su con-
feccion.

Pero, el hecho de que, a veces, en los emparrilla-
dos metalicos reales sean articuladas las uniones entre
largueros y viguetas, sugiere la idea de investigar un
segundo tipo de modelos en que las vigas sean indepen-
dientes entre si y estén unidas mediante rétulas (figu-
ra 21), En él todos los largueros estaran, pues, por

punto que es preciso cuidar es el referente a la elec-
cién del tipo de rétula. Tras de distintos ensayos se
empled, por su eficacia y sencillez, la representada en
la figura 235, que consta de una pequefia punta de ace-
ro incrustada en la viga inclinada (la no observada)

CORTE BORA LA ROTULA

- YIGA_ND OBSERVADA

ALAMBRE OE HIEARD

<DIRECCION DE OBSERVACION

RBA_QBEERVARA
Figura as.-
«) CORTE TRANSVERGAL
T
A BERV. FOPDRTE LATERAL,

b) VISTA DE CO57ADD

LARGUERQE NBSERVAROS,

NN

[soPoaTE 1ATERAL.
Figura 26,

debajo de las viguetas. Este segundo tipo garantiza la
nexistencia de momentos de’ torsién y de deforma-
clones de giro, pero deja la duda de si en alglin nudo
podrd existir una transmisién defectuosa de esfuer-
208, 'Su construccién es mucho més facil que la del
anterior, puesto que cada elemento es cortado y ter-
minado independientemente -de los demés, El {nico

y que se apoya en una concavidad semiesférica de
2 mm. de didmetro excavada en la viga horizontal
(la observada). Un alambre o estribo que pasa por |
dos taladros abiertos a ambos lados de la punta de
acero, en la viga no observada, une las dos vigas me-

~ diante una ligera presién que no llega a producir efec-

tos fotoeldsticos.
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. Todos los modelos han de ser colocados, para su
puesta én carga y examen fctoeldstico, sobre marcos
especiales. Para la investigacion de largueros se utili-
26 ¢l representado en la figura 26, consistente en dos
gruesas chapas de bakelita (podrian haber sido de cual-
quier otro material), terminadas en su parte superior
por un perfil escalonado, tal que el emparrillade, al
descansar sobre ¢l marco, quede en la posicion co-
rrecta; esto es: de.tal manera que las superficies la-
terales” de los largueros sean verticales, &,

Para la investigacion de las viguetas se utilizo un
segundo hastidor, representado en la figura 27, que
consta de dos gruesas chapas de plexiglas (elegido por
su perfecta transparencia y su débil efecto fotoelds-

i

L

.LAHBME&QB.&&QREE&VME\,‘»&"‘

DRECCION DE OBSERVACION =~

tico, ya que la observacion ha de hacerse a su traves),’

la posterior mis alta que la anterior, y tallada su par-
te superior de tal manera que, al colocar ¢l modelo
sobre ellas, no reshale y quede en la posicion correcta,
con las superficies laterales de las viguetas en posi-
cion vertical.

Respecto a la aplicacion de cargas, puede emplear-
se cualquier sistema: resortes, palancas, etc., pero se
recomienda el empleo de pesos porque garantizan la
constancia de la fuerza aplicada, cualesquiera que sean
las deformaciones adoptadas por el emparrillade.
Como el orden "de 'magnitud de las cargas debe ser
pequefio, no existe mayor complicacion en ello y so-
lamente hay que procurar que la aplicacion se efectiie
uniformemente a lo largo de todo el espesor y sobre

una linea normal al eje principal de la viga, lo que se’

consigue, por ejemplo, mediante un apoyo cilindrico,

L IIMIIHIIITITITHEIMIIMMN

Figura 27.

o con una ufia de alambre, que en los modelos articu-
lados tienz ademas la ventaja de mantener la viga ver-
tical e impedir que vuelque por efecto de la carga.

§ 18. Determinacion fotoelastica de ,momentoé
. flectores. Co :

‘T'anto en los emparrillados como en otras muchas
estructuras, que se hallan sometidas a esfuerzo de fle-
xi6n, interesa conocer, casi exclusivamente, la distri
bucién de momentos flectores, y, en todo caso, la de
esfuerzos cortantes, facilmente deducible de aquélla.

Supeniendo cumplidas las hipétesis de Saint-Ve--

3) CORTE TRANGVERGAL,

N

0 o

=

&) VIBTA OF COSTADD

Al X

nant y de las secciones planas, la tensién en una sec-
cién normal de la viga, a distancia y del eje o linea
neutra viene dada, como es notorio, por:

12M M
i ettt Ui s} y;

e °

en que M representa el momento flector en dicha sec-
aién; I, el momento de inercia; ¢, €l espesor, y I, ¢l
canto. FEn particular para el horde, y= v, se tiene:

o i
M= [43)
?Y
donde o s la tension en el borde, tangente a:la super-
ficie, y v el semicanto de la pieza. A lo largo de toda la
fibra extrema, y salvo en las zonas de aplicacién de las
cargas o en aquellos puntos en que se produzcan reac-
ciones de apoyo, es nula una de las tensionss principa-
les, por lo que el centro del circulo Mchr coincide con
¢l arigen de coordenadas, y, como se¢ ve inmediatamen-
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.

FFigura 28,

te, el valor absoluto de la finica tension existente es el
doble de la tensidn tangencial maxima :

0=27nix-

Ahora bien: el examen fotoelastico ordinario per-
mite, por miedio de la red de isocromas o lineas de ni-
vel, hallar inmediatamente el valor de la tensién tan-
gencial maxima en la fibra extrema de una seccion sin
més que determinar el orden de extincién o de isocro-
ma, k, que corresponde a dicha fibra extrema y multi-
plicarle por el valor; para el material en cuestién, de
A7 méx, incremento, experimentalmente determinado,
que la tension tangencial maxima sufre al pasar de
una isocroma a la consecutiva' de orden inferior o su-
perior (1), Asi, pues,

T= kar ax

Lin el caso de flexion pura la tension tangencial
médxima se anula en el eje de la barra o linea neutra,
siendo lineal su variacién a lo largo del canto. Para
l.wl)teh_er el'orden de la isocroma en este caso no hay,
pues, mas’ qué medir el canto, /i, de la imagen de Ta
viga y la separacién, d, entre dos isocromas de un or-
den cualquiera, 7, cuanto mas alto, mayor precision
(figura 28, en que 1 = 2), situadas a uno y otro lado
de la Jinea central o neutra, Esto puede hacerse direc-
lamente en la placa fotografica cun un comparador
¢raduado en micras, o sobre una pantalla, en la que
S¢ proyecta ésta, con una escala graduada en milime-
tros. Basta después dividir la primera cantidad por la
segunda y multiplicar el cociente por el orden n del
par de isocromas consideradas: '

, I

k= —.
- B

———— —_ " . A

(1) ‘Véase, por éjemplo, Ia ya'citada obra Fotoelastitidad,

Piginas 116-124, .. '

Bt resultado se puede obtener ficilmente en déci-
mas y, afinando los procedimientos de medida, en cen-
tésimas, lo cual, come veremos mas adelante, es mas
que suficiente para la precision exigible al método fo-
toelastico. - - :

Eu el caso en que, junto a los momentos flectores,
M, aparezcan esfuerzos cortantes, Q, no es tedrica-
mente posiblé seguir este camino, puesto que la linea’
media ya no es rigurosamente la linea neutra o iso-
croma de orden cero, porque en ella ya no es nula la
tensién tangencial maxima. En estos- casos, aun sien-
do nulas las dos tensiones o g, a lo largo de esa linea
neutra, la tensién tangencial maxima toma el valor:

“max = (\)'—3— ''''

v " 2¢0

y su variacion a lo largo del canto no es lineal, sino
parabélica; no se puede, por tanto, utilizar la for-
mula [45]. Sin embargo, en la mayor parte de los em-
parrillados empleados, por ser muy grande la luz de la
viga comparativamente a su canto, la variacion de la
tensién tangencial méxima, puede considerarse lineal
en todo él, con excepcion de una pequefiisima zona en
las inmediaciones de la linea central (fig. 29), puesto
que los valores de los esfuerzos cortantes son, frente
a los de los momentos flectores, tan pequefios, que se
puede prescindir de su existencia sin alterar sensible-

X ; ' 1M .
mente el resultado. Para valores Q = o superio-
' v

res a todos los que se presentan en el caso particular
de emparrillado estudiado, el error cometido, al de-

BORDE _

FLEXION CON Q=5 |

.. FLEXION PURA

e e e s
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terminar % por el procedimiento antes indicado, es in-
ferior al 5 por 100.

Pero evitar tales errores no implica una gran com-
plicacién, Se mide a uno y otro lado de la linea neutra
las distancias, b, 0', entre la isocroma de orden 1 y el
horde, y las ¢, ¢, entre esta misma isocroma y otra de
orden # cualquicra (fig. 28, en que # = 3). Basta des-
pués dividir la suma de las primeras cantidades por
la suma de las otras dos, multiplicar el cociente por
la diferencia de 6rdenes entre las isocroffds conside-
radas y afiadir una unidad a este nimero:

c+c
Xl

Esta operacién se efecttia en todas aquellas sec-
ciones en que, por presentar la isocroma un color gri-
sdceo, en lugar del negro-profundo caracgggéstico (1),
se sospeche la existencia de un valor apreciable de O,

Una vez determinado el orden de extincion k, se
obtendra el momento flector en cada seccién por:

214+

_ max.

v

que se deduce introduciendo las expresiones [46] y
[47] en la férmula [45].

Cuando no sea previamente conocido el valor de
A Tmax., pueden hallarse los momentos flectores de una
manera mas directa y cdmoda sin necesidad de deter-
minar dicho incremento. En efecto: sometiendo a una
probeta del mismo material y de anilogo espesor al
adoptado para largueros o viguetas, a un par de fuer-
zas que produzcan un estado de flexion pura, se logra-
ra una distribucién constante en toda la probeta del
momento flector, M, al que corresponderd un orden
de extincidn en el borde &p, determinado como ante-
riormente se indicd. Los momentos en el modelo de
emparrillado se obtienen, entonces, sencillamente por:

m=-"2
. kp ,

Puesto que el esfuerzo constante es la derivada
del momento flector, se puede determinar gste geomé-
trica o numéricamente y de una manera inmediata,
maxime cuande, por tratarse de cargas concentradas,
los momentos flectores varian linealmente,

Ninguno de los procedimientos para la determina-
cién de momentos flectores que acabamos de describir
sirve para las secciones que estdn muy préximas a
los apoyos ni para aquellas otras que soporten muy
débiles momentos flectores, puesto que en ellas no
aparece mas isocroma que la de orden cero, es decir,

(1) Al no ser exactamente isocroma de orden o, le co-
rresponde, en lugar de una extincién completa, un tono gri-
siceo correspondiente al orden de interferencia’ fracciona-
rio que en realidad representa tal linea.

porque la tensién tdngencial maxima no llega a al-
canzar en ninglin punto de la seccién el valor A+
Pero puesto que el valor de = . influye no sélo en

la separacién de las lineas de extincion sino también
en su anchura, se puede aprovechar esta circunstancia
para determinar los momentos flectores.

Ahora bien: la distancia entre dos lineas de extin-
cién es independiente del ennegrecimiento adquirido
por la placa fotografica; esto es, de la potencia lumi-
nica empleada, del tiempo de exposicion transcurrido
y de las condiciones .€n que se efectud el revelado.
Por ello es posible determinar A~ . en un cliché ob-
tenido bajo condiciones cualesquiera y emplearle para
determinar 7_, en cualquier ctro. Por el contrario,
la anchura de una linea de extincién depende nota-
blemente de dicho grado de ennegrecimiento, puesto
que la transicién de claro a obscuro es paulatina. En
estos casos se hace, pues, preciso determinar especifi-
camente para cada fotografia la correspondencia en-
tre anchuras de la linea neutra y momentos flectores
en la seccion.

Para ello se toma como limite entre negro y blan-
co un tono de gris bien definido, dado, por ejemplo,
por una cufia gris, de las empleadas en fotometria. Se
mide entonces la anchura de la isocroma de orden
cero en varias secciones de las que se hayan determi-
nado los momentos flectores y se halla la relacion me-
dia existente entre aquélla y éstos, factor que se pue-
de emplear para toda la placa fotografica. La preci-
sion de esta determinacion es algo. inferior a la que
se obtuvo para k, pero ello no tiene gran importancia,
pues de ordinario sblo se presenta este caso en sec-
ciones cercanas a los apoyos, en que €l momento flec-
tor varia linealmente .entre un valor nulo en el apoyo
y otro valor bien conocido en el préximo nudo.

§ 19. Realizacién experimental.

Los modelos fueron ejecutados con chapas de 1
centimetro de espesor, de la resina artificial denomina-
da “Decorit” que fabrica la casa Dr. F. Rasdrig, Lud-
wigshafen a, Rhein, perfectamente transparente e
incolora y de una gran sensibilidad fotoelastica. A fin

- de conseguir una mayor rigidez, es decir, un moédulo

de elasticidad mas elevado, a la par que una constante
fotoeldstica superior, se recocié el material fotoelas-
tico durante siete horas a 110° C,, introducido en
camara de presion a dos atmoésferas, verificindose el
enfriamiento lentamente durante ocho horas para im-
pedir la aparicion de tensiones internas.

El tipo de emparrillado definitivamente elegido
para ensayar el método fué el ya visto anteriormente
(figura 30), de cuatro largueros y dos viguetas simé-
tricamente situadas. Como en el método rigido de una
sola-pieza, debid utilizarse para canto de las viguetas
el propio espesor de'la placa, 0,95 cm., mientras que,
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a consecuencia del corte en angulo, resultd un canto
mis pequefio para los largueros, 0,90 cm., el modelo
_ resultaba tener mayor momento de inercia en las vi-
guetas que en los largueros para igual espesor en unas
y otras, en contra de lo que ocurre realmente. Em-
pleando chapas de mis espesor y aun con éste mismo,

utilizar un aparato fotoeldstico provisto de grandes

filtros polarizadores, se pudo prescindir de un pulido

fino en las superficies del modelo (1) que, aparte del

trabajo requerido, podia llevar implicita la aparicién

de tensiones internas, bien por el calentamiento -local
producido por €l roce, bien por la evaporacién superfi-

‘:II

Figura 30

siempre que se hubiese reducido el espesor de las vi-
guetas, se puede reproducir exactamente la rigidez re-
ciproca de unos y otras. Como en nuestro caso sola-
mente se trataba de ver la posibilidad de aplicacion
del método, se prescindié de este detalle, que habria
obligado a emplear viguetas muy delgadas, y se di a
largueros y viguetas €l mismo espesor de 0,4 cm.

cial de los solventes, durante largo tiempo de trahajo.
Ajustindose a todas estas circunstancias, el modelo
rigido pudo ser construido en sélo cuatro horas, tiem-
po insuficiente para la modificacion de las caracteris-
ticas de la decorita. El modelo articulado se confec-
ciond siguiéndo normas por entero anélogas, pero sélo
exigié un trabajo de dos horas.

El angulo de corte elegido para la confeccién de
los modelos fué de 12° que es el que se precisa exac-
tamente para construir el modelo en estudio de tal
manera que la cara superior de cada larguero esté un
Poco por debajo de la superficie inferior del con-
SeCl}tivo (fig. 20). Los modelos dedicados a la investi-
gacioén de viguetas fueron cortados bajo un mismo an-
gulo, para unificar mas el ensayo. Gracias al hecho de

. Figura 31.

Colocados los modelos en sus respectivos soportes
y aplicada la carga o cargas que en cada caso se tra-

(1) Al emplear luz paralela, cualquier imperfeccién en
la superficie, insuficientemente pulida, se traduce en som-
bras o rayas negras, pues el rayo sale en direccién dife-
rente de la. de observacién. Con luz en todas direcciones
esto no ocurre, pues siempre incidird algin rayo con una
inclinacidn tal. que llegue al punto de observacién.
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Ifigura 32.

1‘-
L'xba de investigar, se dejaron transcurrir cinco mi-
nutos hasta ¢l momento de la observacién fotoeldsti-
ca, al objeto de garantizar una perfecta uniformidad
en todos los casos examinados, salvando los posibles
efectos de deformacidn lenta y la consiguiente reac-

(tividad del material (1).

‘De cada tipo de carga se obtuvo entonces una fo-
toglaha en placa pancromatica, utilizando luz amarilla
de sol. Fn la figura 30 puede verse una de las fotos

_Lorresponchentes a la investigacién de largueros en

modelo rigido, observandose los cuatro largueros ilu-
minados y cubiertos de isocromas, asi como las som-
bras de las dos viguetas, la de Ta izquierda cubier-
ta por los dispositivos de aplicacién de cargas. L.a
figura 31 reproduce un caso, de carga diferente, es-
tudiado en modelo articulado, en donde han desapa-
recido las imagenes obscuras de lag"viguetas, por es-
tar debajo de los largueros, y solo se aprecian, las
sombras de los dos ganchos correspondientes a las
cargas aplicadas, sistema que fué ‘utilizado con este
tipo de medelo para evitar las grandes sombras antes

observadas. Finalmente, la ﬁ‘rura 32 muestta el re- -
sultado de la investigacién de viguetas en modelo ars! . -

ticulado, pudiendo apreciarse las sombras-producidas

por los cuatro largueros y el gancho (e la carga
aplicada.

A paltn' de las imagenes asi obtemclas se efectud

una primera medicion muy exacta, pero- e~<trenmdn-

N PR

(1) Falta de pmpmmomhdad entre la hmcfungencm
iy las tensiones o variacién' de' la 'sensibilidad: fotoelastncm
que :mmcnta _don @l tiempo, deb1do ‘a fcnémenos plastxcos

W N e

‘mente laboriosa, scbre las propias placas fotograficas,

utilizando un comparador de la casa “Adam Hil-
ger, L.td.”, graduado en micras, con el que se pred—
saban cmtlo lecturas para determinar & por el pri-
mer procedimiénto mencionado en el § 18, y seis
para el segundo procedimiento, alli mismo citado.

Los 1esultados deducidos de estas lecturas indica-
ron que el método no permite afinar, en la determina-
cién de &, mas alla de las centésimas. Este limite de
aproximacion impuesto por las condiciones experi-
mentales aconsejé emplear un procedimiento de me-
dida mas cémodo y répido. En vista de ello, se pro-
yectaron las placas fotograficas sobre una pantalla
de 2 X 4 metros, pudiendo entonces medirse directa-
mente las distancias con una escala dividida en mili-
metres, que proporcionaba el suficiente grado de exac-
titud para poder asegurar las centésimas en la deter-
minacion de k.

Aunque este por ciento de error es ordinariamente
suficiente para todos los casos practicos, no habria in-
conveniente en afinar mas las medidas, siempre que
se hubieran empleado modelos de mayor espesor (cha-
pa de decorita mds gruesa) y, por tanto, de mayor ri-
gidez, ya que ello habria permitido aplicar cargas mas
clevadas, sin aumentar excesivaniente las deformacio-
nes, debide a la mayor rigidez de las piezas. El aumen-
to del espesor atravesado por la luz, juntamente con
el incremento dado a las cargas, daria una red de iso-
cromas mucho mds apretada, que habria peqmtldo
determinar mas cémodanente y con superjor exacti-
tud el erden de extincidn k.

Otro” error e\pemnenlahm ate hallado es debido
a que el larguero externo, mas proximo a la aplica-
cién de la carga, es el mas deformado y su longitud
total pasa a ser superior a la establecida de 34,4 cen-

- timetros, por lo que los momentos flectores aumentan

al mismo tiempo. Sin embarge, no se introdujo-un dis-
positivo de cuchillas giratorias que garantizase’ la per-
sistencia, durante todo el emsayo, de la longitud de
cada larguero, porque el error obtenido es pequefio
e inferior al limite exigible en los cilculos ordinarios
de ingenieria. Puede ello facilmente ser comprobado,
sin mas que comparar entre si los resultados obteni-
dos fotoeldsticamente en distintos tipos de carga, de-
ducibles unos de otros por sumacién. Esto, que limita

"en cierta manera la precisién del método, permite, por

otra parte, aumentar su sencillez y rapidez, sin que la
suma, d@‘ IOS___‘.dIStltltOS errores por él ac'lrreaclos exce-

Los resuTtados obtemdos para el modelo en estu-
o se dafan’en el resumen comparativo, juntamente

‘con. los: ploporcmnados por-los otros proc“dmnentoq

) A

. (C”onmmma)
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