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CALCULO MECANICO DE LINEAS ELECTRICAS

POR JOSE MARIA GONZALEZ DEL VALLE, INGENIERO DE CAMINOS

Se trata de un estudio original del autor sobre el tema del epigrafe, que publicaremos en dos
articwlos, v que ha de tener indudable valor prdctico por las simplificaciones que propone,
"y cuya aproximacion swuficiente justifica en todos los casos. '

que, despreciando infinitésimos de segundo orden,
pueden ser puestas en la forma:
T.dcosp+ dT cosp=d(Tcosy)=0
T.dseng + d 1 seny = d (T sen ¢) =PML§

Advertencia preliminar.

El estudio de la catenaria no tiene mas fin que el
hallar las propiedades de esta curva, en cuanto pue-
dan ser ftiles en los casos usuales. El desarrollo en
serie de las férmulas obtenidas permite la sustitucién
de las férmulas trascendentes por otras algébricas I 4
cuyo. grado dz aproximacién es muy suficiente en to-
des los casos. :

Los vanos oblicuos se reducen a vanos con apo-
yos a nivel, ya que el desarrollo, flecha y tensién de
estos ultimos resultan ser proyecciones del vano obli-
cuo. Las variacionss preducidas por cambio de ré-
gimen se estudian asi méds facilmente, y las férmulas
deducidas se exponen de manera que deje a las claras

la influencia de las variaciones térmicas y elasticas.

El tomar como unidad de longitud la luz horizon-
tal del vano hace mds cémodos los calculos y permi-
te resolver el problema de los cambios de régimen
con un diagrama de tamafio -aceptable, que se presta
a tanteos y comprobaciones.

Por dltimo, dedicamos unos parrafos al curioso
problema de los apeyos flexibles o deslizantes.

1. La catenaria.

1. Ecuacién de la catenaria. — La catenaria es la
forma de equilibrio d= un hilo perfectamente flexible
e inextensible suspendido en dos puntos fijos y some-
tido a la accidn de su peso propio, que es uniforme
por unidad de longitud.

Designemos per p ¢l peso del hilo por unidad de
longitud, y por ¢ el dngulo que la tangente a la cate-
naria forma con el eje de las X.

Un elemento cualquiera infinitésimo, ds, estd en
equilibrio bajo la accién de su propio peso, p.ds, y
las tensiones en sus extremos. Los ejes coordenados
estan situados en el plano vertical que pasa por los
puntos de amarre, el de las X es horizontal, y el de
las ¥, vertical. Expresando que la suma de proyec-
ciones de las tres fuerzas sobre los ejes es nula, ten-
dremos:

—Tcosp+ (T+dT)cos(p+dy) =0
~Tsenp+ (T+dT)sen(p+dg)—p.ds=0,

Figura 1*

La integracién de estas ecuaciones y la elimina-
cion de T entre ambas nos dara la ecuacién buscada.
De la primera de ellas se deduce:

T .cosp = constante =p . a,

siendo p el peso del hilo, y @, una longitud arbitraria.
Sacando de esta expresion el valor de T y llevandolo
a la segunda, tendremos:

d{p.a.tge)=p.ds,

dy- . . .
v como tg e :t—i—z, la ccuacion diferencial de la ca-
X .

{enaria sera:

‘ 2
d‘a 4y =ds=dx]/1 + (,‘U) —a.dy,
Vo odx /. dx
(ue escrita en la forma: '
dx _ dy
ST T T
a \/1+J"2
; e WX ’ - X
da por integracion - =arg. Shy/, o sea 9 = Sh =

Sin constante de integracidn, perque tomamos como
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eje de las ¥ la vertical que pasa por el punto mas
bajo (y' =0 para # = 0).
T.a integracion de esta Giltima ecuacion da:

x
y=aCh—, [
a

haciendo nula la constante de integracion, lo cual
equivale a situar el eje de las X a la distancia a por
debajo del vérticz. La magnitud a, que es una longi-
tud, es el pardmetro de la catenaria. ,

La ecuacién [1] es independiente de p. Por lo
tanto, la forma de equilibrio del hilo es independiente
de su peso.

La catenaria ofrece dos particularidades que nos
interesan para este estudio:

12 La componente horizontal de la tensién es
constante, como se deduce de la primera ecuacion de
equilibrio. Su valor es p . a, 0 sea el peso de una lon-
gitud de hilo igual al pardmetro.

2.3 Integrando la primera ecuacion diferencial:

2
T=p'a=-p.a————ds=p.a\/l~}—(ﬂ)=
cos ¢ ’ dx dx

=p'a\/l+3h’i=P-ﬂCh—x—=p-y,
a a

que demuestra que la tension en un punto cualquiera
es igual al peso de una longitud de hilo igual a la or-
denadu.

Ademéas de estas propiedades, cuyo conocimiento
es til*en los célculos que siguen, podemos afiadir
que la catenaria, que se identifica con la cosinusoide
hiperbélica, es simétrica respecto al eje vertical y
queda determinada por tres condiciones, puesto que
dispcnemos de tres constantes arbitrarias que son:
el pardmetro a, la distancia del eje de simetria al eje
de las ¥, y, por filtimo, la del vértice al eje de las X.

La longitud del desarrollo del arco, a partir del
punto mas bajo, viene dada por:

x
s=a Sh—
a

2. Posiciones del eje v del vértice. — Supongamos
determinada la catenaria por los dos puntos de ama-
rre y la longitud de su desarrollo. Designemes por d,
el desarrcllo; por L, la luz horizontal del vano, y por
h, el desnivel entre los puntos de amarre. Si llamamos
¢ la distancia del vértice a la vertical del amarre infe-
rior (¢ es positiva cuando el vértice cae dentro del
vano), tendremos:

L~ - —
d=f “ds= (a.Sh —x-)L ‘»=a(3h-’“———z~'-+
) J -z Qajl—z : a
o fsh i)'=2a'.5h L cpL=22
cho, A ’ 2a 2a

O hien, haciendo

L L—2
o= Z 4 d=2asho.Ch¢. (2]

2a

Es comodo sustituir las magnitudes lineales por
su relacion a la luz, L (horizontal), del vano, haciendo
e.L=a; 8.L=4d, etc,, y escribir:

Sha
s-_—zaswcnw:—%cxw i21

Hallemos ahora las expresiones de la suma y di-
ferencia de las ordenadas extremas ¥s € ¥r

L

ys+y,=a(Ch —Z% i ch -Z—)=za Ch & Ch ¢
a a

b= ys*y; =2aShdSh¢.

Restando el cuadrado de esta ecuacion del cuadra-
do de la [2] eliminamos ¢ y tendremos:
a2 —h2=4qa? Shz'(b;

c%ue, dividida por L? y extrayendo la raiz cuadra-
da, da: .

—————_ Sho Sht @
e LI VAL LU
Ve —tgrs ) o T (31

Sustituyendo en la expresion de la suma de orde-
nadas Chy por su valor sacado de [2]. obtenemos:

ys + y,"='df€0'ﬁ| o. =A'('/°H"§> [4]

La ecuacién [3], resuelta por tanteos, nos da el
valor de ®, y la [4], la distancia el eje de las X al
punto medio dz la cuerda.

Por dltimo, eliminando por division @-entre las
expresiones del desarroilo y de la diferencia de or-
denadas: :

h L—2z 1tgy \Vg 14
—=Thy="11 | —— = — 5]
d p=th = )

de la cual se deduce inmediatamente la distancia del
vértice a la vertical del amarre inferior:

h
z=?L—a.arg. Th—.

Estas relaciones expresan todo lo necesario para
definir la catenaria y u posicién. En cuanto a la sig-
nificacion de @ y ¢, la primera de estas cantidades re-
presenta la semiluz del vano, tomando como unidad
el pardmetro de la catenaria. Su valor es indepen-
diente del desnivel de los apoyos. El valor de ¢ in-
terviene cuando los apcyos se encuentran a diferente
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nivel y define las distancias entre los ejes del vano

y de la catenaria.
Si en la ecuacion [3] desarrollamos en serie el
valor de Sh® del segundo miembre vale

Sh @ H° + o4
® 3! 51

Esta expresién es necesariamente mayor que la
unidad y, por lo tanto, d2 > 12 4 h? = ¢%, como es
evidente, porque el desarrollo ha de ser maycr que
la cuerda 7S. A medida que decrece el dzsarrollo de-
crece también el valor de ® = L/2a, o sea que au-
menta o y todas las tensiones en el vano. '

El examen de las ecuaciones [4] y [5] hace ver
(ue, cuando d tiende a su valor minimo, el eje de
las X se alej'l del punto medio de la cuerda, y el eje
de cxm;etna,, 2 la catenaria del amarre superior.

La posicién mas proxima que el vértice puede al-
canzar respecte del amarre superior es el punto me-
dio de la luz, y como a no pueds= ser nulo, esto sola-
mente puede ocurrir cuando los apoyos estan a nivel.

3. s problama frecuente en la practica la deter-
minacién de una catenaria d=finida por los dos puntos
de amarre y la tension maxima, o sea la del amarre
supericr, El producto de la carga de trabajo por la
seccidn o del hilo, nos da la tension total, y el cociente
de esta tensidn total por el peso unitario, la longitud
de la ordenada v, del amarre superior. Eliminando d
entre [3] v [4], tenemos:

+ 2 2 Sh @
\/(_ys_L_yf_) o loshe

(ue da el valor de & por tanteos.

Esta ecuacion demuestra que =l desarrollo del
vane inclinado es hipotenusa del tridngulo formado
por el desnivel y el desarrollo de la catenaria que
salvase la misma luz con el mismo parametro y los
apoyos a nivel, es decir, que puede ser puesta en la

forma
\/8 —tg* .

Esta ecuacion puede tener dos soluciones, una, o
ninguna (contando solamente las positivas). Una de
las solucicnes corresponde a la catenaria mas tendida;
la otra, a la catenaria de flecha muy g grande y desarro-
llo mucho mayor que la de la primera solucién. Ob-
sérvese que el primer término bajo el radical varia
solamente con Th@ , por lo tanto, su curva repre-
sentativa tiene una asmto’n paralela al eje é El va-
lor del radical parte, pues, d2 un valor nulo para

' @: _tey
s + Ny

En este punto la tangente es perpendicular al eje ¢.

El segundo miembro vale la unidad para ¢ = o
y crece indefinidamente con ¢. Ambas curvas pueden
ser, pues, exteriores, en cuyo caso el problema no
tiene solucién, o cortarse (dos soluciones, de las cua-
les interzsa solamente la de menor valor de ¢), ¢ bien
ser tangentes, y la solucidén es tinica. La condicidén
para que el problema tenga solucién solamente puede
expresarse en el caso de h = o0, es decir, cuando los

- apoyos estan a nivel,

4. Reacciones en los apoyos. — Hemos visto al
hallar la ecuacién de la catenaria que la componente
horizontal de la tensién es constante = p.a

Hi=H =p.a=p.L.u. (7
Para determinar el valor de la componente verti-
cal, observemos que¢ V' = H {i_}j’ con lo cual tendre-

dx
mos :

V,=p.a.Shi=
a

V,-=p.a.Shi.
a

La suma de estas dos reacciones =s p . d, es decir,
el peso del hilo. Cada amarre soporta el peso de la
rama que se extiende desde él hasta el vértice,

El valor de Vg es siempre positivo, porque (véase

la ecuacion [g5]) s < — L, mientras que el valor de

V; tiene el signo de 2; es decir, ‘que estd dirigido ha-
cia arriba cuando el vértice cae fuera del vano.

La condicién para que la tensién del hilo en el
amarre inferior no tenga cemponente dirigida ‘hacia
arriba es que el vértice caiga dentro del vano, lo cual
se expresa poniendo la condicidn 2 > o+

h 1 h L
a arg, Th —1I,; —&Th—=Tho;
(17g 2 ‘S 2a

P d
0, en coordenadas aritméticas:
tgy K6 Th .
<

5. Flecha en el ceniro del vano. — Es €l segmen-
to de wvartical comprendido entre la catenaria y el
punto medio de la cuerda. La designamos f (= ¢ L):

f=—¥i—¥f;—yc=a(Cll(1}Ch¢—Ch¢)=
=yc(Ch<Iv-l)=2ycSh?%q>;
de [5] y [3] se deduce:
a . a d
Ye = U=~ 2she 1 T
Vi—Thtg 4Sh—aCh—o



Pag. 206

REVISTA DE OBRAS PUBLICAYS

Julio 1v43

con lo cual tenemos:’

j=

]| —

4. Th® = dTh—— =20 $h = Ch
The=—dTh =2aSh? — =
TR Y 2

L
=24 Sh? —Ch . [9]
4a

La expresion de la distancia vertical maxima en- -

tre la catenaria y la cuerda es de una expresion tan
complicada como inftil.

6. Caso particular de apoyos a nivel.— Si en las
férmulas  deducidas hacemos h =o, tendremos

1 . . .
Chy=1ye= 0 L, y hechas simplificaciones:

el -
9,757 dy=2ash @ 3, =2aShd (2,]
33 ({)
£ 1 Ch @
Thax, = '—é—p L o [6n]

fn=2aShZ—5§— -cp"=2a5h’(—;~ (9, ]

En el seguﬁdo miembro de la ecuacién [6, ], €
valor de .
| J2 2
e —f—
2 24

crece indefinidamente cuando & tiende a cerc o crece
indefinidamente, Tiene por lo tanto un minimo que
viene dado por la condicién & Th & =1, que se sa-
tisface con el valor de ® = 1,2, y llevado este valor
a [6n] ha de tenerse: '

Tosx =0907p . L, osea g = 0,767 L.

La ecuacién [6,] tiene, en general, dos solucio-

nes, de las cuales interesa solamente la menor, que es
la de flecha mas reducida. '

7. Caso en que la flecha sea dato.— Si la flecha
es dato, la solucién se tiene eliminando d entre [3]
y [9], con lo cual tendremos una relacidn entre

fye= —él-— , que se resuelve por tanteos.
24 :

-8. Procedimiento grdfico.— Si dibujamos en un
papel cuadriculado una catenaria (de 10 cm. de base,
por ejemplo) y numeramos sus abscisas y ordenadas,
podemos considerarla como dibujo de cualquier ca-
tenaria, sin mas que t2ner en cuenta la escala que re-
sultare para cada caso. Para utilizar este diagrama se
dibujan en papel transparente dos rectas que formen
entre si el .mismo dngulo que la recta que une los
amarres con la horizontal, o sea el dngulo que hemos
denominado y. La recta inclinada se” gradia en la
misma escala con que fué dibujada la catenaria,

La longitud de la cuerda es uno de los dates. El
otro puede ser la ordenada maxima, la flecha en un
punto determinado de la luz, etc. Por lo tanto, se tiene
en wada caso la relacién de la cuerda a otra magnitud.
il papel transparente se mueve hasta conseguir que
la cuerda y la recta que representa la otra magnitud
guarden la relacién prefijada, y, una vez hallada esta
posicién, queda fijada la escala del dibujo, y, por lo

tanto, el valor del pardmetro @, y con él toda la cate-
naria. ‘

9. Procedimiento mecdnico (del Dr. Segurola
Amarrategui). — La semejanza de mAaquinas aplica-
da a la catenaria se reduce a simple semejanza geomg-
trica cuando los pesos y tensiones se expnzsan en
longitudes de hile. Los puntos de amarre se materia-
lizan en sendos clavillos clavados en una pared. Ele-
gida una escala conveniente, se utiliza la cadena del
perro, la de la cisterna del retrete u otra cualquiera,
a gusto del escamado lector. Uno de los extremos se
empalma con un trocito d= bramante que se hace pa-
sar por una polea, y de él se cuelgan pescs, cuya equi-
valencia en metros de cadena se halla inmediatamente.
Bl otro extremo de la cadena es fijo. Una vez conse-
guido el equilibrio se conocen las ordenadas extremas
y el desarrollo, y con estos valores se deduce el del
parametro. Si el vértice queda dentro del vano, el
valor del pardmetro se deduce inmediatamente.

Ejemplo. — Se trata de determinar una catenaria
ue cumpla las siguientes condiciones: ‘

Luz = 100 m.; desnivel = 80 m.; tensién ma-
xima = 12 Kg./mm.2; didmetro del hilo == 4 mn.;
saccién == 12,5 mm.2. Peso maximo del hilo, el pro-
pio més el de un manguito de nieve de 10 cm. de dia-
metro y densidad o,1 que, sumados, dan 0,112 -
+ 0,785 = 0,897 Kg./m.

T.a ordenada del amarre superior es

12,5 X 12
—— =167 m.
0,297

La del amarre inferior = 167 — 80 = 87 m. La su-
ma de las ordenadas unitarias es, pues,

—-————-———16;;; 87 =2,54.
De los datos ée deduce también :
‘ 80
tgy = o0 = 0,81 .

_ La ecuacién que da el valor de @ [6] es, pues,

V@B TR ) — 0,8 = §.£i_

-Los valores d=l segundo miembro se leen en la ta-
bla de valonzs de & (v. apéndice), y como siempre son
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mayores que la unidad, empezaremos’ por determinar
el valor de ® que produce el valor 1 para la radical,
y hallamos ® = 0,55.

Para ® = 0,60, el radical vale 1,1, mientras que
el segundo miembro vale, segiin la tabla, 1,06. El
valor buscado se encuentra entre ambos. Repetidos
los tanteos para varios valores, tenemos:

® 5 (tabla)  \/ (254 ThE— 0,64

0,57 1055 1,035
0,58 1,057 1,060
0,59 1,059 1,082

Tomamos por interpolacién ® = 0,579, o sea:

Las tablas dan 8, ==1,0569. El desarrollo -vale
(V. ec. [4]) 2,54 Th 0,579 = 1,325.

Para calcular ahora la posicién del vértice, te-
1nemos :

Thyy=—=—=0,602 ¢ =0,693.

La distancia (unitaria) del vértice al amarre inferior
cs, pues ([5]), 0,500 — 0,865 X 0,693 = — 0,100,
valor negativo que indica que el vértice se halla fuera
del vano. Las abscisas de los apoyos, contadas a par-
tir del vértice, son, por lo tanto, 0,100 y 1,100. Las
ordenadas se calculan por la ecuacién [1]:

. | 0,100 £ (0,127 £ {1,008 0,87
Ch ; .
a (1,275 «

£ £
1,100 1,93 1,67

Las ordenadas de los amarres difieren, efectiva-
mente, en 0,80, y las ordenadas geométricas son los
productos por la luz = 100. Las ordenadas interme-
dias se deducen de las tablas de cosenos hiperbélicos
para £ = 0,1 @, 0,2 @, etc.

Régimen elastico.

.l-Iemos supuesto hasta ahora el hilo perfectamen-
te inextensible; y con esta hipétesis hemos hallado
que la tension en cada punto es proporcional al peso
del hilo, y la forma de equilibrio, independiente de él;
pero si varia ¢l peso por unidad de longitud, la al-
teracion del régimen de tensiones implica, en los casos

reales, un alargamiento o acortamiento (segiin que el

peso haya aumentado o disminuido), del desarrollo,

lo cual implica variacién en el parametro que define

la catenaria y, con él, todo el régimen de tensiones,
Cuando varia la temperatura, también varia la
longitud del desarrollo y, por censiguiente, el paré-

metro que define la nueva forma de equilibrio y. el.

régimen de tensiones. Iista variacion del régimen de
tensiones implica, a su vez, variacién en el desarrollo
por la elasticidad del material. Estudiaremos sucesi-
vamente ambos casos. :

10. Variacion de sobrecargas. —— Supengamos el
hilo en equilibrio bajo la accién del peso inicial, #1,
por unidad de longitud. Supongamos, para fijar ideas,
que este peso inicial fuese suma del peso propio y de
una sobrecarga que se hace desaparecer. El nuevo
peso, pz, del hilo produce tensicnes menores que el
primitivo, py, y, por lo tanto, un acortamiento elasti-
co en el desarrollo, que vale:

do—dy=dy (T9—T1)/Eo. 3%

En la cual E es el coeficiente de elasticidad del hilo,
y o su seccion, y T y T las tensiones inicial y final.
Estas tensiones son valores medios para cada una de
las catenarias que, aplicades uniformemente a lo lar-
go del hilo, producirian la misma variacién eldstica, en
todo el desarrollo, que las tensiones reales variables
de un punto a otro. .

La ecuacién [11], que liga los elementos de las
catenarias inicial y final, exige la determinacién pre-
via de las tensiones medias, T, y como en la catenaria
las tensiones son proporcionales a la ordenada, ha-

llaremos su expresion. en la forma pY; es decir, el

peso de una cierta orderiada, ¥, media de las del
vano.
Hallemes primeramente el valor del alargamien-
to elastico: Un elemiento de longitudd s = ¢ Ch X dx,
. a

que estaba sometido a la tension Ty = py-. ¥ =
X -

=9 aCh =, pasa a estarlo a la To= pa.y. La va-
a

riacién de longitud del elemento serd:

As=a(pp—py) Ch2—/Ew;’

a

v la del hilo entero:

= izl —1—~|—Shi chX 4 ¥ ]L".‘
21 a a a |-z

Igualando este valor a Y (p2 — 1) d/E w, obten-

dremos el de ' ‘ E

) 2 L— . -
Y= ¢ Sh.— sz - .Ch L z’.+: O
24 ‘a a - :

. & g L&
-I-Sh—Ch—+—)- ERR
e e ~a) oo
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y como
L~z
aChTsys y aCh= =y, =y, —h
tendremos:
a L—z z z
Y = —— Sh Sh-=}|—h.Sh—+ 1L
2d [ys( a T a) a ]'
y, finalmente:
1 al ah P4
Y= — L2z S sh=). 2
2 (ys'f d d a) (12|

El primer término produce una deformacion

p.ys .d con la tension en el punto mas alto y en
toda la longitud del desarrollo. El segundo representa
la deformacién en una longitud igual al vano con la
intensidad de la tensién en el vértice, y el tercero es
la deformacién preducida por una tension igual al
peso de una longitud de hilo igual al desnivel que ac-
tta solamente en la rama comprendida entre el vér-
tice y el apoyo inferior, Cuando el vértice queda fue-
ra del vano, este ténmino no es sustractivo, sino adi-
tivo.

Hallado el valor de la tensién media, pedemos es-
cribir la ecuacién [11] asi:

dy
Fo (b2 Yo — b1 Y1)

dg——d]_:

Esta ecuacion ha de ser resuelta por tantzos, en-
sayando valores del pardmetro s de la catenaria final.

11. Variacién de temperatiura.— Supongamos que
la temperatura aumente; el desarrollo crece hasta el
valor: » '

di 1+ D (ta—Hh))s

en 1a cual D es el coeficiente de dilatacién del hilo
y t2 y 3 las temperaturas final e inicial. Como conse-
cusncia de la reduccién de tensiones preducida por
¢l aumento de temperatura se produce un acortamien-
to elastico, cuyo valor viene expresado por la ecua-
cion [13], y el desarrollo final serd: »

, . 1

, w1 L
dz'—"d1‘§1+D(fe—t®{ﬁ(l’-y2—l’- 1)]

y prascindiendo del producto de dos cantidades muy
pequefias que representa la variacién elastica del alar-
gamiento térmico, tendremes:

w

d2=d1[1+ P+D (tz—--‘tl)l; [14]

.que es la ecuacién buscada y que, como la [13], se

tesuclve por tanteos,

(131,

12. Aplicacién de los casos reales.— El estudio
de los cambics de estado por variaciones térmicas 0 de
sobrecargas, solamente es d2 interés cuando la varia-
cidn del desarrollo unitario, §, produce variacidn sen-
sible en valor del parimetro a, que define la cate-
naria. ‘

Las variaciones en el desarrollo unitario son de-
bidas a la que experimenta el hilo por cambios en su
carga de trahajo o por diferencia de temperatura.
Ahora bien : de los materiales corrientemente emplea-
dos, el mis deformable, elastica y térmicamente, €s
el aluminio, cuyos coeficientes de elasticidad y dila-
tacién son, respectivamente: £ = 7.260 Kg./mm.?, y

— 23,8 X 100 (los del cobre son E = 12.000
Kg./mm2y D =17 X 107,

La mayor variacién elastica que " consideraremos
¢s la del aluminio, cuando su carga de trabajo por
traccion varia en 15 Kg./ mm.2 La variacion unitaria
de longitud es: 15/7.260 = 0,00200. La dilatacion
por aumento de temperatura en 50° seria 50 X 23,8
X 10—% = 0,00119, mencr que la anterior.

Como limite de tclerancia en el error con que s¢
halla el parametro final, @, tomaremos 5 por 100. Para
determinar el valor minimo de a que cumpla esta
condicién, desarrollemos en serie el valor de 8, supo-
niendo los apoyos a nivel, y tendremos:

=1+ ®2+®4+ =1+ ! - +
SETTE T T T 242 3840at
La derivada apreximada es:
Ad —1 — 0,00206
= = — =-—0,0412
Aa 12 o8 0,05
y de ella se deduce:
3
n _
= ——= 1,264 (®=0,395)
o 12 % 0,0412 .

que corresponde al desarrollo unitario § = 1,0264.

Introduciendo este valor de o = 1,26 en la expre-
sion del desarrollo, resulta valer una diezmilésima el
término despreciado de cuarto grado en a.

Es, pues, superfluo el ‘caleulo de los cambics de
estado para «<1,20, y para los mayores son sufi-
cientemente aproximadas las férmulas algebraicas, de
mas facil manejo, que €xXponemos a continuacion.

Férmulas aproximadas. ‘

.

13. Acabamos de ver que es superfluo el calculo

de los cambios de estado cuande el valor &= a/L es
inferior a 1,26, y que cuando es mayor es posible la
sustitucién de las funciones trascendentes hiperboli-
cas por funciones algebraicas, dé manejo mas facil ¥
de aproximacion suficiente en la prictica, Las for-
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mulas que establecemos a continuacién estan expre-
sadas en magnitudes geométricas (letras latinas) o
por la relacién de estas magnitudes lineales a la luz
del trame, medida horizontalmente (letras griegas).

Ecuacion de la curva de equilibrio.— Del desarro-
llo en serie del coseno hiperbélico tomemos solamen-
te el primer término variable, y tendremos de la
ecuacion [1]:

/}-. A X2
= a g + = Q- )
g (@ 202) " 2a
Eg l []lal
N == A~ —— T ——— 2,
0 + e 3 a + ®k

Las abscisas se cuentan a partir de la vertical
que pasa por el vértice, o sea a partir del eje de si-
metria de la parabola. Las ordenadas, multiplicadas
por el peso por metro lineal, dan el valor de la tension
en cada punto.

Flecha. — El valor de la flecha se deduce de la
expresion f =2y, Sh? —2]-—@, que obtuvimos para lle-

var a la ecuatién [9], suponiendo

1 1 1
Sll—g‘l’:-é- D, vy Chlp: H

Ccosy
cl L2 f L
= ;g = . [9,a]
8¢ 8acosy I. 8acosy

Si interesa no solamente conocer la flecha (que

corresponde al centro del vano), sino las demas or-
denadas, pueden obtensrse sin la determinacion pre-
via de la distancia del amarre inferior al vértice;
para ello basta trasladar el origen de coordenadas a
dicho amarre inferior, y se obtiecne asi la ecuacién
que exponemos en varias formas:

x* (h o L\ \
y"’éT“L(T*'EE)"'
: 2¢ 2¢ ] . !
n=ng1+ ;Ze—n]=¢9+4mw—@m.

 Abscisa del vértice. — La distancia del amarre
inferior al vértice se obtiene igualando a cero la de-
rivada de la ecuacién [1, b]:
1 R
g=—L—a—

1
= —atgy. (50
2 T T emy ¢

. La condicién para que la tension del hilo no ten-
ga componente dirigida hacia arriba en ¢l amarre in-
ferior es’ que el vértice caiga dentro del vane, o sea

que 2 sea positivo y, por lo tanto, etgy < —;—

Desarrollo. — Se deduce inmediatamente de la

ecuacién [2], suponiende, como siempre, Chy =

y tomando el desarrollo en serie de Sh @

cos 7
los dos primeros términos:

d=—E (1+ L );a: ! (1+ ! ).[z,a]

cos 7 24 q* cos | 24 ¢® |

El valor de § difiere poco de la unidad cuando
los apoyos estdn a nivel, y una variacion pequefia de
su valor puede producir variaciones de importancia
en el valor de a y, por tanto, en el régimen de ten-
siones y en la flecha. Por esta razon es comode en los
caleulos de cambios de estado por variacion de so-
brecargas o de temperatura manejar, no el valor de 3,
sino el del exceso de 8 sobre la unidad que designa-

remos por & = y que en la practica ha de ser

2402’
calculado hasta las diezmilésimas.

Ordenada media. — Un valor apreximado de la
ordenada media, ¥, se deduce de la expresion calcu-
lada en la pagina 295 para la ordenada central y

“suponiendo que esta ordenada central sea la ordena-

da media y que el desarrollo sea igual a la cuerda:

ac a €
L COS'y’ cos;/—~
=aV1+tgy. (12, a}

e

La ordenada media, ¥, es aquella cuyo producto
por el peso unitario, p, produce una tension que, apli-
cada uniformemente a tedos los puntos del cable,
produciria la misma deformacion elastica total que
las tensiones reales variables de un punto a otro.

El valor que da la férmula [12, a] es menor que
el real, si bien el error es muy pequefio. Si se desea
mayor aproximacion, puede adoptarse el:

oL 1 1
v=cla+-—); 1=—|a+-—) 12,0
( 23a) 7 cos1((.1 23a) (12, 6]

deducido con la condicién de que su valor para a =
= 1,25 sea exacto hasta las diezmilésimas. Como se
ve, equivale a sumar a la ordenada central una frac-
cién de la flecha.

Influencia de la inclinacién, — Las expresiones
halladas de desarrollo, flecha y ordenada media ha-
cen ver que en un vano inclinado son respectiva-
mente proyectantes de otro cable tendido con la mis-
ma luz horizontal y el mismo parametro a.

La consecuencia inmediata de. esto es que un va-

" no calculado . como horizontal puede repetirse con

cualquier inclinacién, conservando la misma distan-
cia entre amarres, $ea cual fuere el desnivel. La inica

. -precaucién que ha de tomarse es la de comprobar la
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tensién en el punto més alto, cuyo valor (¥ 4 f -+
+ —1? h)| p es sensiblemente superior al calculado pa-

ra el vano horizontal Y.

14. Precisién de las formulas aproximadas. — Ll
grado de aproximacién de las formulas que acabamos
de establecer crece con el valor de a, cuyo limite in-
ferior hemos fijado (pag. 298) en 1,25. Para este va-
lor calculemos los exactos y apreximados de la fle-
cha, tensién media y desarrollo.

a) Apoyos a nivel.

El valor exacto de la flecha; s2glin la ecua-
cién [9], para = 1,25 (® = 0,4) es 0,101, mientras
que el de la férmula aproximada, [9, a], es 0,100.

El orden de aproximacion es, por lo menos, I per

100, y la flecha real mayor que la aproximada.

De este mismo orden de aproximacién son los va-
lores de las ordenadas de la curva de equilibrio que
da la ecuacién (1, b].

Ordenada media. — El error al tomar ¥ =@ pa-

ra e= 1,25 es [12, b] 1/23 X 1,25 =0,035.

Desarrollo. — El primer término despreciado en

1
3840 at
a = 1,25 vale una diezmilésima. Esto en cuanto al
valor absoluto del desarrollo, cuyo interés es secun-
dario, porque lo que imperta es la exactitud en la
diferencia de los dos desarrollos para el calculo del
régimen elastico (pag. 297).

Para hacer el calculo del error supondremos los
incrementos finitos iguales a las diferenciales, y ten-
dremos (derivando 24a) A e =—12¢a*A 3. La deri-

el valor del desarrollo es (pag. 298) , que para

—4
——— -y, por lo
w0 7
tanto, podemos escribir €l valor del error debido a la

diferencia de desarrollos:

vada del término despreciado es

12a3A8 _ A )
960 a5  80e2

que para a = 1,25 y A3 =20 X 107* (véase pagi-
na 208) vale 0,16 % 10— El producto de esta cifra
por el coeficiente de elasticidad del aluminio da el
error de la carga de trabajo del hilo, que resulta ser
0,0016 X 7.260 = 0,11 Kg./mm.? La aproximacién
es la misma para el hilo de ccobre.

b) Vanos inclinados.
En el parrafo 3, pagina 293, queda establecido que

el desarrollo del vano horizontal .es proyeccion del
vano inclinado; por lo tanto, .el error en la ecua-

cién [2,a] es solamente debido al factor entre parén- -

tesis que acaba de ser estudiado,

En cuanto a la flecha y ordenada media, hemos
supuesto Ch ¢ = sec y, que se deduce de suponer el
desarrollo igual a la cuerda L.

FEn efecto:

—— h
Thy = E
v. por lo tanto,
) : 1
Ch¢ = — ! = < =< = .
\/————I—Thw \/cﬁ——hz L - cosy.

Como valor extremo de la inclinacién supondre-
mos la de 45°, cuya secante es 1,414,y tendremos: .

a - Ch ¢ E“;g_r Error

1,25 1,026 1,380 0,034 2%
2,0 1,0105 1,400 0,014 1%
3,0 1,0053 1,407 0,007 1/2%

El valor real de Ch ¢ es imenor que el sec y; por
lo tanto, el error estd en sentido contrario del dedu-
cido para la flecha y la ordenada media.

Ejemplo:

Distancia entre postes =40 m.
Desnivel ” ” =24 m,

Hilo de cobre de 3 mm. de didmetro. Seccjon =
= 7,03mm.? Sobrecarga: manguito de nieve de 8
centimetros de diametro y densidad = o,1. Carga
méxima de trabajo = 10 Kg./mm.?

De los datos se deducz: '

24
tgy= T =0,6;
see y = \/m:1,17; cos v = 0,86.
El peso propio del hilo (densidad = ) es:

0.0705 % 100 X 9= 63,5 g./m.

Ll de la sobrecarga es:

14

8 x X 100 X 0,1 = 505 g./m.

4

“El peso total es 0,063 - 0,505 = 0,568 Kg./m.

Ordenada mdvimae, — La tensidn total en el ama-

rre superior es 7,05 X 10 = 70,5 Kg., y, por tanto.
la ordenada méxima: '

Y= 124
s=TOse o

Ordenada en ¢l centro del vano. —'Es, evidente-
mente, igual (pig. 299) a la maxima, menos la mitad
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del desnivel, mienos la flacha, Como la flecha tiene
valor pequeflo en comparaciéon de las ordenadas,
calcularemos un valor aproximado (no hay inconve-
niente, para estos fines, en estimarlo a ojo). Elimi-
nado a entre [9,a] y [12,a], se tiene f = L?/8Y
cos ? v; y tomando como valor previsional de ¥ la or-

denada del centro de la cuerda =124 — 12 =112

metros, el valor provisional de la flecha resulta ser =
=24m. y el definitivo de ¥V =112 — 2,4 = 109,6
nmetros. '

Caracteristice. — De la ecuacién |12, ] se dedu-
ce inmediatamente ¢ = ¥ cos y = 109,6 X 0,86 =
= 94 m,, del cual se deduce

94
40

a= =235 @ =2,35.

1
2a
Flecha, — Su valor viene dado por [9,a], y es:
402 -
—_——— =248 m.
8494+0,86
Ordenadas intermedias. — Para que nos forme-
mos idea de la posicién del hilo con respecto al terre-
no, calculemos les desniveles entre el amarre inferior
y 2l hilo para distancias de 10 y 30 m. Estos valores
2 ohbtienen de la ecuacion [, b], en la cual:

h

14
—=tg y=0,6; —'-——-=!1>=0,213y——-<l)=0,387
I 2a

-

‘ 100 '
10m. : —— 40,387 X 10 =4,40 m.
188
900
20m. ; —— 0,387 X 30=16,40m.
188

Abscisa del vértice. — De [5, a] se saca:
2=20-—-94 X 0,6 =—36,5m.;

valor negativo que indica que el vértice estd fuera
del vano y, por tanto, el amarre inferior estd some-
tido a tiro ascendente.

15. Variacién de sobrecargas—La linea que esta-
ha sometida al peso p; por.metro lineal pasa a estarlo
al pa. La tensién total del hilo pasa de ¥y py o Yo po.
Y1 e V. son las ordenadas medias en cada una de las
dos hipétesis y sus valores han sido calculados en la
pagina 299.

Designando, respectivamente, por E y o el coefi-
ciente de elasticidad y la seccidén del cenductor, pode-
mos escribir la ecuacidén [13] (pag. 298), después de
dividirla por L, en la forma:

a1LI’2__‘ dlLP1)_1__
‘w

" 13,4l
cos y cosy

82— 81 =154 (

Ahora bien: == (esarrollo = d, y si hace-

cos |
mos p.d =P = peso total del hilo en el vano, y te-
nemes en cuenta (véase pag. 299) 8 = I 4 ¢, pode-
mos escribir Ja ecuacion [13, @] en la forma:

1
62'—81:—“(&2 1’)2—-'6!1 P]) [13, bl
. *w
o hien, sustituyendo ez per su valor ot
. aly
g( = Ew 1
2 X 13, ¢
” [13, ]

VE“’El'i"aePa—'“lPl

Iista ecuacién se resuelve rédpidamente por tan-
teos, suponiendo como primera aproximacion e; = as.

El primer sumando bajo el radical del dencmina-
dor representa el exceso inicial del desarrollo, y el
conjunte de los otros dos, la variacion del desarrollo
debida a la diferencia de pesos y a la elasticidad del
material.

16, Variacion de temperatura. — Designemos por
At la diferencia de temperaturas (positiva o negati-
va) y por D el coeficiente de dilatacién del hilo. La
ecuacién que liga los desarrollos inicial y final es:

- Y2 - yl
dp=dy (1+DAt+P-——————-).
Eo

Tl segundo término gentro del paréntesis valta
la dilatacidén térmica del hilo, y el tercero, su acorta-
miento elastico, debido a la variacién de tension. Este
término es de signo contrario al anterior.

Hemos visto (pag. 299) que la ordenada media

Y = a/cos w, con lo cual la ecuacion puede ser pues-
ta en la forma:

g — &
dy— dy = dy (DAH_L__LJ) ;
. Euw cos 2%
. . J »
p dy = P es el peso total del hilo en el vano czs L

— 1 = ¢ = 1/24a% Sustituyendo valores y despe-
jando el de ap, tendremos:

VEe 1

{14, a]
2% \Ewe, +EwdDAt+P (1, —ay)

Uy =

Esta ecuacidn se resuelve por tanteos, suponiendo
como primera aproximacion es = ey, y en ella repre-
senta &; el exceso del desarrollo inicial sobre la cuer-
da; el segundo sumando, lo que aumentd ese exceso
por incremento de temperatura, y el término wltimo,
el acortamiento elastico debido a la diferencia de ten-
siones inicial y final. o

i
i
;
¢
:
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Ejemplo: Vano horizontal de 5o m. de luz. Fle-
cha méxima, 1,60 m, Hilo de cobre de 4 mm1. de dia-
metro, Seccion = 12,56 mm.2 Coeficiente de elastici-
dad, E = 12.000 Kg./mm.2 Coeficiente de dilatacion,
D =17 %X 100

Hipétesis de solicitacion :

1. Peso propio, més el del manguito de nieve de
8 cm, de didmetro y densidad o,1. Temperatura —10",

2" Peso propio y temperatura — 10°

3t 7 ” ” 4+ 15° (tendido).

y ) o

4.11 bRl b b + 40 .

(Se prescinde de la accion del viento por ser in-
ferior a la del manguito de nieve.)

Primera hipétesis: De la ecuacion [9, a] (pagi-
na 299) se deduce: '

i 2.500
C= =T

= 208 m.
50
Peso pur‘ metro lincal; fn'upio =0,1256 X 9=0,113 Kg.

v " pieve 100 X 3,14 X 0,082/,=10,500 "

0,613 ”

P'ensién maxima = 208 x 0,613 = 128 Kg.
Fension unitaria =128/12,56 = 10,2 Kg./mm.2

Segunda hipétesis: En la ccuacion [13, c] (pagi-
na 301) los valores numéricos son los siguientes:

ay=208/50=4,16; E »=12.000 X 12,56 =150.000 Kg.

: 150.000
=79; gp=———=243 X 10—
24 24 X 4,162
Ewe =15 X 243=364Kg.; = 50 X 0,613 =
‘ =30,6 Kg. :

Py=150 X 0,113=56Kg.

_Como primera aproximacion se supone a; = ez,

Py oy =30,6 X 416=127,5 Kg.; Py ay = 5,6 X 4,16 =
=23,3Kg.

v el primer tanteo da:

79
V 364 —127,5 + 23,3

=49 = qy; Poap =49 X 56 =

=274Kg.,

~valor que, introducido de nueve en la ecuacion, nos

da otro de as = 4,87, que tomamos como definitivo.
o1 valor de la flecha en este caso es:

f=50/8 X 4,87 =129 m.

Tercera hipdtesis:

Peso total =P =56Kg.; ly—t=At=25";
e=1/24X 4,872 = 176X 10—4;
Eo§DAt=150,000 X 17 X 10—0 X 25=64 Kg.

(Suponemos que el desarrollo unitario proyecta-
do sobre la horizontal § es la unidad en lugar de ser
[,0017.) ‘

Primer tanteo (alfas iguales):

79

V 202 + 64

=437 o —ay=05 P(e—a)=

Uy

= —2,6Kg. .

Con este nuevo valor calculamos de nuevo el
de @, y hallamos 4,4, que tomamos como definitivo.

La flecha corresﬁondiente a la temperatura de 15°
es f=150/8 X 4,4 = 1,42 m.

Cuarta hipdtesis: Se calcula lo mismo que la an-
terior, doblando la diferencia de temperaturas, que
es ahora de 50°. :

79

— =40
V262 + 128

La aproximacién siguiente se toma ya como valor
definitivo de as, y es 4,02, al cual cerresponde fle-
cha de 1,56 m,. ‘

(Continuard.)




