CURVAS DE FRECUENCIA COMPUESTAS

I1

En un articulo anterior, publicado bajo el mismo
titulo que encabeza el presente, hemos explicado el
método general que podria seguirse para el clcu-
lo y construccion de las curvas de frecuencia com-
puestas, con especial aplicacion al estudio de las
series pluviométricas, aunque pueda ser aplicado
a otras series de fenomenos anilogos. Hoy hemos
de estudiar el valor practico del método y las rec-
tificaciones que en él hubiera que introducir, cuan-
do no se realizaran con suficiente aproximacion las
hipdtesis fundamentales.

Una primera condicidén para que el método pue-
da ser de alguna utilidad, es que los valores me-
dios de una y otra serie parcial sean comparables
entre si. Si se recurre a combinar las series par-
ciales, es porque la serie total es muy poco nume-
rosa y quedan entre sus elementos huecos demasia-
do grandes ¢ irregulares, que dejan indeciso el tra-
zado de la curva, y que hasta podrian sugerir la
existencia de maximos o minimos, debidos tan
solo a una agrupacién casual de las observacio-
nes, y que llegarian a desaparecer cuando ¢l nfi-
mero de dstas aumentara; pero si una de las se-
ries fuera de elementos tan pequefios que queda-
ran por debajo de las diferencias existentes entre
los elementos consecutivos de la otra serie, el ob-
jeto no sc habria logrado, porque los claros mas
importantes subsistirian los mismos, y las aglo-
meraciones no habrian hecho mis que acentuarse,

Convendra, pues, que las dos series en que la
total se divide tengan medias aproximadamente
iguales, porque es asi como probablemente se lo-
grara el miximo efecto. Y ello serd, por lo gene-
ral, ficil de conseguir cuando se trate de series plu-
viométricas en las que se conozcan los valores men-
suales, pues no es forzoso que los meses de cada
grupo sean consecutivos, ni tampoco que haya el
mismo nimero de meses en cada grupo, bastando
solo que para la formacion de cada serie parcial
se utilicen siempre los mismos meses en los dis-
tintos afios.

Pero es también condiciéon fundamental para la
aplicacién del método que las dos series en que se
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divide la principal sean independientes. Si la llu-
via del segundo semestre, por ejemplo, fuera siem-
pre igual a la del primero o guardara con ella una
relacion fija, es claro que todas las combinaciones
que no cumplieran con esta condicion deberian ser
desechadas y que, por consiguiente, la considera-
cion de esa segunda seric seria inutil, pues nada
afiadiria a la primera.

Serd, pues, preciso que de algtim modo se pue-
da comprobar este extremo, y si hubi¢ramos de
seguir una prictica bastante generalizada, cabria
aplicar a este caso cl llamado coeficiente de corre-
lacion de Galton, definido en nuestro caso por la
formula

Via—a - V3o, o

en la que o; y b, representan los valores de las
series parciales correspondientes al afio i, y a y b,
las medias correspondientes a cada serie.

Este coeficiente es igual a = 1 cuando los b,
y los a; estan ligados por una relacion lineal, e
igual a cero cuando una de las series tuviera va-
lores iguales, que serian en tal caso independientes
de los de la otra serie. Entre estos valores extre-
mos, el coeficiente puede tomar todos los valores
posibles, y muchos autores consideran ese valor
como una especie de medida de la dependencia mu-
tua de las dos series.

Tal interpretacién tiene, sin embargo, mucho de
arbitraria, y no es admitida hoy por gran nimero

de matematicos de los mdis autorizados *. Pue-

de, en efecto, existir una estrecha relaciéon no li-
neal entre las dos series con valores del coeficiente
de correlacién muy préximos a cero, y esta sola
consideracion deberia bastar para rechazar ese cri-
terio de dependencia, al menos como criterio abso-
luto. :

Por otra parte, la determinacion del coeficiente
de correlaciéon, cuando las series son algo numero-

1 Véase la comunicacién e informe de Fréchet: Sur
Fusage du soi-disant coefficient de corrélation, presentados
en la XXII sesion del Institut International de Statistique.
Londres, 1934.
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-sas, conduce a cilculos prolijos que no estan jus-

tificados, si no han de dar en cambio sino una in-
dicacion dudosa. Para precisar ésta, se ha propues-
to por algunos autores sustituir ¢l nombre de coefi-
ciente de correlacion por el de coceliciente de coli-
nealidad; pero el cambio de nombre no mejoraria
en nada la aplicacion del concepto, y aun si hubié-
ramos de aceptar la hipdtesis de la relacion Tineal,
abria obtener un cocliciente mis significativo con
cileulos mas sencillos,

Supongamos, en cfecto, que ordenamos de me-
nor a mayor la seric de los ¢ y que debajo o al
lado de cada @ escribimos el b correspondiente, Si
dividimos cada una de las dos series en dos par-
tes que se correspondan, se tendra

=g bt by bbb Oy kb, A Do

y silos @y los b estan ligados por una relacion li-
neal, el cociente

B.— B,

—Aﬂ* Al

¢ =

tendrd un valor constante, cualquicra que sea k.
Pero este valor no serdt ya igual a la unidad, sino
(ue determinard, con excepeidn de la constante, la
formula lineal que liga las dos series.

Si la dependencia no fuera tan precisa, pero se-
guimos suponiendo que existe y que es de forma
lineal, el coeficiente ¢ no serd ya independiente
de £, tomard valores mas o menos variables, que,
por lo general, lo serdn tanto menos cuanto mis
se aproxime k al valor ., en el que probablemen-

2
te llegard a alcanzar la maxima estabilidad.

Podremos admitir entonces, al menos como una
primera aproximacién, que los valores b son las
sumas de otros dos: b’ y b”, de los cuales, el pri-
mero es exactamente proporcional al valor a co-
rrespondiente, del cual se deduce multiplicando por
el coeficiente de proporcionalidad ¢, mientras que
el segundo serfa completamente independiente y
vendria a constituir ¢l elemento aleativo aportado
por la segunda serie,

Si, pues, representamos por q; y b; dos cle-
mentos correspondientes, se tendria

by =b; + b =ca; + b
donde b”; seria ya completamente independiente
de a,; y si se sustituyen a, y b; por

b,

(1+¢)a; |
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y hacemos lo mismo con todos los términos corres-
pondientes de una y otra serie, tendremos defini-
das dos series nuevas, que serian independientes
una de otra, y a las que se podria ya aplicar el mé-
todo propuesto, siempre bajo la hipdtesis de que
la dependencia, de existir, afecta una forma li-
neal.

Hagamos aplicacion de las consideraciones ex-
puestas a la discusion del ejemplo tratado en el
articulo anterior. T.as medias de las dos series son
bastante proximas la una de la otra: la primera
es 230,25 la segunda, 254,6. Aunque es aquélla un
poco inferior a ésta, no obtendriamos mayor apro-
ximacion a las condiciones dptimas incorporando
el mes de julio al primer semestre, porque la me-
dia de julio es 21,9 y entonces las de las dos series
pasarian a ser 252,1 y 232,7. Se habria invertido
el sentido de la desigualdad, pero la diferencia ha-
bria permanccido sensiblemente la misma.

Examinemos ahora fa cuestion de la indepen-
dencia. Para caleular ¢l cocficiente de correlacion,
podriin simplificarse un poco los caleulos, si se tie-
ne en cuenta que

T (a; —a)(b; —b)=3aq a;—bla —alb; 4 nab=

— ¥ o
=2a; a; nab

(@ —af=2%a®*—2aZa; + na*=3a;2— na
I (b; — ) = T b/ — nb2

Hechos los cilculos, se obtiene

r = 0,285;

¢l cocficiente, como se ve, es bastante reducido.
los autores que conceden valor prictico al coefi-
ciente de correlaciéon suelen admitir que por bajo
de 0,30 se puede concluir que no existe relacion
de dependencia entre las dos series; el resultado
seria, pues, satisfactorio,

La consideracion del coeficiente ¢ nos haria ser
mis exigentes. Si ponemos en orden de magnitud
creciente las observaciones del primer semestre, y
en correspondencia con ellas las del segundo se-
mestre de los mismos aiios, se tendria para las su-
mas mas atras consideradas:

A, = 22978
A, = 4607,8

AQ — Al = 2310,0
de donde

B, = 3464,8
B, = 4168,7

B, — B, = 703,9




Ll segundo semestre re-

Cuadro namero 2.

sulta asi influido por el pri-
, 2 § 7 1 6 2 o o 1
mero, aunque conserva to- SN SR
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diente considerable, que po- ¢ S0 28 4 24 8§ 4 20 o 0 4
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Il cuadro 1.° contiene los 2, 17, 52, 100, 158, 209, 246, 249, 212, 164, 139, 103, 04, 37, 21, 13, 5 2 1
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1 ulterior combina-

—

Operando sobre estas Gltimas en la forma expli-

Cuadro nimero 1.

a; ea; b; b”j (1-+c)a; b’ ;
R0 42520 254,60 — 2204 — 109,2 39,0
Lo6  133,2 — 170,53 — 137,1 = 1438 42,2
120,0 4 30,3 — 194,2 — 157,9 — 157,2 47,1
21,2 300 — 4753 — 4389 — 1576 64,7
127,2 b 382 — 177,90 — 1397 — 1054 81,6
1370 4 ANy — 1249 — 830 — 1789 83,6
92,1 A 420 — 1208 — 84,2 — 1847 84,2
162,2 - 487 — 958 — 47,1 — 2109 137,1
1084 -+ 506 — 2920 — 241,5 218,9 138,0
1700 + 50,3 — 309,06 — 2583 — 2222 138,4
71,2 -F 51,4 — 383,5 — 302,1 — 222,0 139,7
1780 4 83.p — 92,4 — 39,0 — 2354 142,0
SR04 837 — 221,5 — 1058 — 2413 146,2
013 4 874 — 3359 — 278,5 — 2487 157,9
2206 - 08,0 — 240,1 — 172,1 — 294,06 165,83
2334 -+ 70,0 — 308,1 — 2081 — 3034 1721
2354 + 700 — 2000 — 1384 — 300,0 1785
2387 4+ 71,0 — 2047 — 103,1 — 3103 1788
2414 -+ 724 — 2502 — 1788 — 3133 193,0
242,60 + 728 — 2058 — 1930 — 3154 193,1
2432 4+ 730 — 1546 — 81,6 — 3162 2276
2705 N2l — 1243 — 422 — 37206 2204
3040 + 91,4 — 3259 — 2345 — 396, 2345
36,0 + 050 — 241,2 — 1462 — 4116 2415
2481 4 1044 — 3320 - 2276 — 452,85 2583
3408 4+ 1049 — 5030 — 3981 — 4547 208 1
3047 + 1094 — 4180 — 3002 — 4741 3021
3684 + 1105 — 1752 — 047 — 478, 3092
3765 -+ 1129 — 254,9 — 1420 — 4805 398.1
4739 4 1422 — 2802 — 1380 — 0614,1 438,9

Las dos columnas sefialadas con b”j, contienen los mis-
mos ntmeros; los de la primera, correspondiendo con la bj;
los de la segunda, ordenados de menor a mayor.

cada en el articulo anterior, se deducen los niimeros
que han de servir para componer la curva de fre-
cuencia, que son los que figuran en el cuadro 2.° al
pie de los productos parciales y por encima de los
valores obtenidos anteriormente, al operar sobre
las series no corregidas. Las diferencias no son
muy considerables; las mils aparentes se traducen
en un avance del maximo de frecuencia en el sen-
tido de las lluvias crecientes; sc encontraria entre
los 400 y los 450 mm, para la curva construida con
las series sin rectificar, mientras que con las series

rectificadas vendria a caer entre los 500 y los 550.

No es, en realidad, de gran importancia practica
la determinacion precisa de este maximo de fre-
cuencia, puesto que, en las proximidades del ma-
ximo, la fuhcion varia poco; pero la acumulacion
de las diferencias en esos intervalos sugiere una
comprobacion que puede ser interesante. En la cur-
va anteriormente construida, el ntimero de combi-
naciones comprendidas entre 400 y 600 mm. son
810 para 1800 combinaciones; para el mismo ni-
mero de combinaciones totales son 916 las que co-
rresponderfan segim la segunda curva entre los
mismos limites. En igual proporcion correspon-
derfan para treinta afios, como valores mas pro-
bables en cada uno de los dos casos, 13,5 y 15,2
para el niimero de afios en que la Iluvia quedara
comprendida entre 400 y 600 mm. Los observados
han sido 13, cifra mucho méis proxima a la pri-
mera que a la segunda de las dos calculadas. ({Ha-
bra que deducir de aqui que es la mas aceptable
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Figura 1.

la que resulta de operar con las series sin rectificar?
Los datos no son bastante numerosos para poder
llegar a esa conclusion; el 13 & el 15 podrian ser
los valores mas probables, pero el valor mas pro-
bable puede ser muy poco probable, y treinta afios
no es un plazo tan largo que excluya anormalida-
des de esta importancia ni aun mayores.

Por otra parte, si entre los limites estrictos de
400 y 600 mm. no hay mas que 13 observaciones,
una hay de 397,8, y otra, de 601,5, valores tan
proximos a los limites, que sus diferencias apenas
si se pueden tomar en cuenta, dada la magnitud
de los errores posibles. Las observaciones pasarian
entonces e 13 a 15, y nos encontrariamos ya mis
cerca de la segunda solucion.

Todo ello demuestra que nos encontramos en
el limite de la precision, y que en la prictica podria
hacerse igualmente uso de una u otra curva, mien-

N
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tras observaciones mas prolongadas no dieran mo-
tivo en qué fundar una preferencia.

Porque tampoco hay que olvidar que la rectifi-
cacién de las series se ha hecho en el supuesto de
que la relacion de dependencia fuese lineal, y esta
hipotesis tampoco es mas que aproximada. Para
juzgar de su grado de aproximacién, se podria
acudir también a un procedimiento grafico, con
frecuencia empleado. Si se representa cada afio por
un punto, cuyas coordenadas sean las alturas de
Hluvia observadas en sus dos semestres, se tendra
el sistema de puntos representado en la figura 1.°
A primera vista, los puntos parecen repartidos al
azar, lo que vendria a significar que la independen-
cia entre las dos coordenadas era completa; pero
si se examina la figura méas atentamente, se obser-
van entre los puntos numerosas alineaciones en la
direccion aproximada de la recta sefialada en la
figura con trazo lleno, y cuyo «coeficiente angular
es 0,304. En las proximidades de esa recta, que
divide el sistema en otros dos igualmente numero-
sos, se encuentran 13 de los puntos (la tercera par-
te, aproximadamente, el total), y a uno y a otro
lado se observan, con mis o menos regularidad, las

otras alineaciones paralelas.

Pero, al mismo tiempo, otras alineaciones, aun-
que no tan numerosas, parecen observarse en direc-
cién casi normal, entre las cuales el conjunto apa-
rece dividido en tres grupos claramente distintos,
sin que el escaso ntimero de observaciones permita
asegurar si esta distribucién responde a la intima
esencia de los fenémenos o es solo un resultado
accidental del azar.

La figura 2. representa la curva de frecuencia
rectificada, y la 3." reproduce la cuarta del articulo
anterior, en la que convendra advertir la ecuivoca-
cion padecida al numerar la escala, cuyas cotas de-
ben ser todas aumentadas en 50. Si se comparan
estas curvas con los tipos de Pearson, se observa
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una diferencia bastante marcada (aunque mis en
una que en otra), constituida por la protuberancia
que aparece del lado alld del méaximo de frecuen-
cia, que viene a interrumpir la caida regular de la
curva, que seria, aproximadamente, la que con
lineas de trazos se seflalan en una y otra figura.

:Es esta circunstancia un resultado puramente
accidental o procede de causa fisica? Aventurado

\
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da, y la Gltima se atentia. Parece, pues, que aumen-
ta la probabilidad de que la razon del hecho se
encuentre en que no todas las lluvias puedan agru-
parse en un sistema Gnico, obediente a una misma
ley regular de probabilidad. T.a division en tres
grupos que aparcce marcada en la figura 1" anade
todavia verosimilitud al supuesto; pero el desarro-
llo del tema exigiria atin estudios mas detenidos,
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seria decidir en un caso tan particular y contando-
se con tan pocas observaciones; pero si se tiene en
cuenta que ya habia llegado a un resultado pareci-
do en 1932 al construir la curva de frecuencia
media de 141 estaciones pluviométricas espafiolas
observadas en el periodo decenal de 1916-25, la
verosimilitud de la segunda hipotesis aparece ma-
yor. Ya alli indicaba (pag. 35) que parecia como si
a una ley regular de frecuencia viniera a superpo-
nerse, en esta rama descendente de la curva, otra
ley secundaria con maximo distinto, y ahadia: “Si
esta ley secundaria corresponde a una distincion
real en la naturaleza de los estados atmosféricos a
que obedecen las precipitaciones, o es debida a la
superposicion de curvas demasiado heterogéneas
procedentes de las distintas regiones de la Pen-
insula, o es, por altimo, circunstancia accidental
dependiente del periodo estudiado, cuestiones son
que solo podrian encontrar contestacién por un
estudio mas detenido, para el que convendra tener
mas datos que los que actualmente se poseen”.

En el caso que ahora estudiamos sé trata de una
estacion unica, y el periodo de observacidén es de
treinta afios; una de las hipdtesis queda descarta-

1 ’Gon.zr'tlez Quijano: Avance para una evaluacion de la
energia bidrdulica de Espadia, Publicacion del Consejo de
la Energia, nigina 33.

y bastard por hoy con dejarlo sefialado a la in-
vestigacion.

Iis significativo, sin embargo, que si se determi-
nan los centros de gravedad de los tres grupos, es-
tos puntos, que en la figura estn sefialados con
circulos mayores que los de los puntos ordinarios,
se apartan bastante de la linea recta, lo que parece
indicar que, si alguna correlacion existe, ésta no
podria expresarse, como media, por una férmula
lineal.

En cuanto. al objeto propio del articulo, puede
quedar resumido en las siguientes conclusiones:

1." Practicamente, las curvas de frecuencia com-
puestas pueden dar solucién al problema, con bas-
tante aproximacion, aun sin necesidad de rectifi-
caciones, que nunca pueden ser completas y que, a
veces, pueden resultar ilusorias.

2. Aparte de su valor practico inmediato, el
analisis de las probabilidades elementales y de la
mayor o menor dependencia entre los fendmenos
meteoroldgicos sucesivos tiene en si mismo un in-
terés cientifico, .que puede llegar a ser fecundo en
aplicaciones. Constituye un método utilizable en
materias como ésta, en la que la complejidad de las
causas hace tan dificil descubrir el intimo mecanis-
mo y la féormula determinista que hubiera de re-
presentarlo.
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