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[.a lemniscata de Bernouilli en las curvas
de las carreteras

11 La configuracién del terreno, al fijar entre limites
muy proximos la situacién de los puntos de tangen-

Curvas de transicién en el zigsag del kilémetro 64
de la carretera de Salamanca o Cdceres

Esta carretera forma parte de las rutas directas
entre las poblaciones del litoral cantabrico y la region
occidental de Andalucia a través del antiguo Reino
de Ledn y de Extremadura.

Después de cruzar tres veces la divisoria Duero-
Tajo en un trayecto de unos 10 km (entre el 52 y
el 62), sin que de ello se den cuenta la mayoria de
las personas que por aquel tramo transitan, la carre-
tera tenia una traza muy sinuosa y un perfil muy in-
clinado para subir al puerto La Vallejera, situado
en una estribacion de la divisoria prmmpal Yy bajar
después a Béjar. En la subida habia cinco zigzags
con radio muy pequeflo y ramas con rasantes de gran
inclinacion, todo lo cual dificultaba extraordinaria-
mente la circulacién, tanto por la obligada reduccion
de velocidad como por el riesgo de accidente; el pla-
no que se acompafia (fig. 1) es suficiente por si solo
para confirmar lo que se acaba de decir y para justi-
ficar la variacion de trazado proyectada el afio 1927
y construida el 1930.

El nuevo trazado tiene diez curvas, todas de tran-
sicién total; la nimero 4 y la niimero 5 forman par-
te del zigzag, que ha sido absolutamente necesario
establecer, y son las tinicas de que se tratard en lo
que sigue, dado el objeto de estas notas. .

La configuracion del terreno ha determinado la
posicién de los vértices V', y V', (fig. 2), v ha per-
mitido que sean idénticos los angulos en ellos de las
alineaciones rectas correspondientes; por tal circuns-
tancia, las caracteristicas de las dos curvas son las
mismas; por lo tanto, lo que se exponga respecto de cia de entrada y de salida, asi como el de la bisec-

triz, ha impedido determinar la
constante de fJa lemniscata e
Bernouilli; que ha de constituir
la curva de transicion en funcion
de la velocidad de seguridad con
la que han de circular por aqué-
la los vehiculos modernos de
traccién mecanica, que es lo co-
rrecto, Después de algunos tan-
‘teos se eligid la lemmscata

p=30 V%en 2

- RSt . ‘ I . Como el angulo A de las dos

Carretera de Salamanca a Céceres, kilémetros 64 y 65, Sublda al pucrto de La Vallejera. 'l‘ramo anllgun, . almeacmnes 1eé:tas ,que concurren
hoy dia nbundonado. cn V‘* es 102° 15 , el POIB.l' Cco-

rrespondiente al punto de la bi-
una de ellas es aplicabl la otra, sin va on \ , A
iy s aplicable a la otra, si | ariaci sectriz serd == 17° 2/ 30"

Las magnitudes de la tangente y de la hisectriz se

! Véase el niimero anterior, pdgina 256. determinaron con auxilio de la tabla calculada por el
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ayudante de Obras piiblicas D. Miguel Guerra para
Ja lemniscata fundamental

p = 100 V sen 23;

tabla cn la que los valores de A crecen de medio en
medio grado a partir de 30" y terminan en 130° El
dibujo de la curva en el papel se hizo con plantilla de
cartulina.

I.a longitud del arco de lemniscata limitado por

Fig. 2.

uno de los puntos de tangencia y por el de la bisec-
triz, puede calcularse con la formula empirica pro-
puesta por Dawson después de un detenido estudio,

que es
V 2

[1—'—"""

h V;;n 2a

en la que e es una constante funcidn del valor de «.
Para e =17° 2’ 30", m = 0,1824, y por lo tanto,
L =77,80 m.
La férmula que permite calcular el valor del radio
minimo R es

Cos ma

X ]
=

3p

Para reducir todo lo posible los céleulos que lleva
consigo el establecimiento de toda curva de_transi-
cién constituida por un arco de lemniscata, Dawson
ha preparado unas tablas, en las que para la de cons-

L
tante I; = 10,3648 estin los valores de p, L, R'y -

que corresponden a los de a, comprendidos entre
0° 00" y 45° 00, los cuales crecen de minuto en mi-
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nuto hasta 4°, y de cinco en cinco minutos después.
Esta tabla tiene la complicacién inherente al valor
fraccionario de k; en cambio, facilita mucho el re-
planteo «de la curva con coordenadas polares.

Para la lemniscata fundamental,

el ayudante antes mencionado ha calculado la tabla
de coordenadas rectangulares; los valores de a4 son
los ntuneros enteros de 0 a 80,6; a su derecha hay
una columna con los valores correspondientes de v
y otra con los del angulo de la normal a la curva con
el radio polar. Esta tabla ha sido ampliada por el
autor de estas notas con los valores de p, a, L, R, R,

. . L . .
(radio medio) y 55 en lo sucesivo se le denominara

“Tabla Gucoli”.

Para su aplicacién hay que empezar por calcular
el valor de & que corresponde al punto de la bisectriz,
del cual son conocidas sus coordenadas polares:

N o=pcosg=4# Vsen 2u cos o

Como k=30 m y a=17° 2" 30", +=21,51 m,
el correspondiente en la lemniscata fundamental es

100
X = e X 21,51 =
X TR 1,51 = 71,70 m

Los demis elementos geométricos de esta lti-
ma curva tienen los valores que siguen, después de
hechas las necesarias interpolaciones entre los que

figuran en las tablas: ,
Y =22,10m L'
— 75.05 m &7 = L7om
/,/ = 77,80 m 77 = 98,80 m (tangente)
£ =4440m B’ = 15,00 m (bisectriz)
Ry = N 2,00 m

T.a multiplicacion de estos valores por 0,3 da por
resultado los analogos en la lemniscata

p =130V sen 2

Son los siguientes:

a = 2160 m Ry = 64,00 m

= 6,65 7' = 29,65 m
g = 2,2,g0mm ’J)’ = 10:50 m
L =23,356m L _ i
R = 13:35 m 7 1,75 m

Entre la longitud L de la curva de transicion, el
radio minimo R y la velocidad de seguridad 17 exis-
te la relacién siguiente:

0,0703V®
L= e

de la cual se puede deducir el valor de V7, por ser co-
nocidos L y R; este valor es 7 = 16,50 km/hora.
La férmula de la relacion centrifuga es

V2

C =157
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st valor en el punto de la hisectriz serd

16,52

C=1%x1m5=

0,16

lo cual quiere decir que el de la fuerza centrifuga
es 0,16P, siendo P el peso del vehiculo. Como el
coeficiente de rozamiento transversal de un firme de
piedra partida himedo es 0,28, no habrd peligro de
deslizamiento lateral, aun sin peralte, y mucho me-
nos de vuelco, dadas las magnitudes corrientes del
ancho de via y de altura del centro de gravedad so-
bre el pavimento en la gran mayoria de los automo-
viles. Puede llegar la velocidad a 20 km/hora sin
que hagan acto de presencia aquellos dos riesgos,
aunque con el inconveniente de que, por ser pequefa
para la misma la longitud de la transicién, se produ-
ciran en el vehiculo sacudidas y movimientos brus-
cos, molestos nada mas para los ocupantes del mismo.

T.as curvas de las aristas de los paseos son lemnis-
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Fig. 3.

catas idénticas a la del cje de la carretera, razén por
la cual el ancho de la explanacion es variable, cre-
ciente desde la seccion de entrada a la curva hasta la
bisectriz, y decreciente desde ésta hasta la seccién de
salida; es lo mismo que correr paralelamente a si
misma en la direccién de la hisectriz la curva del ejé
hasta que sea tangente a las aristas exteriores pri-
mero, y a las interiores después, de los paseos de las
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dos alineaciones rectas que concurren en el vértice
de la curva que enlazan. Ll ancho de la carretera en
recta es 7 m; en la bisectriz sera

20 15’
Z’=lsec—l}——=7scc 102" 15

!=7%x1589=1116m

2

()

con el cual pueden pasar por la curva y cruzarse auto-
méviles de 10 m de longitud y ancho de 2,50 m.
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Por lo que se refiere a peralte, s¢ adoptd el 7 por
100 en la bisectriz, con decrecimiento uniforme has-
ta las secciones de entrada v de salida de la curva,
en la que es nulo.

Como el valor de la relacién centrifuga en la bi-
sects'z C es 0,16, el de la componente tangencial de
la fuerza centrifuga en el mismo sitio serd

(0,16 — 0,07)2 = 0,09P

No existira peligro de deslizamiento lateral, porque
el coeficiente de rozamiento transversai del pavimen-
to himedo es 0,28, resultando un coeficiente de se-
guridad de 3. Con velocidad de 11 km/hora aquella
componente es nula, y conla de 19 el coeficiente de
seguridad seria 2, con el inconveniente antes indica-
do de que la longitud de la transicién es insuficiente.

En el caso particular examinado la variacion del
peralte por metro lineal de longitud de lemniscata en
el eje de la carretera es 0,3 por 100,

La figura 2 es un detalle del zigzag completo; en
la figura 3 se han dibujado varios perfiles transver-
sales, y en la figura 4 los perfiles longitudinales del
eje de la carretera y de las aristas de los paseos'co-
rrespondientes a media curva. El primero coincide



268

con la rasante del perfil del proyecto; el de la arista
interior tiene un punto bajo en la bisectriz; &l de la
exterior le tiene alto, y, por lo tanto, en la zona de
circulacion externa la superficie de rodaduira es con-
vexa, y en la interna, concava.

Con las caracteristicas que tiene la curva descrita
la fuerza centrifuga no entrard en accion de una ma-
nera brusca vy repentina con todo su valor desde que

r

|

Zigrag dcl tramo nuevo en la sublda al puerio de La Vallejera

el vehiculo ingresa en aquélla, con las consiguientes
molestias, riesgo de accidente, etc.; adquirird dicho
valor, por el contrario, de manera creciente y gra-
dual, a medida que el radio de la curva disminuye,
en la primera mitad de la curva, y se reducira a cero
en forma andloga en la segunda, siempre que el va-
lor de la velocidad sea inferior a 16,5 km/hora; pue-
den recorrer el zigzag y cruzarse o adelantarse en él
vehiculos de 10 m de longitud
y ancho de 2,50 m, sin riesgo
de deslizamiento lateral ni e
vuelco.

Interrogados varios conducto-
res de automovil sobre sus im-
presiones respecto «de las curvas
de la mueva carretera para subir
al puerto La Vallejera, contes-
taron algunos que “las curvas le-
wian algo muevo que facilitaba el
paso por ellas; que no eran co-
mo las demds”.

El replanteo al contratista de
toda la variacién del trazado de
los km 64 y 65 de la carretera
de Salamanca a Caceres le hizo,
con toda correcciéon y minuciosi-
dad, el mencionado ayudante de
Obras ptiblicas, D. Miguel Gue-
rra. Pedidas a éste algunas ex-
plicaciones sobre el particular,
las ha redactado muy completas
y detalladas, en forma, ademas, tan clara y precisa
y con tal caracter de generalidad, que nada mejor
que reproducirlas integramente a continuacion :

Replanteo de la lemniscata de Bernowilli sobre el terreno

Con todas las operaciones a realizar para ello pueden
formarse cuatro grupos:
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a) IEstablecimiento del trazado poligonal del eje de
la carretera y de las aristas de sus dos paseos.

b) Elecciéon de la constante a.

¢) Calculo de las tangentes y de la bisectriz de la
curva; y

d) Replanteo, por abscisas y ordenadas sobre la tan-
gente, de cada una de las ramas de la lemniscata.

a) Puestos los vértices del eje de la carretera, se
trazan sus paralelas a uno y otro lado, a distancias
iguales al valor del semiancho normal de la via, sefia-
lando con la mayor exactitud posible los vértices del
trazado poligonal de la arista de cada uno de los pa-
seos, pues sobre ellos se han de efectuar las demas ope-
raciones.

b) lLas ecuaciones

cos oc sen —
o 3 o 6
I'=a sen — ——— B=a sen -
3 cos & 3 cos &
T2 2
1
4 ——3 e .
I\nu'n. =a "
.3/ sen -

3

nos dicen que el valor de a puede hacerse depender
directamente del que se asigne a la tangente, a la Di-
sectriz o al radio de la curva en el vértice; en cualquie-
ra de los tres casos el problema tiene facil y rdpida
solucion sobre el terreno. Si se ha de tomar como en-
trada la tangente o la bisectriz, haremos uso de la ta-
bla nimero I, en la que aparecen los valorss de esos
clementos para los diferentes de « en la lemniscata

p =100 Vsen %— -,

Primera curva del zigzag del tramo nuevo

siendo, como hemos visto, ‘directamente proporciona-
lesay T 6 B, bastard ‘multiplicar por 100 la razon
de la tangente o bisectriz, dada a la tangente o bisec-
triz tabular, para obtener el valor de a. Asi, en el caso
de un angulo de las alineaciones igual a 160° 10’ (vér-
tice namero 1 de la variante de la Vallejera), y de
que la pendiente transversal del terreno imponga una
bisectriz que se aproxime a los 10 metros, la propor-
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cionalidad indicada nos dice que

10
@ =100 155t

= 58,13
siendo 17,2031 el valor que da la tabla para el dngu-
lo 73° 50" (suplementario del de las alineaciones), se-
gtin aclararemos en c¢). Como el valor exacto obteni-
do complicaria innecesariamente las operaciones a prac-
ticar en los grupos ¢) y d), se le redondea convenien-
temente, a 6o por ejemplo, si el terreno lo permite.

Si se nos impusiera un radio minimo en el centro de
la curva, despejando @ en la tercera de las ecuaciones
arriba expuesias, tendriamos esta otra:

o
a= 31‘71“1'".]/-80“ -3—

que sc resuclve rapidisimamente con la regla logarit-
mica, pues basta un solo movimiento de la reglilla para
obtener el valor de a. ‘

Si

o = 73° 60’ R

min,

=30m  a=090) sen 2437

puesta la regla con el reverso a la vista se marca en la
escala de senos el dngulo 24° 37’ y sin variar la reglilla
se gira la regla hasta poner el anverso delante: el 100

@457 9% 5|

de la escala nim. 1 de la regla marca en la reglilla el
seno de 24° 37’ (0,416); el 10 de la escala nam. 2 de la
regla marca en la reglilla la raiz cuadrada de esz se-
no (0,645), y el 9 de la misma escala marca en la re-

] fo lee

' 1 1o’ Te oo
L Lt LI
. q 1o to

glilla el valor de @ (§8,10), con un error menor de cin-
. co centésimas, que redondeariamos, siempre aumentan-
1~ do en este caso 2 60 o0 mas, si no viene también im-
puesto por la bisectriz o por la tangente.
‘.. ¢) Definida va la curva que se ha de replantear se
: calctilan, con el auxilio de la tabla primera, la tangen-
te y la bisectriz, interpolando valores si el dngulo con-
tiene minutos. In el caso de ser a == 73° 50" y a = 6o.

T = (12,7595 + 0,01249 x 50) 1ot = 733840 x 06 = 4403 m
B = (16,8206 + 0,00747 x 50) ok = 17,2081 x 0,6 = 10,32 m

Aplicando estos resultados al trazado poligonal de
cada uno de los dos paseos se sitiian los puntos T, de
tangencia, y B, de centro de curva. :

Las cuatro ramas de lemniscata, dos en cada
paseo, sz replantean por abscisas y ordenadas rectan-
gulares, sobre la tangente, tomando como origen dc

4

Y
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coordenadas el punto de tangencia. En la figura de
arriba vemos que

No= pcosG:aVsen 20 cos 0

(por serp =a Vscn 20 ) yquey=.atg0

el efectnar estos cdlculos para cada caso que se pre-
sente seria un trabajo improbo; pero como de esas
ccuaciones se deduce la proporcionalidad entre los va-
lores de las coordenadas y los de @, las operaciones se
simplifican enormemente utilizando la tabla namero 2,
calculada para la lemniscata

p = 100 'Vsen 20

si llamamos a4y a las coordenadas tabulares y 47y a las
correspondientes de la lemmiscata de coeficiente a, ten-
dremos

- rX .a
y =5 60

la primera de estas formulas nos permite determinar
el valor de x, con que hemos de entrar en la tabla, en
funcién del que en el terreno se asigne a &’; si éste es

o e s v a
exactamente divisible por la razén ——, el valor de &

serd entero, y se hallard directamente en la tabla, obte-
niendo el de y sin neoesidad de interpolar. La segun-
da féormula permite deducir el de ¥’ en funcién del ta-
bular 4. '

Asi, en el caso de ser g:= 6o, adoptariamos para
valores de &' los miltiplos de 0,6 que resultaran mas
convenientes en el terreno para ser tomados como pies
de las ordenadas; valores que, por ejemplo, podrian
ser miltiplos de 6 en los primeros: puntos de la cur-
va, de 3 en la parte central de la misma, donde la cur-
vatura aumenta, y de 1,80 en los proximos al vértice,
Para calcular las coordenadas del tltimo punfo de ca-
da rama, que es precisamente el B, no puede seguirse
la recomendacion hecha; puesto que su abscisa viene
dada por la diferencia entre la tangente y la proyec-
cion de la bisectriz sobre ella, su valor serd

o = T'— B sen & = 44,08 — 10,32 sen 36° 55’ =

&

= 44,03 — 6,20 = 37,83 m
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(Il valor d2l sustraendo se obtiene con la regla lo-
garitmica, marcando en la escala de senos, en el anver-
<0, el angulo 36° 557; sin mover la reglilla, en ¢l anver-
so, Ia division 10,32 de la escala ndm. 1 de la regla
marea el namaro buscado. Por otra parte, no_es in-
dispensable calenlar las codidenadas del punto [, aun-
que si es conveniente, porque sirve de comprobacion de
todas las operaciones realizadas.)

Los resultados obtenidos para replantear cada una
de las ramas de la lemniscata serfan:

Cvalores de o valores de W valores de y  valores de o'

0,03

6 10 0,0500

12 20 0,4003 0,24
18 .30 1,355 0,81
24 40 3,24922 1,94
27 45 4,6542 2,79
30 50 6,4604 . 3,88
33 5 9,268% 5,25
34,8 58 10,3920 6.2
36.6 61 12,2890 7.37
37,83 63,0 13,7540 8,25

T.a materialidad de levantar normales a la tangente
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en los pies de las ordenadas puede llevarse a cabo ra-
pidamente y con precision utilizando una escuadra de
reflexion, o, mejor, un alineador, tal como el Zeiss,
de 36 mm de idmetro; puestas una banderola en cl

‘punto de tangencia y otra en el vértice del angulo se

sitta el alineador sobre un jalén clavado en el punto
donde se va a lentar la normal, y se ordena a un
obrero quz mueva otra banderola a distancia conve-
niente y en la direccién aproximada que se busca, has-
ta que las imagenes de las dos antes indica-
das s¢ confundan con la que el obrero mueve.

Hemos dicho que el alineador se coloca sen-
cillamente sobre un jaléon de 1,50 m, clavado
en el suzlo; pero si quiere evitarsé el riesgo
de su caida, si acaso se tropieza involuntaria-
mente el jalon, puede enchufarse en el extre-
mo superior de éste una pieza metalica que ter-
mine en un espirrago, donde se enrosca €l man-
go del alineador, que ya viene de {abrica con
la hembra correspondients. Cuando el alinea-
dor no estd empalmado al jalén, se defiende el
esparrago roscado de éste con un sombrerete metalico,
como se indica en el croquis.

B. OLIVER Y ROMAN
Ingeniero de Caminos

Cahal del Pi»suerga

ANTRHECEDENTES

Nacio la idea y el anteproyecto del canal del Pisuer-
a como consecuencia de la ley de 7 de mayo de 1909,
por la cual se debia hacer la transformacion del canal
de Castilla en canal dle riego, sin desatender su utili-

Foto 1

sacion industrial, como via de comunicacion y como
fuente de energia. Domina el canal de Castilla.una
extension de unas 60 000 Ha, en ntimeros redondos,
que, aunque con dotaciones muy pequefias para riego
por hectirea, hubiera requerido, para conducir los
caudales necesarios, obras de grandisimo coste, tanto

Canal del Pisucrga. Trozo 1.° Degradacién de los taludes | X 1; terreno con exceso de
gravas y falto de clementos medios

desde el punto de vista de la modificacion de su pen-
diente, como del aumento de su seccion, Solamente
hubiera sido posible aumentar su dotacion en uno o
dos metros ctibicos, en determinados tramos, desti-
nados a alimentar las acequias derivadas djrectamen-
te del mismo-y regar con ellas pequeiias zonas proxi-
mas al canal, Por todas estas razones
se pensd en derivar canales o ace-
quias, en los puntos de cruce del ca-
nal de Castilla con los dos rios prin-
cipales, Pisuerga y Carridn, aprove-
chando las presas construidas en los
mismos para servicio del canal de
Castilla, y utilizandose los cauces de
dichos rios, como los cauces natura-
les de conduccion, a dichos canales
derivados, de los caudales acumula-
dos en los pantanos de las cabeceras
de los rios Carrion y Pisuerga. Si-
guiendo este plan se construyeromn:
las acequias de Palencia y de l.a Re-
tencion, que arrancan del cruce del
canal de Castilla con el rio Carritm,
aprovechando la presa de Calahorra,
y por las mérgenes izquierda y dere-
cha, respectivamente, e dicho 1io;
y el canal del Pisuerga, que arran-
ca en el cruce del canal de Castilla
con el rio Pisuerga, por la margen
derecha de aquél e izquierda de és-
te, aprovechando la presa de San Andrés, y que es
capaz de regar una zona de 20 000 Ha,

Tiene su origen, como hemos dicho, en la presa
de San Andrés, agua abajo de Herrera de Pisuerga,
desarrollandose por la margen izquierda del canal de
Castilla, por la falta de zona regable en la otra mar-
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