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Agrimensura fotografica’

v

La determinacion de las tres aristas Ay, Ag, Ay cONs-
tituye el llamado “problema de la pirdmide”, cuya
solucién analitica es poco prictica, pero que tiene
soluciones graficas clementales:

1 Conocidos los tres angulos en el vértice de
la piramide, A/ON, NOP, POQ (fig. 7), si a par-
0
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tir de¢ un punto 3/ Hlevamos los lados MN, NI’, I’Q
del triangulo del terreno, lo que podremos hacer
sin ambigiiedad si, como hemos ya dicho, sabemos
el orden relativo de magnitud de las tres aristas,
deberiamos encontrar, si la posicion fuese correc-
ta, OM == 0Q; con la diferencia que encontremos
podremos establecer una curva de error que corta-
ra a OQ en un punto S, en cl cual ¢l error es nulo,
y, por consiguiente, O7 == OS5, Oy y Osla son las
tres aristas que buscamos, vy, si hacemos girar 2l
tritngulo 07412 alrededor de 4. y el OSY; alre-
dedor de o, hasta que 77 v .S coincidan en ol ten-
dremos desarrollada da pirdamide, como en la figu-
ra6. ?

2.0 Sisobre el lado .1, del tridngulo (fig, 8) tra-
‘Zamos gl arco NV, capaz del correspondiente angulo
en el vértice, ¢ste se encontrarit sobre dicho arco; s
fijamos sobre ¢ste un punto /” (fuera de los limites
de la ﬁg"u.ra) vy lo unimos con 1 vy g, tendremos
una posicién hipotética de la pirdmide, construyen-
do sobre la cara [’c1340, las otras dos, cuya arista
comin supondremos proyectada cn [°f3. Por otra
parte, la base rchatida en «l1.72.14, al girar para co-
locarse en su posicién en el espacio, hace describir
al vértice #l2 un circulo que se proyecta en .0y
se dibuja rebatido en AF; como las proyecciones
de la arista ’L y del circulo <0 se encuentran
V¢

Viase ¢l nimero anterior, pdgina 377
Publicada en el ndmero anterior, pigina 380,

en A, si la posicion del punto P fuese la verdade-
ra, MM seria la proyeccion del vértice .d2; pero, re-
hatida la trayectoria de A, da, sobre ¢l punto A,
la cota ME. vy, rebatida la arista alrededor de su
proyeccion ’3 en I°C, nos da la cota MG, que lle-
vada a MI" nos da la diferencia I£I7, que demuestra
que ¢l punto Iz v la arista I’/5 no sc encuentran en
el espacio.

T.a diferencia IEI¢ puede ser base de una curva
de error, para cuya construccion observaremos que
si partimos de otro punto distinto del /°, asi como
las nuevas aristas, se obtendrian uniendo dicho pun-
to con I, v s la proyecion de la tercera pasard
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Fig, 8

por [3 y su rchatimiento por C sobre cl circulo XV,
puesto que los dngulos cue estas lincas forman en
el vértice son constantes.

Si la curva de error corta al circulo 4K en el
punto /, la basc dc la perpendicular N serd la pro-
yeecion del punto de encuentro de Ay con la ter-
cera arista, y, por consiguiente, uniendo N con B
encontraremos en O, sobre X1 ¢l viértice de la pi-
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ramide, cuyas aristas seran O.l;, OAs y OH, pues-
to que OC es rebatimiento de ON y hemos supues-
to quc NI/ v NL son iguales,

3. Puesto que conocemos los angulos en el vér-
tice de la pirimide, podremos trazar (fig. 9) los tres
arcos capaces de estos dngulos sobre los lados de la
base; la posicion de los tres vértices O, O, O en
¢l desarrollo ha de ser tal, que /4,0 ==:1,0',
A0 == 130", 4,0" = A4:0.

Y si partimos de un punto cualquiera o y traza-
mos con centro en » el arco I3, con centro en s
el BC y con centro en .11 el €D, no llegaremos al
punto de partida #1 sino a una distancia .10, que
nos permitird establecer una curva de error para
fijar ¢l punto O, en que esta coincidencia se ve-
rifica.

47 Cada uno de los circulos de la figura 9, al

lig, 0

girar alrededor del correspondiente Tado del trian-
gulo hase, engendra un toro, sobre el cual habrl
de estar cl vértice de la pirimide, el cnal serd la
interseccion comim de las tres lineas de interseecion
de los tres toros dos a dos. La proyeecion de es-
tas intersecciones sobre el plano de la hase es facil
de hallar (fig. 10); los circulos capaces de los in-
gulos O y 0, correspondientes a los lados olaly
y Aacly del triangulo, engendrarian dos toros, com-
prendidos entre los planos proyectados en LI, KL,
por una parte, y (/I1, 717, por la otra; estos toros
tienen un plano comin de simetria que es el del di-
bujo, v su interseccion serd tamhi¢n simétrica v pro-
yeetard sus puntos dos a dos; en los lugares donde
su tangente sea perpendicular al plano de proyee-
cion, que serdn los cuatro puntos <LBCD en que
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se cortan las sccciones de los toros, la curva pro-
yeccion tendrd un punto de detencion.

Para hallar la proyeccion de la curva buscada
trazaremos esferas céntradas en .1, las cuales, por
ser de revolucidn, lo mismo alrededor de Aa43 que
de slp71, cortarAn a los dos toros segun circulos
paralelos, cuyos planos son perpendiculares al del di-
bujo; si MN cs la seccion de una de estas esferas por
el plano del dibujo, trazando por M, AP normal
a e, y por N, NQ normal a «l.<ls; la intersec-
cion R, si cae dentro del circulo MN, es un punto
de la proveccion huscada. Si se suprime la condi-
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Fig, 10

cion expresada, Tacurva plana es continua y cerra-
da, pero solo una parte de clla es proyeecion de la
interseccion de los teros,

Como conocemos de antemano la region del pla-
no en que ha de estar la proyeccion /1 del verti-
ce, solo serd preciso traza® una pequedia parte de os-
tas curvas (Mg, 9). Tos tres rehatimientos del vérti-
ce, O, O, 0", sc obtienen trazando por EL tres perpen-
diculares a los tres lados de la base.

I'odos  estos  procedimientos  grificos son  poco
precisos, por tener la pirimide, en general, poca
base y mucha altura; cl altimo, a pesar de su com-
plicacién aparente, es el mis ficil v preciso.



J.as ecuaciones
M2 AT — 2A A cos my — Lg? =0
Ag® ot AR — 200 cos gy — L2

R } 08 e 2
Ayt — 2hohg COS @y — /oy

A

'
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Las ecuaciones de relacion son insufcientes para
determinar las coordenadas de un punto XYZ co-
nociendo las ye de su imagen.

Si la placa es vertical y O (fig. 11) es la proyec-

cion horizontal del objetivo, trazando la dircecion
y tomando en ella la distan-

=0
= ()
del eje de las X

que nos darian una solucion mas precisa, son de re-
solucion laboriosa; pero permiten, cuando es nece-
sario, precisar la solucién obtenida graficamente. Si
llamamos 8,, 8., 8, a los valores de Ay, Ay, Ag, cuya pre-
cisiéon queremos corregir, su sustitucion en las ecna-
ciones anteriores no las satisfara, sino que sus pri-
meros miembros, en vez de ser iguales a O, toma-
ran valores pequeiios, que llamaremos &, £, £3; si ha-

cemos
Ay == 8y -l Agdy

o 8yt A8, Ao = 8y i A3,

v sustituimos en las ecuaciones, suponiendo que A3y,
AS,, A8y son bastante pequeiios para despreciar sus
potencias v productos, encontrarenios

g == )

— €3 -

8y — 8, cos ‘?3“382 g

8 — 8y cos gy) A,

(8= 8, 05 5 A8y - (8 — 8y Cos 9A, 1 gy = 1
. 1
8y — 8y cus 6 )AS, -1 (85 — 8y cos 0))ASy - ye =0

ecuaciones lineales faciles de resolver y que nos dan

valores de Ay, Ay, Ay mas aproximados que los 3, 3.,

9,5 los nuevos valores de la longitud de las aristas pue-

den ser objeto de otra correccién por igual procedi-
miento, aumentando la precisién; pero no debe ol-
vidarse que es intil buscar mayor precision que la
que resulta de las medidas tomadas directamente so-
bre la fotografia.

Puede seguirse ¢l mismo procedimiento para ei
resto del problema; si adoptamos provisionalmente
un sistema cualquiera de coordenadas  cartesianas,
con la fmica condicion de que uno de los ejes sea
vertical, llamando 1y, v,, &, etc., a las de los tres
puntos del terreno y @, b, ¢ a las del vértice de la pi-
ramide, tendremos

Fig. 11

cia O == p, trazaremos una normal al eje, hacien-
do PR==vy, y la linca OR pasard por la proyec-
cion ¢ del punto.

Sila placa es oblicua (g, 12), siendo O4 el eje
de las .\ trazaremos AOP ==w y OF == p, y sobre
la normal en /? tomaremos PR =g, trazando aho-
ra QR normal al ¢je O, QR=8 7y OQ =ua, y
tomando Q.5 ==y, 0.5 pasard por la proyeccion C del
punto. Si ésta fuese conocida, puesto que QR =@,
B serd el valor de Z.

TEn ambos casos vemos que para fijar la situa-
cion del punto hace falta algin otro dato que nos
haga conocer una de las coordenadas, o bien dispo-
ner de dos fotografias para determinar el punto por

vy — a)? . (¥, — JASE (7 — )PF— AP == 0)
(g @)% | (vy— M2 (5g — )2 —= A2 = 0) interseccion.
(Vg = @) - {1y — B2 . (35— )2 — Ag? = () ‘ Para ¢l primer objeto puede servir una mira ver-
tical; las coordenadas del pie de la mira nos dan,
(19 o . v . en placa vertical
ccuaciones ¢n las que suponemos ya corregidos los prace o
N B ) _ Z
) -

\!{1]01‘Cs de A, Ay, Ay; como graficamente hemos obte-
nido un valor aproximado para a, b, ¢, podremos co-

rregitlos en igual forma, con lo cual tendremos
v las de la cabeza,

Ayrmsy—¢ Ao o= 3y — Ay =g — ¢
X ¥ Z - 1.
puesto que los sistemas XNJZ y aye tienen los / ¥ st
. cjes g, Z paralelos por ser centralcs. de donde
" Claro estd que si hubiéramos eliminado Ay, Ay Ay, X Y _£
entre las seis ecuaciones formuladas, hubiéramos po- b ool
dido corregir «, b, ¢ sin corregir previamente Ay, Ao, ¥, en resumen,
L
X=pr

,\:.,'; pero la ventaja es ilusoria, por la mayor complica-
cion de las ccuaciones resultantes,
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Si empleanos una mira parlante y leemos la par-
te interceptada en la imagen por una longitud /, X
es proporcional a la lectura, que puede dar asi di-
rectamente, en la escala adecuada, el valor de X.

Cuando la placa no es vertical no puede usarse
mira parlante; las ecuaciones del pie v de la cabeza
de la mira son '

N )

z XX
B, oy

a., *‘1 h
y de cllas se deduce
/. ] looy0

Wgzi_ _El_ —(;_':;1—_' Bl”'zA B
o

oy

Lo,
MEp— 5)

©

y las mismas ecuaciones nos dan luego ), 7.

La mira puede ser en todos los casos parlante
si se coloca horizontal v paralela_a la placa, porque
entonces sus extremos tienen iguales las coordena-
das N, Z, y su imagen tiene también constante la
ordenada £y, por consiguiente, @ y A, de modo que:

Nz Y Ve Yy L
& . B B AN » AR ) Ya— N - /

de donde

Para determinar el punto por interseccion nece-
sitamos relacionar las dos posiciones de la cimara,
para lo cual se puede seguir uno de los procedimien-
tos siguientes:

1.0 Supongamos que en cada una de las dos fo-
tografias se ve la otra estacion, en la que hemos
colocado una mira; trazada la orientacion planime-
trica de la primera estacion, podremos sefialar la
posicion de la segunda y su cota, y como conoce-
mos las coordenadas de la primera sobre los ejes
anejos a la segunda, podremos fijar estos ejes, cuyo
origen es la estacion y cuyo eje de las .\ oes su
orientacion planimétrica; la cota de la primera es-
tacion desde la segunda nos sirve de comprobacion.

20 Si desde ambas fotografias hemos abarcado
dos puntos dotados de mira, fijada la orientacion
de la primera podremos situar los dos puntos, .
calenladas las coordenadas desde ia segunda  esta-
cion, queda determinado el origen y los cjes y, por
tanto, la situacion de la estacion, su orientacion y
su cota '

3.0 Pueden sustituirse las miras por la medi-
cién sobre el terreno de la distancia d de la estacion
al punto, puesto que

N oY Z

o SR 3

N8 fnics

1 Gi se compara la cimara fotogrdfica vertical con un ta-
quimetro, sc comprobard que en sus medidas y procedimicn-
‘4 L/ "

tos son iguales; las relaciones —~5X;, \ que la cdmara determi-
na, nos dan los dngulos azimutal y cenital; Ja mira parlante
funciona de igual modo, y sin reduccién, y los dos proceci-
mientos de relacion de las dos vistas son los de referencias
directas ¢ indirectas del procedimiento taquimdtrico.

y como conocemos &, ¥, B, quedan determinadas las
tres coordenadas del punto X, V,Z.

40 Conocida la orientacion vertical de la ca-
mara, ¢l conocimiento de la distancia y desnivel de
dos puntos sefialados en la fotografia, es suficiente
para determinar la situacion exterior: pero el pro-
blema, aunque determinado, tiene dos soluciones,
por lo que es preferible utilizar tres puntos, que
dan una solucion tnica y mas facil de obtener.
Puesto que sabemos trazar (fig. 12) la proyeccion
horizontal del rayo proyectante de un punto cuya
imagen esti en la fotografia, bastard inscribir en

I'lg. 12

las tres lineas la proycccion horizontal CUL del tri-
angulo formado por los tres puntos, con lo que co-
noceremos las coordenadas N, ), y las ecuaciones
de relacion nos daran las Z. K1 problema es siem-
pre posible, por tratarse de una fotografia realmen-
te obtenida; si fuese inventada no habria solucion,
porque las condiciones son excesivas, y los valores
ohtenidos para las Z no guardarian las diferencias
debidas, de las cuales no se ha hecho uso para ha-
llar la solucion. Dos puntos nos dan, en cfecto, dos
ecuaciones para fijar la distancia y el desnivel, v
con las cnatro de relacién son seis ecuaciones para
seis incognitas, que son las coordenadas de los pun-
tos; con los tres puntos las ccuaciones son once v
las incognitas nueve, y si las ecuaciones 1o fuesen
forzosamente compatibles, no habria solucion.

Pucden evitarse los tanteos para inscribir el tri-
angulo por medio de una construccion directa. Co-
nocemos, sea grafica o numéricamente, los dngu-
los DOC y EOC; llamando a al angulo ODC y b
al OFC, tendremos:

a b= 2 — DO — DNCE
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o bien, si el punto C estd entre O y DE,

a b DO — DO
en todo caso conocemos el valor de a4 b=« Por
otra parte, en los triangulos ONC y OLC,
oc he 0C CL

Sen o sen DOCT send o osen COE

de donde, Hamando [ al valor de

e
sen O/
v koal de
o'
sen (01

(OC = fsena ==/ senh
v, por consiguiente,
Asen a ==/ sen (s —a) s I sen s cosa— {cos s sen a

de donde

tane 4 /sen s
ANY 7 == s
R Kl
v oanilogamente
Aosen s
ANy omr e S
tang 4 [y kcos s

OBRAS
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Sihacenmos

24l cosy - N2
A osen x

O ksena -

el sen b=

R es, pues, ¢l tercer lado de un triangulo que tie-
ne por lados /'y by por angulo opuesto, =—s; y co-
mo el numerador kI sen s representa el doble del drea
de este triangulo, OC serd su altura sobre R,

Si el valor de OC se dedujese numéricamente, las
ccuaciones de relacion nos darian, para el punto C,

X oy oz o
o v B

Iin resumen: siempre que al hacer cada fotogra-
fia cuidemos de abarcar en ella una parte del te-
rreno conocido por las anteriores, v mas si en ds-
tas estd sefialado el emplazamiento de la nueva ca-
tacién, podremos hacer uso de una camara de mano
sin dispositivo especial, con s0lo conocer la orienta-
cidén interior.

T.a tmica dificultad estd en las dos primeras foto-
grafias, en las que necesitumos hacer figurar algiin
objeto que nos permita determinar su orientacion
vertical.

Antonio PRIETO Y VIVES
{ngeniero de Caminos

Notas de

No quisiera, en la parte que me afecta, interrum-
pir una simpatica costumbre, que se registra todos
los afos en estas paginas.

Cada curso, vy pensionados al final de sus estudios
por la Iscuela de Caminos, van al Lixtranjero cua-
tro ingenieros, con el compromiso de presentar una
Memoria que sintetice el fruto de sus observaciones
personales sobre ¢l tema que libremente escogieron.
Casi siemipre, como anticipo de este trabajo final,
aparecen en la Ruvista pr Qnras PUsLICAS Dre-
ves resefas de los viajes que realizan estos ingenie-
ros noveles, [in semejante trance es mi propasito
continuar la tradicién de mis companeros.

'l'-Iacc poco tiempo regresé de Alemania; alli he
visitado los principales acropuertos y e recogida
datos muy. interesantes sobre la organizacion de las
comunicaciones aéreas.

Un magnifico Junkers me traslado, en ocho ho-
ras de vuelo, desde la claridad latina de DBarcelona
a la niebla germanica de Stuttgart.

[a ruta, desde Ginchra, fué sobre un mar espeso
de nubes, surcado tan soélo por los mis altos pica-
chos de la cadena alpina; después se hizo también
invisible esta preciosa referencia; probablemente es-
tahamos volando sobre la Selva Negra.

Recuerdo la emocién del aterrizaje; en menos de
cuatro minutos precisd el piloto sobre una carta la
posicion del acroplano; en ese tiempo cstuvimos co-
municando con los aeropuertos de Strashurgo, de
Stuttgart y de Munich, Con el rumbo recién caleu-

un viaje

Indo inicid su descenso el aparato; la bruma era ca-
da vez mas densa, hasta que fué rota por el filo de
los potentes faros de Boeblingen.

Despuds de Stuttgart visit¢ Francfort, Hanndver,
Hamburgo, Munich v Friedrichshafen.

Conservo una impresion gratisima de este viaje,
y nunca olvidaré las atenciones que en todas partes
me dispensaron los representantes de la “Deutsche
Luft Hansa A, G.”; quiero, por cllo, rendir a csta
Tempresa, que es hoy ¢l mas firme puntal de la avia-
cion comercial alemana, el testimonio de mi grati-
tud por todas las facilidades que puso a mi alcance
y sin las cuales hubicse sido minimo el fruto de mi
excursion.

Antes de entrar en materia crco que no han de
resultar ociosas unas palabras para justificar la opor-
tunidad del tema, que ne dehe parceer extraiio en
1 ingeniero de Caminos, aunque existan en Lispa-
fia, oficialmente, especialidades  dedicadas a estas
cuestiones.

Quiza sea suliciente decir que los problemas acero-
niuticos preocupan hoy tanto en el mundo y afec-
tan a sectores tan amplios de la Ciencia, de la T'éc-
nica y del Comercio, que en Alemania, por ejemplo,
se estudia extensamente esta disciplina en ocho Uni-
versidades, en nueve Fscuelas Téenicas Superiores
y en diversas Iiscuelas de Comercio, aparte de otros
Centros de cardcter empirico dedicadns exclusiva-
mente a la practica de la construceion, montaje y
reparacion de aeronaves.



