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AVIACION

Aplicaciones aerodinamicas de la repre-

sentacion

Las siguientes lineas han sido inspiradas en una
de las conferencias dadas en el Curso de Aviacion de
la Escuela de Ingenieros de Caminos, por D. Alber-
to Laffén.

Nos proponemos exponer de una manera elemen-
tal cémo puede abordarse el caleulo de la fuerza re-
sultante de la accién del viento sobre un ala de las
corrientemente usadas en los aparatos de aviacion.
Joukowski, en su célebre obra de Aerodindmica (1),
establece un teorema fundamental, solucién general
del problema que nos ocupa, haciendo depender aque-
lla resultante, entre otras variables, de la circulacion
de velocidades a lo largo del contomno de la seccion
transversal del ala. oda la dificultad de aplicacién
de este teorema estriba en la determinacién de esta
circulacién de velocidades, y para alcanzarla se acu-
de al método de la representacidn conforme, que re-
suelve el problema en los casos précticos mds intere-
santes, pues se puede demostrar ficilmente (2) que,
transformando conformemente un contorno, la cir-
culacién a lo largo del transformado es igual a la
circulacién en el contorno primitivo.

Imaginemos un cilindro de revolucion de longitud
infinita, sunergido en una corriente plana, de tros-
lacién simple, siendo el fliido incompresible ¥ el ré-
gimen estacionario, siendo la velocidad en el infini-
to V, y el eje del cilindro perpendicular a la direc-
cién de la corriente; la figura 1.2 indica la forma que
con arreglo a la teorfa toman los filetes flaidos cuan-
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TFig. 1.»

do se trata de un fliido perfecto, o sea de viscosidad
nula. Como la presion ¢ y la velocidad ¥ en un pun-
to cualquiera de la corriente estdn ligados por la co-
nocida ecuacién de Bernouilli
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e = constante

siendo p la densidad del fltido, v la variacién de dis-
tancia entre dos filetes proximos da idea de la va-
riacion de velocidad, resulta que cuanto mas proxi-
mos estén los filetes mas crece su velocidad y, como
consecuencia, mas disminuye la presién.

(1) Traducida al francés por Drzewiecki. Paris, 1916.
(2) Joukowski: Libro citado.

conforme

Para puntos muy alejados del cilindro, la velocidad
de un punto P, bien de la zona anterior o posterior,
es un vector V, equipolente del vector fijo Vo la
corriente es simétrica con respecto a los dos ejes
xx’ e yy'. Por tanto, la resultante de las acciones ele-
mentales del fltiido sobre el cilindro es nula.

Cologuemos ahora el mismo cilindro de revolucion
en una corriente de remolino (1) (fig. 2.2) tal, que

Tig, 2.0

una particula fltida cualquiera describa una circun-
ferencia de centro O y radio 7, v cuya velocidad de
giro sea

k
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inversamente proporcional al radio. Las lineas de co-
rriente son circunferencias de centro O, y las lineas
equipotenciales, rectas partiendo del mismo punto.
La corriente también resulta simétrica respecto a los
dos ejes xx’ e yy', y, como en el caso precedente, la
resultante general de las acciones elementales del
fltiido sobre el cilindro, es también nula.

Pero la caracteristica esencial de este régimen de
corriente es lo que se llama circulacion. Este concep-
to es un caso particular del general de integral de
un vector a lo largo de un circuito, cuando este vec-
tor es una velocidad.

Si trazamos un contorno cerrado (simplemente co-
nexo) en el plano de la seccién recta del remolino v
encerrando el cilindro, la circulacién a lo largo de
Ts‘ce contorno viene definida por la integral curvi-

inea
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siendo V la velocidad del fltido en un punto P de
este contorno, 0 el ngulo de V con la tangente orien-
tada en el sentido del remolino, trazada por el pun-
to P al contorno, v ds el arco elemental del mismo.
Tista definicién es homologa de la de trabajo de una

(1) Casares Bescansa: Mecdnica geneval, Ppagina 188.
Madrid, 1921.
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fuerza a lo largo de una curva cerrada o circuito, sin
mas que reemplazar las nociones de circulacién y ve-
locidad por las de trabajo y fuerza.

Tin el caso de la corriente de remolino que nos ocu-~
pa, la circulacién vale

I = Tkx

expresion que se encuentra facilmente tomando por
contorno precisamente una de las circunferencias de
las descritas por un filete fldido.

Resumiendo: el moviniento estudiado define un
remolino de eje O y cuya intensidad es la circula-
cién I, y segtin un teorema de Stokes, si un circuito
encierra varios ejes de remolinos, la circulacién a lo
largo del mismo es la suma algebraica de las circula-
ciones de los remolinos (ue encierra.

Superpongamos ahora los dos movimientos anterio-
res. Iista superposicién equivale a admitir una velo-
cidad V, en un punto cualquiera P (fig. 3.2), resul-
tante de las velocidades V; vy V,. Los filetes flaidos
afectan la forma indicada, y de las simetrias observa.

\\ =
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Fig. 3.

das en los movimientos componentes solo queda la
del eje yy’ en cuya direcciéon aparece una resultante.

Aplicando el principio de la composicién de velo-
cidades, facilmente se ve ue por encima del cilindro
las velocidades se suman y por debajo se restan, geo-
métricamente. Aplicando como precedentemente el
teorema de Bernouilli, se deduce que por encima del
cilindro existe una zona de depresion y por debajo
una zona de presion, sumdandose los efectos de ambas
zonas. Resulta, pues, que dos corrientes que indepen-
dientemente la una de la otra son incapaces de pro-
ducir efecto alguno sobre el cilindro, superpuestas dan
origen a una resultante. (En todo lo anterior hemos
partido del supuesto indicado al principio, de tratar-
se de cuerpos de envergadura infinita, a fin de poder
suponer la absoluta igualdad de condiciones en todas
las secciones planas paralelas a la estudiada, no apa-
reciendo los efectos de los remolinos marginales, que,
en definitiva, dan una resultante opuesta a la gene-
ral, por lo que en la practica se tienen en cuenta
—ante la dificultad de abordar su estudio teérico con
resultados practicos—afectando ésta, de un coeficien-
te menor que la unidad—coeficientes marginales—.
V las formulas indicadas, lo mismo que las que cite-
mos a continuacién, estdn referidas a la unidad de
longitud, en el sentido de la envergadura.)

Il teorema de Joukowski, a que al principio nos
hemos referido, v cuya demostracion omitimos por
considerarla fuera del objeto de estas lineas, nos
dice que:

«BEn una corriente cuya velocidad en el infinito es
Vo, y en la cual se halla sumergido un contorno de

forma cualquiera, siendo la circulacién a lo largo del
mismo igual a I, la resultante de las presiones del
fltido sobre el contorno es igual al producto del vec-
tor V,, por la circulacién y por la densidad del aire.

Fuerza resultante = R = pIV,

Obteniéndose la direccién de esta fuerza, haciendo
girar 90° el vector V,, en sentido inverso al de la
circulacién.»

Con lo que habiamos indicado, si los perfiles aero-
dindmicos fuesen de secci6n transversal circular, po-
driamos hallar la circulacién I (fijados los puntos del
contorno de velocidad nula A y C, mediante la fér-
mula I = 4V, sen 0), v, por tanto, la fuerza susten-
tadora. Y para reducir todos los casos a éste se apli-
ca la teorfa de la representacion conforme.

Recordemos algunas propiedades de las funciones
de variable compleja. Todo punto del plano queda
determinado por un ntdmero complejo de la forma

Z=x -1y

cligiendo un sistema de coordenadas, que en lo suce-
sivo adoptaremos cartesianas. Formemos una fun-

cién f(z), v agrupando los términos reales e imagina-
rios tendremos:

f2 =i W

siendo ¢ y I funciones de x e y. Representando este
ntevo nneio complejo un punto de otro plano, a
cada uno del primero (plano de la variable z) corres-
ponderdn uno o varios de este tltimo (plano de la
funcién); se necesitan, pues, dos planos para la re-
presentacién de esta clase de funciones, que por co-
modidad y sencillez muchas veces se superponen.

Si las funciones ¢ y ¥ cumplen en un punto 2, las
llamadas eccuaciones caracteristicas de Cauchy-
Rieman
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la funcién se llama monogénea o de derivada tnica
en z,, llamandose analitica en un recinto cuando en
todos los puntos de éste cumple con esa condicién.
Los puntos en que estas ecuaciones caracteristicas no
se cumplen, se llaman singulares.

V si una funcién es nonogénea en un punto para
el que no sea nulo cl valor de /’(z), se demuestra (1)
que las transformadas de dos curvas que pasan por
este punto en el plano de la variable, en el plano de
la funcion conservan los dngulos, y si como caso par-
ticular las curvas del plano z se coitan octogonalmen-
te, sus transformadas en el plano de /(z) también se
cortan en dngulo recto. La transformacifn es, pues,
isogonal.

Y por conservarse la forma de las figuras elemen-
tales, recibe el calificativo de conforme la transforma-
cién realizada con arreglo a lo antes expuesto, que
dejara de serlo, por lo tiltimamente dicho, en los pun-
tos en que se anule la derivada de la funcién,

Por tanto, dados dos recintos G y G’, efectuar la
representacién conforme de uno sobre otro es esta-

(1) Rey Pastor: Resumen de la leoria de funciones anall-
ticas'y sus aplicaciones fisicas. Buenos Aires, 1918,
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blecer una correspondencia biunivoca e isogonal, sin
excepcién, entre los puntos de ambos.

Los ejemplos mas elementales de representacion
conforme nos lo dan la igualdad (/(z) = z), la homo-
tecia (f(2) = Kz; K, real y positivo), la inversién

1
(/(z) == "z) Fijandonos, por ejemplo en la homote-

cia, si a z la obligamos en su plano a recorrer una
circunferencia (|r%| = r? = x*4y%), [{z) recorrera
otra de radio K7. Ejemplos de lo mismo nos lo dan
el dibujante que para ampliar un cuadro establece
en él una cuadricula que a distinta escala reproduce
en el ampliado, la imagen que un espejo coneavo o
convexo da de un objeto real.

Pasando al objeto que perseguimos, Rieman de-
mostrd que, dado un recinto simplemente conexo G,
existen infinitas funciones, regulares en todo €l que
lo transforman conformemente en un circulo; y cada
funcién estd determinada dando tres puntos del con-
torno con sus tres homologos en la circunferencia, o
bien dando un punto interior como homoélogo del
centro del cfreulo v un punto de contorno, como ho-
mélogo de uno de la circunferencia.

Pero el problema, directo, asi presentado, que cons-
tituye el conocido de Dirchlet, es de una dificultad
muchas veces insuperable, por lo que generalmente
se procede a la inversa: dada una funcién analitica,
ver qué representacion conforme verifica, pudiéndose
asi llegar, por repetidos tanteos, a encontrar una fun-
cién tal que transforme conformemente en circulos

- los perfiles que nos interesen.

]

Para los dos casos mds interesantes en aerodina-
mica, los estudios de Kutta, Joukowski y Tchapli-
guine, han puesto a nuestra disposicién las férmulas
necesarias para realizarla, bien que procediendo a la
inversa, es decir, no conociendo del perfil a estudiar
mas que la idea general de su forma, llegindose a
precisar ésta—con los necesarios tanteos—al trans-
formar circunferencias en su primitivo perfil.

Son estas dos clases los perfiles de ala, tipo de ala
de pajaro o en arco de circunferencia, una, y los per-
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files de timones, la otra; las formas generales indica-
das en la figura 4.2

Para la primera clase se deben los primeros estu-
dios a Kutta, quien obtuvo la transformacién con dos
representaciones conformes; pero a continuacién in-
dicamos un proceso mucho més sencillo, debido a
T'chapliguine (1).

Empleemos una representacion conforme con la
funcién

(1) JYoukowski: Lib. citado.

cuyos pardmetros cumplan con las condiciones
cigio, alo; a*=¢e g

Con ella el valor de la relacién de la velocidad en
el infinito en la circunferencia transformada, a la
misma en el perfil primitivo—pardmetro de la repre-
sentacion obtenido dando a z valores infinitamente

grandes—resulta 2.

Con objeto de poder proceder metédicamente en
los tanteos, llevando de antemano una idea de la for-
ma general del perfil, se demuestra—facilisimamente
estudiando las dos figuras en coordenadas polares—
que (fig. 5.8), tomando un punto cualquiera M, en

m

Fig. 5.

la circunferencia de radio a, y centro el origen de
coordenadas, en la representacién, en la figura pri-
mitiva este punto estd situado en el arco A B deter-
minado en la forma indicada, cuya representacion
conforme es, por tanto, la circunferencia de radio a,
correspondiéndose los puntos 4 v B del primero con
los C v D de la segunda, respectivamente.

Con lo cual, trazando las circunferencias transfor-
madas, tangentes exteriormente en el punto D a la
fundamental, el perfil primitivo, arrancando de B
con un punto singular de 4ngulo cero, envolverd al
arco 4 B.

Para el paso de puntos de la representacién. confor-
me a los correspondientes del perfil primitivo, se
comprueba rapidamente que fijAndolos por coorde-
nadas polares, los radios vectores est4n relacionados
por la igualdad

, g, Y

Y = -y
a 7

en la que

' ... . radio vector del punto del perfil primitivo.
#..... radio vector del punto de la representacién.
7, y 7. las distancias acotadas en la figura.

obteniéndose su orientacién, con hacer girar en sen-
tido positivo al del punto de la representacién un
4ngulo igual al a formado por 7, ¥ 75
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Transformado el perfil en circunferencia—operato-
riamente procediendo a la inversa—, nos queda por
determinar la situacién de los puntos de la dltima

de velocidad cero, que nos permitiran fijar las carac-

Tig. 8.2

teristicas del movimiento simple de remolino, que
compone el de la corriente en que este perfil circular
esta sumergido.

Uno de ellos deberd ser—para que luego el contor-
1o del perfil pueda ser linea de corriente—el punto
singular D de la transformada. T'razando, pues, por
& una cuerda DE, paralela a la direccién de la co-
rriente—recordemos la propiedad de la representa-
cién conforme de conservar los dngulos—que vendra,
por tanto, determinada por su dngulo con una orien-
tacién fija cualquiera, por ejemplo, el eje vertical
—4ngulo B—, los puntos D y E intersecciones de
ésta, con la circunferencia transformada, seran los
buscados v nos dardn las caracteristicas necesarias,
de lo que deduciremos el valor de la circulacion.

Aplicando lo anterior al caso definido de una cir-
cunferencia de radio b, tangente en D, a la circunfe-
rencia a, el valor de la fuerza resultante, por la apli-
cacién del teorema de Joukowski, serd, hechas las
necesarias sustituciones,

a’ a a
R = 4mpb v sen —- sen (3- -+ B) - Vo
ilamando S a la superficie del ala, toméndola apro-
ximadamente igual a

2e.a-sena
resulta :
R = KSVo*
siendo

K=op (m —;‘,—) sen (% + p)

Para los perfiles de timones, Joukowski emplea la
funcién

que da para valor de la relacién entre las velocidades
en el infinito, en la circunferencia transformada y en
el perfil primitivo, 2. S o
Recordando lo dicho al principio, que si partimos
de dos haces de lineas que se cortan ortogonalmente,

‘la representacion conforme nos da otros dos haces,

que también ortogohalmente se cortdan; en este caso

particular se comprueba que si en el plano de la
representaciéon conforme formamos una cuadricula
de circunferencias concéntricas—Ila menor de rtadio
a—ry radios de éstas, con arreglo a 'la formula indica-
da, corresponden en el plano primitivo a elipses ho-
mofocales—de distancia focal ignal a 24—, cuya re-
presentacién son las circunferencias, siéndolo del dié-
metro la, circunferencia fundamental de radio a—e
hipérbolas también homofocales, entre si v con las
anteriores—, cuyas asintotas seiconfunden con los
radios que son su representacion.

Con lo que tenemos dos cuadriculas facilmente
construibles, que rapidamente nos permiten, por pun-
tos, pesar el perfil circular (en el plano de la repre-
sentacion conforme, cuadricula de circunferencias y
radios) a obtener el perfil primitivo (en la cuadricula
de elipses e hipérbolas homofocales).

i tomamos circunferencias tangentes exteriormen-
te a la fundamental en el punto A—representacion
éste y el B de los extrenos del diametro en el plano
primitivo—el perfil primitivo tendra en A un punto
singular de angulo cero y envolvera—simétricamente
al eje horizontal—al didmetro 4 B.

Fijada ya una circunferencia de determinado radio
b, tangente exteriormente en A a la fundamental,
para determinar el valor de la circulacion a lo largo
de ella, igual al mismo valor a lo largo del perfil pri-
mitivo, tendran que fijarse los puntos de velocidad
nula en su contorno, de los que teniendo que ser el
uno el 4, por la razén ya indicada anteriormente,

A o

Fig, 7.»

vendré determinado el otro por la interseccién con la
circunferencia transformada, de la cuerda AC, que
pasando por A, sea paralela a la direccién de la co-
rriente fijada por su ingulo, por ejemplo, con el eje
horizontal §.

Aplicando a1 caso el teorema de Joukowski, la fuer-
za resultante vendra dada por

R = 8xpb sen § - Vo

llamando S 2 la superficie del perfil, toméandola apro-
ximadomente igual a 2 . g, resulta

R = KSVoa
siendo '

K=p-41c—g~- sen 8

S OSi recordamos el valor de K obtenido en el caso

‘anterior, vemos que ambos son de la forma general

R =p . constante - sen (B 4~ constante) .
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