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MECANICA ELASTICA

Trabajo térmico y elastico.

Las hipdtesis hechas en este trabajo, que han de servirnos de
fundamento para todo lo que mds adelante se establecerd, son las
siguientes:

1.* Un elemento de materia, no sometido a fuerza eldstica
ninguna, tiene para cada temperatura un volumen determinado.
La energia eldstica contenida en esc clemento es nula.

2.% Un elemento de materia mantenido a temperafura cons-
tante y sometido a fuerzas eldsticas toma un volumen Unico para

cada valor de esas fuerzas. Tiene también una energia potencial
eldstica iinica para cada valor de las mismas.

‘Consecuencia de estas dos hipdtesis es que para cada tempe-
ratura y cada valor de las fuerzas eldsticas un e'emento de mate-
ria tiene un determinado volumen y encierra una cierta cantidad
de energia elistica,

Llamaremos volumen propio de un clemento a la tcmpem-
tura ¢, el que a esa temperatura corresponde cuando el elemento
no su fre carga alguna. '

Siempre que el volumen sea distinto del propio que a su tem-
peratura corresponde, el elemento estd sometido a la accion de
fuerzas y posee una energia elastica determinada,

Deformacién libre.’

Consideremos primero el caso sencillo de uua fibra recta y
homogénea de maleria, de seccién » y longitud propia ¢ a la tem.
peratuara ¢°.

Sometida esta fibra a traccion simple por la accidn de dos [uer-
zas I, su longitud se convierte cn

( il F(n

~ siendo E el coeficiente de clasticidad longitudinal del malerial.
El trabajo reahmdo por las fuerzas I durante Ja deformacion

vale
P F
w—-_—f f><ch=f X 1<
0 0

en el supuesto—que siempre admitiremos—de que las fnerzas
obran de un modo gradual y lento, produciendo en cada instante
deformaciones proporciouales,

i
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Qudda, pues, caracterizado el estado de la {ibra a la tempera-
tura ¢°, sometida a traccion simple por las fuerzas #, por tener
una longitud

y una energia eldstica

(Prescindimos del pequeiio estrechamiento de la seccién tran -
versal ® que acompaiia al alargamicnto de la fibra.)
La misma fibra, a la temperatura ¢ -}- A ¢, tendrd una longi-
tud propia
LAy =1{l +a> A

siendo o el coeliciente de dilatacién longitudinal,
Al aplicarle como antes las tuerzas #, su longitud se conver-
tird en :

n +«><A¢)(1+~—-)

E o
y encerrard una cantidad do energia eldstica

s 1L+ a < A)

W' =
X

Pero, por otra parte, si se calienta la fibra de la temperatura ¢
alat - A ¢ estando ya actuando las fuerzas F7, es preciso, en vir-
tud de las hipotesis hechas, que lleguemos a un estado de equi-
librio final igual al anterior, es decir, con la misma longitud

. "
Z(l+a><At)(1—+——-E;-
y la misma energia potencial

. P +axAl)
2F0
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Durante la dilatacién las fuerzas I* realizan el trabajo

irxz[(l—kaxAz)(l_iw e ) (+
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y como la diferencia de las cnerglas potenciales eldsticas en los
dos estados es sélo o
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resulta que sélo una parte del trabajo de las fuersas B durante la
dilatacién se convierte en energla elastica. Otra parte de ese traba—
jo, que vale

FH><ax Al Felx<ax At
3 ! A —
XX e XAt Eao 2L
P ix<ax At
= [ At

se encuentra convertida en calor, es decir: ha venido a disminutr
el mimero de calorias necesarias para dilatar la fibra.

Resumicndo todo este estwlio previo de la deformacion libre
de una fibra podemos decir.

1.° Que el estado eldstico de una fibra de longitud propia ?
y seccién » a la temperatura ¢°, sometida a traccién simple por las
fuerzas I' viene definido por su longilud

¥
1
! ( + Eo )
y la cnergia eldstica;
W= ™
T 280

9.9 8i csta (ibra en estado eldstico sufre un aumento de tem-
peratura, su incremento de energia potencial elastica es s6lo

<At

2Ew

< axxAt
2F a

Y 1o ‘
FXIXap=FX1IXaXat

como en algunos Tratados de Mecdnica parece suponerse.

Deformacion contrariada.

Una fibra de materia que posee a la temperatura ¢ su longitud
propia 1, ya sabemos que 1o encierra ninguna energia eldstica.
Pero si en vez de esta longitud ¢ ticue otra

U=1(1zn)

© poseerd una energia potencial que es muy ficil el determinar.
El esfueizo unitario correspondiente a la deformacion unita=
ria A es
F
——== A X F
w
El trabajo almacenado es, por lo tanto, segin lo establecido
antes

o sca efectuando operaciones

MExox!

2 _ (1]

Esta férmula es completamente general; nos da la energia po-
tencial clﬂsbica‘conteﬁidden una fibra de longitud propia I, y sec-
cién @, que sufre una deformacién unitaria A.

JQnué . causas ‘pueden producir esa deformacién unitaria A?

_Pueden ser: 1) fuerzas exteriores F; este es el caso que antes he-
mos considerado; 2) cambios de longitud de la fibra contrariados;
3) las dos causas anteriores simultineamente.

.. Estadiemos este ultimo caso, que es el mis general. Supon-
gamos una fibra que a la temperatura ¢ tendria la lougitud pro-
pia 1. A esta fibra se la obliga a tener una longitud

o ' L2 ny).

W=
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y ademas se la somete a la accién de fuerzas, que hacen en defl
nitiva su lougitud

1(1 == ay) (1 A)
¢ Sea
(1 = A == )

depreciando el término de segundo orden A X Ap .
Esta fibra asi deformada encierra, segin la formula [1], una
energia elistica '

A=) Ewl .
: | 2]

No hay que olvidar que A; , es debido a alteraciones de longi-
tud (por cambios de temperatura, de estado higrométrico, etc.),
que no se deja que actien libremente, resultando asi deformacio-
nes forzadas; en el caso de cambios de temperatura, Ay es una di-
latacién cuando el cuerpo se enfria y no se le permite contraerse,

y una compresién cuando se calienta sin consentirle la dila-
tacion. '

W=

En cuanto a la deformacién unitaria ¢ es producida por las
fuerzas exteriores. Si es z el valor de la carga unitaria en la fibra

7%
Af =7

y la expresién de la energia potencial se convierte en

b Y Exol
W= G Ez) k. 3]

Esta férmula [3] desarrollada da

2 A2
W::—;E wlzng Xle—}———;——Ewl

[4]

expresiom general de la energia eldstica contenida en una fibra de
longitud propia | y seccion «, sometida a wna carga unitaria 1y a
una deformacion unitaria forzada Ay, .

La expresion [4] serd la que utilicemos en las aplicaciones qué.
ahora vamos a hacer de estos resultados obtenidos; en ella ef
signo - corresponde a valores deny A €D el mismo sentido,
y el signo — a valores en sentidos contrarios.

Aplicaciones.

TRACCION O COMPLEXION SIMPLE

Una pieza prismatica de seccién @ fija en sus extremos tiene
la longitud Z. '

Si la temperatura se eleva o desciende en A °, la pieza toma-
rta una longitud '

(1 e X AY
Hay, por consiguienté, una deformacion unitaria forzada

la > At

=y =

* = e« X Aot

Para hallar la energia eldstica hagamos en la- formula [4]
n =0, y resulta’ -

2> A
W= ——— E3u X
'O Sea .'
‘ 25 At '
W= T X EX 2 X!
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Supongamos la misma pieza sometida ademds a traccién o
compresién simple por la fuerza == F. La energia eldstica total es
en este caso

2
EQ1

I XaX At X 1

FLEXION SENCILLA

§ 2
2EQ

Prescindamos para este estudio de las cargas tangenciales. Su
influencia en la energia eldstica contenida en una pieza prismati-
ca de fibra media plana sometida a flexién sencilla, es en la ma~
yor parte de los casos de la prictica lo suficientemente pequeiia
para que sea permitido no tenerla en cuenta. En una fibra cual-
quiera, a una profundidad z, bajo la linea neutra la carga unita-
ria es

M

T YT
N == esfuerzo normal en la seccidn.
" M = momento f{lector.
Q == 4rea de la seccidn.
1 =— momento de inercia de la misma.
© Considerando la longitud de fibra elemental contenida entre
dos éecciones distantes entre s{ d L, el primer término de la ecua-
cidn [4] se convierte en

aQx<dl
R

(B 2 o X X s X s

1 N 2 M M2 )

Si queremos hallar el valor de este Lérmino extendido a toda
la rebanada comprendida entre las dos secciones infinitamente
préximas, tendremos que calcular la expresion

X 3"’) aQ

‘ ;Coxno la linea neutra pasa por el centro de gravedad dela

seccion
f fAdQ =1
Q
y la integral anterior resulta:

ar [ N e
i | o T

Calculemos ahora los otros dos términos de la igualdad [4],
para el caso que consideramos. Hay que admitir una cierta ley de
variacién de las deformaciones unitarias forzadas Ay en las diver-
sas [ibras y secciones de la pieza flectada.

Supongamos que en una seccion cualquiera Ay varia lineal-
mente desde A; en la fibra inferior hasta A en la superior, toman-
do el valor A, en la fibra media, cnlonces, si es ¢ Ja altura de la
seccion

a!L N“ 2N

e

N = A

A=A f—— X3

(Es preciso tener siempre en cuenta que los valores positivos
de z se cuentan.de arriba abajo.)

El segundo término de la férmula [4] para una fibra elemen-
tal se convierte en

(-——-}-Mz (0+ L b )dQ)(dL

y extendido a una rebanada elemental resulta

f () (e

Mo—A

3) a s

- ahora las venimos dando, es decir:

N=M ==

9

o sea teniendo en cuenty los valores de los integrales en s

- N —
L I-NAD + ————]
c

Por ultimo, el tercer término de la férmula [4] para una
fibra es

1 A o— A a 2 .

T(’\o --I-"—*Cw—- z) E X aQ X aL = E X ae >< ar—+ -
)‘i - }s (}i - 7‘5)’

-+ A X > 3EA QX AL A= ——5——— A A > dL

Integrando en una rebanada, se obtiene

AWEXQ (=2
5+ —— EI|dL

2¢*
En resumen: en una pieza sometida a flexion sencille y a una.
deformacién contrariada, la cnergfa eldstica contenida entre.dos
secciones infinitamente préximas, vale:

o N* M ar
_ Q+ 1 28

AExQ (; —A° i ar
D) -+ oY I

&

bo—2

= |:N Ao M —c———}zL +

Y si queremos hallar el valor de la encrgia eldstica en toda la’
pieza, tendremos que inlegrar la cxpresion anterior a todo 1o lar-’
go de su longitud L. Resulta

W= [ e xar i
=) TEa <Y ) 3E
)‘i - )‘s )‘02 N
+ | M —adL —|—f—0— E><QdL +

4 4
Moo= g\ EI
+ f(———_c )4

Esta es la expresion completa (prescindiendo unicamente del

v T
término J x . —
27, < ©Q

nos da la energia eldstica contenida en una pieza prismitica a un

tiempo sometida a flewion 1y a las deformaciones umtmzas foua
das A,

aL —{—f:\% L +

> dL ' (5]

dL, debido al esfuerzo tangencial 1) que

Tomando estas defoxmacxoucs A con la significacion que hasta
: deformaciones en la longitud
propia producidas por cambios de longitud contrariados, No' puederi
ser exactas las f[érmulas que dan para W algunos autoxcs en las
que faltan los dos ultimos términos

3 N o= A 21,11
\<Q><dL—|—f 2'dL

Y es bien evidente que no pueden fallar estos lérminos, pues,
en caso contrario, si hacemos cero las fuerzas C\xterxoxcs N =
y M = 0, y al sustituir en la férmula
W =0 !

. P L ' 'A

Pero esto es [also, las deformaciones forzadas que sufre la pieza
producen sicmpre en ella cierta cantidad de energia eldstica, aun-
que las fuerzas exteriores que originan la flexion leguen a anu—
larse.

No se llega a este absurdo con la férmula [5]; pues aunque

0, siempre subsisten los dos ultimos términos que dan
un valor distinto de cero para W, -
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Estudio de las deformaciones contrariadas en la pieza
prismatica. '

Vamos a estudiar precisamente este caso: aquel en que no
hay mids deformaciones que las producidas al impedir los cambios
de volumen.

La encrgia eldstica Wen la pieza prismdtica es entonces {for-
mula [5]).

)8 PO e L ).
o i $ .
Wy ':—‘f—é" E XX Q> dL —-}—f[‘ p '—‘—J -"-2-“ darL [()]

Observemos que en esta igualdad b, M ¥ Mg, deformaciones
reales forzadas que sulren Ins fibras, son desconocidas, pues lo
inico que podemos conocer son las variaciones de longitad que
los cambios de temperatura u otros harian tomar a la pieza, caso
de poder deformarse libremente.

Si es ) la deformacién unitarvia forzada cn un punto cualquie-
ra de una seccion, a la distancia z bajo la fibra neutra, el esfuer-
zo unitario que sulre el material en aquel punto es

A — )
ny ==13><7‘=‘=13(>‘0+"'_c—”_ ><~">

tomponiendo todos los esluerzos clementales ny > d Q en una
seccion, encoutramos para resultante de todos ellos: una fuerza
normal

A —
Nt=f‘mocm—{—f Ee 2 i =Exrx [7]
e Q

Q 4
y un par

N — A )‘i_'\s

E X, 2d Q E S dQ=pg ———— |[8
a o 3 "f"f p & p []

My ==

Por consiguiente, el estado eldstico de una pieza prismdtica so-
melida a wna deformacion contrariada es €l mismo que produciria
en cada seccidn un esfuerzo normal N; y un momento flector M,
dados por las igualdades (7] y [8].

Este resultado, por otra parte, es evidente; la dificultad no
estd en relacionar Ny y Mg con las deformaciones reales, sino con
las que tomaria la pieza de poder deformarse cou libertad.

' ~ En el caso m4as general, la pieza prismatica estard sustentada
en tal forma que resulten n reaccioncs clementales de sustenta-
cién.

Si de estas reacciones elementales no existicran sino tres, las
linicas que puede determinar la estatica, el cuerpo cambiard li-
premente de longitud en todas sus fibras al producirse el cambio,
que supondremos, por ¢jemplo, de temperatura. No pudiendo ser
ast a causa de la sustentacion hiperestilica, al contrariarse los
cambios de volumen, al mismo tiempo que las deformaciones 2,
se originan en 108 apoyos deter minadas reacciones.

Sean éstas

. Ry, R, By evven, R(k)h . R(n)t

El estuerzo normal N; y ¢l momento flector My en cada sec-
cién seran funciones de eslas reacciones, y serin funciones co-
nocidas desde el momento que se sepa la forma de sustentacion
de la pieza.

Por consiguiente, si en la ecuacion [6] ponemos en vez de
2 ¥ (M — A ) sus valores deducidos de las igualdades [7] y [8]
resulta ‘

; Ny . A
Wi =f—-—-——-2 ) aL -}«f—z—Ef dL ’ [9]
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y en esta expresion resulta también W funcion de las reacciones

(n)
vy R

’ k
R, Ry, voveny B )‘—,, A . Lo

Tomemos de estas 7 reacciones elementales, tres de ellas ar-
bitrariamente; si supouemos que las n — 3 restantes desapare:ie-
sen, el cuerpo al ocurrir el cambio de temperatura cambiaria de
forma con libertad.

El punto de aplicacién de una cualquiera de las reacciones
hiperestaticas R ¢(¥) recorreria una distancia — » & en la direc-
reccion de R ® y en scatido contrario al de esta fuerza. Para lle-
var al cuerpo a su posicion recal puede suponerse que lasn — 3
reacciones hiperestdlicas han tenido que desarrollar un trabajo,
en todas positivo, que en total vale ' '

1 n N .
W =5 2: 2% > ™
0

existiendo el coeficiente '/, por el hecho de ser, como siempre,
las acciones graduales y las deformaciones instantdneas propor-
cionales a ellas. ' o

Ahora bien, hecha la hip6tesis de que la pieza prismdtica ha
llegado al estado [inal por el proceso arriba indicado, el teorema
de Castigliauo nos dice que para una cualquicera de las reacciones
indeterminadas

(k) __ .
th(k)

rt =

Sustituyendo aqui su vez de W, su valor dado por la igual-
dad [9] resulta '

© N, dM, oM, dM,
=y o thﬁ aL +J £l Tuet“‘)

;Cémo podemos hallar ahora rt“", conocidas las alteraciones

o

" ambientes? Supongamos que los cambios de temperatura, “higro-

métricos, 0 como sean, tiende a producir cn lus (ibras ceéntrales
una deformacion unitaria 4,, y una difereucia de deformaciones
unilarias (&; — Ag ) en las libras cxiremas; estos valores de &
pueden ser constantes en todas las secciones 0 variables de una
a otra. Pero aun en este iltimo caso, ha de ser conocida esa ley
de variacion.

Aldejar al cuerpo deformarse libremente, soportado solo por
las tres reacciones elementales escogidas, tomard la misma for-
ma que le hubieran hecho tomar: un estuerzo normal fcticio

N, =E&6; X &

y un momento [lector ficticio

en cada una de‘las secciones de la pieza. . S
Por lo tanto, la deformacion en el punto de aplicacion R,
en su direccidn y en sentido contrario,serd en valor absoluto

N' /4 ' '
rt(k) =f——E—'g%‘ > N'ldL +I~E§‘ M'tdL . [11]

siendo N',y M', el esfuerzo normal y el momento flector que una
fuerza igual a 1, en el punto de aplicacién de R(®, con su direc-

_cién y en sentido contrario, proguciria en una seccion cualquiera.

Pero segin uno de los teoremas conocidos de la M‘(‘chmlica
Eldstica v ' o ’
N' al M
& IO e ¥ —_— -
! th(k) 1

th '
iR
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Por consiguiente, sustituyendo en la igualdad [11], se en-

cuentra
> dL i,
‘ £l dR,

. N’ Nt
B Il
aM,
(k3
W= i — -2 2
A f ’ dR‘l‘) ‘ f aliy .

Tgualando las dos expresiones [10] y [12] de e

0 sea

[12]

,resulta en-de-

finitiva
N, 4N, M, M, .
EQ gpk) aL +f BL gp, e +J R(u ar +
¢ A — D, aM, 0 3
e aL = <
+j ¢ anR, [ ]

Aniloga a la ecuacién [I3] podremos escribir otras n — 4

para las restantes reaciones elementales indeterminadas. Como
en estas ecuaciones, todo es funcion de

Ry, B, ....., &%, r'W,

RS
con ellas y las tres ccuaciones de la Estitica, se pueden delermi-
nar las n reacciones de sustentacidn,

Vemos, pues, cudl es el método a seguir para hallac las
reacciones de sustentacion producidas por cambios de tempera-
tura, higrométricos u otros, en una pieza prismitica hiperestdti-
camente sustentada.

No hay que olvidar que en la formula [13], 85 y (&) — A Y,

son las deformaciones que se producirian si el cuerpo pudiese aefor-
marse libremente. Bs decir, serdn positivas en el cash, por ejem-
plo, de anmento de temperatura, negstivas en el caso de eulria-
miento.

%

® ok

Una vez halladas las reacciones R'y, R''y, ....., R{™ en la pie-
za prismdtica de deformacion contrariada, son conocidos en cada
seccién N v My ; pueden, pues, determinarse los estuerzos uni-
tarios en cada punto de cada seccion, y por ende el esfuerzo uni-
tario mdximo en la pieza.

Para terminar el estudio de ésta, no queda sino ol calcular las
d-{ormaciones en los diversos puntos.

Admitiremos, como anleriormente, que se llega al estado
final por un proceso que comprende dos partes: 1) una deforma-
cién libre, con apoyo en tres reacciones elementales; 2) una de-
formacion y un trabajo realizado por las reacciones hiperestati-
cas, al volver sus puntos de aplicacién al lugar donde deben
estar.

Durante el primer periodo, en un lugir y eu una direccion y
sentido que simbolizaremos con 1, hay una deformacion

N, 7 AN’ M, A’
_fm ( a1 )‘”‘ Y e 7 )‘”’

dN, Al &
a1 )y (-7
momento flector producidos en una seccién cualquiera por una
fuerza unidad, obrando en el lugar, direccion y sentido !,

En el segundo periodo, al llevar al cuerpo a su posicidn reul,
ge.superpone a esta deformacion otra 7', que vale

- N, 'auvt th
=) Ea ( dl f )‘”‘

representado por( ) el esfuerzo normal y el
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siendo

dNu aN’, aMyN 7o,
) (41 (dl)—_(dl>

y teniendo ambos la significacién antes dicha.
En detivitiva, la delormacion total en el lugar, dircccion y

sentido 1, es
N, g AN M, dM,
£Q <'41>d‘r‘+ 1 (dl

dvt M, ,dl,
——{  =\a
+'J )‘U“ +f I\ dl )‘L

o sen sustituyendo en vez de N',y M ', sus valores en funcién

de A
dNt A — A, g odM,
o= fa S f——c—(m
dN (ZM
. f dL f ) daL

En esta ccuacion [14] no hay que olvidax el significado de las
(l\t ) ( dify )
dl ) 1
esfucrzo0 normal y momento flector en una seccion cualquiera,
producidos por uua luerza unidad obrando eu el lugar, direccién
y sentido 1, en el cual lugar, dircccion y sentido se busca la de-
formacién M.
RESUMEN,

n =14+ == )dL—I—

)dL——{—-

[14]

deformaciones unitarias A ni el de los sim lv)olos(

Resumiendo los resultados del cstudio de una
picza prismdtica de fibra media plana, con sustentac. on hiperes-
tatica, estando todas las reacciones clementales en el plano de la
fibra media (son estas suposiciones implicitas en todo el cdleulo),
vemos que al contrariarse en esa pieza los cambios de volumen

_que alteraciones de ¢® u otras tienden a producir, se originan:

1.° Reacciones Ry, R'y, vever, Be®), ool
acciones sc determinan con las tres ecuaciones (h.:
con otras (n — 3) de la forma:

N an; VA
L =
sz " +J 7l

A — 4, aM, 0
..!-... —— e ], =
Jﬁ ¢ Ry

En esta expresién Ny y M; son [unciones conocidas de las re-
acciones; &,y (4; — 44 ) son por hipolesis datos del problema.

9.2 Esluerzos clasticos en el material; se” calculan sus valo-
res unitarios una vez conocidos Ny y Mg {en funcién de R'y, R''.

, B¢® ya determivadas) por las [ormulas clisicas de Resisten-
cia de los Materiales,

3.° Delormaciones reales en el conjunto de la pieza.

En un lugar, diveccion y sentido 1, su valor cs

. _J ( AN, +f Ai: (~d£‘i )clL +

¢th M, dzl]t)
L — (=) a
fw )t \mar ) Ak
teniendo los simboelos
( ‘M't ( th
41 Y a1

las significaciones ya indicadas.

, Ry estas re-
la thzihica, N

dM ANy
- 1L + on _{-t— aL +
(¥

——— (]
aR\" 4B

Penpro Josit -Lucia,

Ingeniera de Comyines,
Madrid, Qctubre 1919. s tined,




