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Ll postulade de Evclides y las geometrias no euclidsas,

nuestros sentidos podrian revelarnos los cambios, pero si nuestro
cuerpo mismo formaba parte del sistema, si los rayos de luz y las
radiaciones sonoras, siguiendo caminos mds o menos caprichosos,
. ... vinieran también a contribuir a nuestra ilusién, en este mundo .
Conferencias dadas ante la Sociedad espadols de Matemati- . ce; AT cmmbimcte nos 1re<,(01’a comprobar l’xs mismas cons-
o . ) ¢ S pareceria compr ¢ ismas cons-
cas en la Facultad de Ciencias de la Universidad Central, ‘ ‘ ‘ ’ Pe P ¢

por D. Pedro M. Gonzélez Quijano, ingeniero de Caminos.
(coNTINUACION) (1)
1I

El primero y mas esencial de los postulados de la Geometria,
por lo menos de la geometria métrica, es un postulado que ordi~
nariamente no se formula, pero que se encuentra implicito en la
mayor parte de las demostraciones: es el postulado de posibitidad
del movimiento sin deformacién. En él se funda la definicién y la
medida de lineas y superficies, la evaluacién de los dngulos, la
comparacion, en una palabra, entre los elementos de las figuras,
comparacién _que es uno de los objetos esenciales de la ciencia.

El concepto cs, sin duda, de origen experimental y se funda
sobre las propiedades de los cuerpos sélidos. No observamos en
ellos ninguna variacién durante el reposo, y, cuando los move-
mos, la experiencia nos demuestra que al volver sobre sus apo-
yos coinciden, hasta el grado de apreciacién que alcanzan nuestros
sentidos, con sus posiciones primitivas. La igualdad de los séli-
dos, una vez comprobada, se encuentra ademds ser independiente
de la posicién en que puedan colocarse.

Estas propiedades, gl'osera'nlentc reveladas por los sentidos,
son comprobadas méis tarde por mediciones mds precisas. Al au-
mentar la precisidn, algunas divergencias se notan sin embargo;
peroson pequefias, y de ordinario explicables por fenémenos con-
comitantes cuyas leyes son conocidas y constantes.

La ciencia abstracta prescinde de estas pequeias anomalias, y
recogiendo sélo las modalidades de forma y de magnitud, elabo-
ra el concepto de sélido invariable, que es objeto propio de la
Geometria, Esta invariabilidad es, sin embargo, no lo olvidemos,
un enunciado hipotético en el que se encierran como en sintesis
las propiedades experimentadas.

Se concibe, en efecto, que 1os cuerpos pudleran variar al mo-
verse de forma y de magnitud; pero de tal modo que una y otra
propiedad, dépéndientes de la posicion, cambiasen de igual manéra
en todos los cuerpos y llegaran a verificarse entre ellos al llegar
al contacto 1guales comcxdeucms. Presentes al espectaculo todavia

(1) Véanse los nimeros 2327 y 2328.

tancias que experimentamos en el nuestro, y, prescindiendo de
diferencias inasequibles, acabariamos por llamar sélidos a cuer-
posen deformacién continua.

Cuando asi ocurriera, no por eso los seres condenados a esa
eterna ilusién dejarian de tener una geometria, que podria hasta

ser la misma nuestra si las variaciones concordantes dc los cuer-

pos asi lo permitieran, pero que nada indica a priori que no pu-
diera ser diferente. Para que tuviera lugar la identidad seria pre-

ciso todavia que se verificaran otros postulados. Se supone, en

efecto, en nuestra geometria que existen lineas que quedan com-
pletamente deLermmadas por dos de sus puntos; estas lineas son
todas iguales y puede hacerse pasar una y una sola por dos pun-
tos cualesquiera del espacio; son ademds infinitas o infinitamen-
te prolongables; a estas lineas se las conoce con el nombre de
lineas rectas.

Si una recta se mueve alrededor de uno de sus puntos, apo-
ydindose sobre una recta exterior a €1, el conjunto de todas sus
posiciones constituye una superficie, y si en esta superficie se
escogen dos puntos cualesquiera, la recta que pasa por estos dos
puntos estd toda ella contenida en la superticie. Las superficies
asi definidas reciben el nombre de planos.

8i en un plano se mueve un segmento rectilineo mantenien-
do fijo uno de sus extremos, que se llamard centro, el conjunto
de todas las posiciones del extremo libre es una linea: a esta
linea se le llama circunferencia y al segmento radio, y es posible
siempre desde cualquier centro y con cualquier radio trazar
una circunferencia.

Se verifica también en nuestra geometria que las lineas, las
superficies y el espacio mismo son continuos, es decir, que por

limitada que sea la parte que considerembs de una de estas figu- |

ras, es siempre posible separar de ella otra mds pequeila. Inver-
samente, por pequefia que sea una figura, es posible siempre,
agrupando, figuras iguales a ella y en nimero finito, llegar a en~
volver a otra figura cualquiera por grande que sea. v

A estos postulados generales cs preciso- todavia afadir el pos-
tulado de Buclides para fundar nuestra geometria.

(Son compatibles todos estos postulados? ;No existird quizds
entre ellos alguna contradiccion interna? La experiencia parece
revelérnoslo», no sélo como posxbles sino como reales: es ella la
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que nos ha inducido a formularlos. Los desarrollos 16gicos de
que han sido objeto en consecuencias innumerables y cada vez
més complicadas durante mds de dos mil afios de historia cien-
tifica, parece que deban alejar las dudas a este respecto; pero si
pudiera quedar el mds ligero temor de que la evidencia de nues-
tras intuiciones, fundada sobre engafiosas ilusiones sensoriales,
se introdujera en nuestros razonamientos aun a pesar nuestro,
alejando en cada momento la contradiccién a punto de produ-
cirse, ahf tenemos la geometria analftica que, reduciendo todas
las propiedades de las figuras a simples hechos numéricos, nos
ofrece nuevas garantias contra las imperfecciones experimenta-
les, dando entrada a los resultados en los més elevados dominios
de la humana certeza,

Todo esto supuesto, la cuestién del postulado de Euclides se
presenta a nuestra cousideracién bajo la siguiente forma: (Es
posible, es decir, es concebible que verificindose todos los de-
mas postulados en que se funda nuestra geometria, el postulado
de Euclides deje de verificarse? O en otros términos: ¢Cabe ima-
ginar una geometria no euclidea que satisfaga, sin embargo, a
los demds postulados? Porgue si la contestacién es afirmativa,
evidente es que el postulado no podrd llegar a demostrarse, y si
fuera negativa, seria porque se probara alguna contradiccién en

Festa hipdtesis, con lo cual ipso facto quedaria demostrada la
e\autltud del postnlado.

Para abordar el asunto empezaremos por limitarlo al caso de
la geometria plana o de dos dimensiones y para prescindir de con-
sideraciones intuitivas, que pudieran introducir encubiertos pos-.
tulados en nuestros razonamientos, procuraremos, por el contra-
rio, reducir los postulados admitidos a términos de geometria ana-
litica, sin que de ésta admitamos tampoco, por el momento, mis

proposiciones que las que sofi independientes de la teoria de las
paralelas.

Ya, desde luego los postulados de continuidad permiten re-
presentar el plano, cualquiera que &1 sea, por un sistema de dos
coordenadas » y ». Para formular de modo explicito el postulado
del movimiento, es preciso fijar un criterio que nos permita juz-
gar de la permanencia de las figuras, y como las figuras se redu-
cen en definitiva a puntos, lo que serd ,ecesario es un medio de
comprobar la invariancia del sistema de dos puntos, Un sistema
de dos puntos estd caracterizado en nuestra geometria por la dis-
tancia que los separa; pero esta nocién de distancia es va dema-
siado compleja. La distancia envuelve ya la nocién de medida y
en el concepto de medida est4 comprendida la comprobacion de la
igualdad, pero también Ia idea de suma. A nosotros, por el mo-
mento, con la igualdad nos basta, y la igualdad lo mismo queda-
ria satisfecha si comprobdramos directamente la de las distancias

de los puntos o la de funciones idénticas de estas mismas distan-

cias, con tal que para cada valor de la variable correspondiera
para la funcién un valor tnico, y viceversa.

Lo que en definitiva necesitamos es, pues, una cierta funcién
? (ui’ 'u"_l_l '017 v;‘)
de las coordenadas de los dos puntos, que permanezca invariable

cuando la mutua relacién de posicién de los dos puntos no varie.

Si suponemos uno de los dos puntos fijo y el otro varxable, igua-
lando esa funcién a una constante

¢ (v, a,v,0) =1 ' ’

tendriamos la ecuacién del circulo, y segin el postulado corres-
pondiente, la expresion

¢ (4, a, v, b) =¢ (uu a, vy, b)
deberd tener una significacién, cualesquiera que sean a, b y %, v,
Pero no basta que esto se verifique para que la funcién @ pue-
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da quedar en todo lo demds arbitraria. Por lo pronto-la funcién
ha de ser simétrica con relacién a los dos puutos, y como, ade-
mas, todo punto coincide consigo mismo, si esta relacién de iden-
tidad ha de mantenerse, serd preciso que la funcidén se reduzca a
una constante cuando las coordenadas de los dos puntos se iden—
tifiquen. Tampoco esto serd suficiente si se ha de conservar la
libertad de movimientos de la figura.

8i queda satisfecho el postulado del circulo, el sistema de dos
puntos podré ciertamente ser trasladado en el plano sin limita-
cién, escogiendo arbitrariamente la posicién de uno de ellos y
quedando todavia indeterminada la del segundo, que se podrd fijar
de un modo cualquiera sobre la circunferencia, que queda repre-
sentada, como hemos visto, por una ecuacién entre sus dos coor-
denadas. Cuando se trate de un sistema de tres puntos, podremos
también fijar uno arbitrariamente y otro sobre una circunferen-
cia; para que el tercer punto quede entonces en la misma posi-
cion relativa que tenia respecto de los otros dos, sus coordenadas
deberan satisfacer dos ecuaciones: el sistema serd determinado y
el movimiento serd posible.

Pero si los puntos son cuatro y hubiéramos fijado tres de
ellos en una posicién cualquiera, ya el cuarto no encontrarfa en
general sitio donde colocarse, si habia de conservar sus relaciones
de posicion primitivas con los otros tres puntos. Seria precigo sa-
tisfacer a tres ecuaciones y no contariamos para ello mis que
con dos variables. El sistema seria superabundante y el movi-
miento imposible, a menos, sin embargo, que la funcién ¢ sea
tal que asegure la compatibilidad de las ecuaciones.

Cuando asf ocurra, deberd existir una relacion que ligue a las
seis relaciones de posicién de un sistema de cuatro puntos cua-—
lesquiera del plano, y si esta condicion se verifica, serd ya posible
el movimiento de todo sistema cualquiera que sea el nimero de
sus puntos, porque cada punto nuevo bastard' referirlo a dos de
los puntos ya determinados, y siempre habrd una relacién que
asegure la igualdad de la posicién relativa del recién venido con
la que primitivamente tuviera con uno cualquiera de los puntos
yva fijos que no hayan intervenido en la nueva fijacién.

Para comprobar que esta condicién queda también satisfecha
por la funcién ¢ y determinar la relacién de referencia, habra que
formar el sisterna de las seis ecuaciones

O (u, 1y, v,) =9, @ (w, Uy v, v,) =0,,.
1) q>(u U v, V) =0, ¢ (u, e, 0,0,) =¢,,,
® (w, 1, v v)....cbm (;:(u:u‘vsv‘):q)s,d

y cuando eliminemos entre ellas cinco de las variables, nos que-
dard una ecuacién resultante que dcberd verificarse, cualesquiera

-que sean los valores de las otras tres variables que, como acaba-

mos de ver, deberdn permanecer arbitrarias. La ecuacién serd,
pues, independiente de ellas y constituird en definitiva la expre-
sién que deberd quedar idénticamente satisfecha por las seis re-
laciones de posicion de los cuatro puntos.

Si la funcién ¢ cumple también con esta condicidn, todavia
serd preciso que se verifiquen los postulados de la recta. Siello -
es posible, la determinacién de la recta por dos de sus puntos
serd ya cosa ficil. Consideremos, en efecto, de una parte, la ecua-
cién de la circunferencia que tiene por centro uno de los. puntos
¥y cuyo radio corresponda a una relacion de posicién cualquiera,
pero fija, y d€ otra, todas Jas circunferencias que tienen el se-
gundo punto por centro. De éstas habrd unas que corten a la
circunferencia fija, y otras que les sean interiores o exteriores.
Entre ambas categorias debe haber por lo menos una entre las
circunferencias: variables que tenga con la fija un solo punto co-

mun: este punto pertenecerd a la recta. Asi para cada una de las

circunferencias que tracemos como fija habrd por lo menos un
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punto de la recta y la recta determinada por este procedimiento
podrd ser considerada como tal, porque quedard determinada sin
ningin género de ambigitedad por los puntos. Definida la recta,
sobre ella se podrdn medir las distancias y desarrollar luego toda
la geometria. .

.Resulta en definitiva que todo el sistema geométrico depende
exclusivamente- de la funcién @ que se escoja para representar la
relacién de posicién de dos puntos.

El sistema de coordenadas es, en realidad, indiferente: po-
drén variar con é1 la forma absoluta de rectas y circulos, las dis-
tancias efectivas de 10s puntos, la medida verdadera de los dngu-
los; pero si se conviene en mirar como iguales dos pares de pun-
tos que tengan iguales relaciones de posicidn, si se juzga de la in-
variabilidad de las figuras por la permanencia de estas relaciones,
las coincidencias y las discordancias, las comprobaciones que, en
una palabra, se pueden pedir a la experiencia de los resultados
tedricos resultarian pricticamente las mismas en todos los siste-
mas de coordenadas. Siempre se podria considerar un individuo
ficticio y especialmente organizado para quienes esos supuestos y
esas comprobaciones fueran la 1inica verdad experimental. La for-
ma de su sensibilidad, como dirfa Kant, estaria toda resumida en
esa funcién o, '

Pero tampoco la geometria varia necesariamente porque la
funcién @ varie. Un mismo sistema geométrico puede, en efecto,
referirse a sistemas de coordenadas distintos, sin que sus propie-
dades varien, pero si variard de un sistema a otro la expresion de
la distancia y la de las distintas funciones de esa distancia que
pudieran escogerse para relaciones de posicién.

Una de las formas que puede tomar la funcién ¢ es, desde
luego :

P = (ux - u’z)e —," (v1 - vg)i

Ella expresa en coordenadas cartesianas y rectangulares el
cuadrado de la distancia de dos puntos. Adoptada para relacién
de posicién, quedarian satisfechos todos los postulados de nuestra
geometria, incluso €l postulado de Euclides. Lo mismo ocurriria
si adoptdramos, por ejemplo, el sistema polar como sistema de
coordenadas y la funcién

p=19"40"—20p, p, €0S (&, —a,)

como relacidn de posicion. Con todas estas funciones y sus ana-
logas no podriamos salir de la planimetria euclidiana; pero si del
estudio de nuestro plano pasamos al de la super(icie esférica, en~
contraremos en ella una variedad de dos dimensiones, dondeque-
dan -satisfechos los postulados del movimiento y de la continui-
dad y el postulado del circulo y donde los arcos de circulo mdxi-
mo satisfacen, aunque s6lo parcialmente, a los postulados de la
recta. En cambio, el postulado de Euclides no se verifica.

Ahora bien, si esa superficie esférica se proyecta de cualquier
modo sobre un plano, serd siempre posible calcular la distanciao
una funcién de la distancia de dos puntos de la esfera en funcién
de las coordenadas planas de sus proyecciones, y si esta funcién,
que evidentemente satisfard a los mismos postulados que la su-
perficie esférica, se toma como relacién de posicidn, de ella po-
drlamos deducir toda la geometria de la esfera o geometria de
Riemann. :

Un caso bien sencillo es aquel en que la esfera se proyecta
desde el centro sobre uno de sus planos tangentes. Escojamos
para- mas comodidad un sistema polar que tenga como polo el
punto de tangencia y calculemos el coseno de la distancia esférica
de dos puntos. ‘

Sean @ y b los radios vectores y « y 8 los' argumentos de las

proyecciones de los puntos considerados. El cuadrado de la dis-
tancia entre las proyecciones serd seglin un conocido teorema

a* = a® 4 b* — 2 ab cos (¢« — f)

Pero si aplicamos el mismo teorema al tridngulo formado por
las dos proyecciones y por el centro de la esfera, el mismo cua-
drado tendra por expresién

@ =R a®+ R+ —2 V(R +a') (R £ 0 .cosd

en la que & representa la distancia esférica de los puntos y R el
radio de la esfera.

e — T mem=~

© Pig. 1

Eliminando a d entre estas dos ecuaciones se tiene sin difi-
cultad

RE 4 ab cos (a — B)
V(R’-i—a’) (R %)
que seria, como acabamos de ver, una relacién de posicion carac-
teristica de la geometria esférica.

De ella se podrian deducir las ecuaciones de las lineas que en
la proyeccién vendrdn a representar a los arcos de circulo méaxi-
mo. No necesitamos recurrir al cilculo para saber que estas lineas
son rectas. En cambio, esta circunstancia, una vez conocida, nos
asegura cudl hubiera de ser el resultado del desarrollo analitico
que antes indicdbamos. Podemos, pues, afirmar, desde luego,
que llegariamos a la ecuacion de una recta, y esta observacién ten-
drd aplicacién muy pronto.

Hemos hecho también notar antes que sobre la superficie es-
férica son posibles todos los movimientos. La relacién de posi-
cién que acabamos de encontrar deberd, pues, satisfacer las con-
diciones que este postulado hacla necesarias, asi es que verificard
idénticamente una cierta relacién que por eliminacién podrd
deducirse de un cierto sistema de seis ecuaciones simultineas
andlogo al sistema 1)..

Otra observacién conviene también hacer. Aunque la geome-
tria definida por esa relacién de posicién es dentro de ciertos
limites la misma geometria esférica ordinaria, difiere, sin embar-
go, de ella en un punto muy esencial. Sobre la superficie esférica
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dos circulos mdximos se cortan siempre en dos puntos diametral-
mente opuestos; sobre la proyeccién los circulos maximos trans-
formados en rectas se cortan ya sélo en un punto. Se satisface,
pues, ese postulado que sobre la esfera no se satisfacia", pero para
acabar de satisfacer los postulados de la recta seria preciso que
ésta fuera infinita y eso ya no se verifica. Aun los puntos del in-
finito del plano de proyeccién quedarian, en efecto, a distancia
finita. "

Para probarlo bastard hacer ver que si unimos el polo, que
en nada se distingue de un punto cualquiera, con un punto del
infinito, el punto medio de este segmento se encuentra a distan-
cia finita. Hagamos la comprobacidn sobre el mismo eje polar y
representemos por x el radio vector del punto medio. Apllcando
la relacién de posicién tendriamos

R B o z
VR4 V(B ¥ <) (R +2%) V R+t
o bien

=

Tampoco la conexidn de la superlicie es la misma: un circalo
miximo divide a la esfera en dos partes separadas ¢ incomunica-

bles, si no se corta el circulo; en la proyeccién la comunicacién-

queda siempre abierta por el inlinito, que, como acabamos de

ver, no ¢s infinito en nuestro caso. La conexidn seria asi andloga
a la conexion del toro.

" En resumen: la geometria representada no es exactamente la
geometria esférica ordinaria, sino la segunda especie de geome-
tria de Riemann, ya sefialada por Klein, aunque la imagen por
¢ste propuesta fuera la de una radiacién de rectas, donde la recta
vendria a representar un punto de la superficic. Nuestra represen-
tacion, en cambio, es puntual y permite, por consiguiente, legar
a los mismos resultados con una menor deformacién de los con-
ceptos. Aun podria representarse la misma geomelria, conservan -
do hasfa las magnitudes, exceptuando tan s6lo las prozimidades
de una linea de corLc, sl tomamos como imagen un simple he-
misferio y suponemos la identidad de los puntos diametralmente
opuestos del circulo maximo limite,

En cambio, podriamos en la representacién que nos ocupa
conservar la conexién de la esfera y la propiedad de sus circulos
maximos de cortarse cn dos puntos, si supusiéramos al plano do-
tado de dos caras comunicables por el infinito y en la cara opuesta
recogida la proyeccién del hemisferio concavo.

De cualquier medo que sea, la recta es aqui todavia limitada -

en longitud, aunque sin extremos, y si ¢l postulado de Euclides
no se verifica, tampoco tienen lugar por completo todas las hipé-
tesis que independientemente del postulado sirven de base a nues-
tra geometria, -

No es, sin embargo, ya dificil alcanzar el resultado que bus-
camos. Si examinamos atentamente la relacién de posicién que
acabamos de estudiar, veremos que cn ella entra el radio de Ia
esfera elevado al cuadrado y constituyendo, por lo tanto, términos
esencialmente positivos; si cambidramos R® en — R? 1a expresion

~que resultara no podria ya caracterizar una geometria esférica.
;Cumple, sin embargo, las condiciones’ que exigimos a la relacion
de posicién que ha de resolver nuestro problema? Tratemos de
comprobarlo. :

La expresion de que ahora se trata es de la forma
‘ R — ab o8 (« — f)
V(& —a) (B — )

Es facil ver que satisface al postulado del movimiento. Guan-
tas operaciones se hicieran con la expresién caracteristica dc la
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esfera para llegar a la identidad final, serfa posible hacerlas con
ésta. R* en la una y — R* en la otra son simples constantes; si
encerramos la negativa con su signo dentro de un paréntesis en
nada se diferenciard para los cdlculos de la positiva; tedas las des-
apariciones de variable tendrdn lugar del mismo modo, y en defi-
nitiva la identidad a que se llegue no se diferenciard de la del
caso anterior, sino por el cambio de R* en — R,

Si tratiramos de calcular con la nueva expresién la ecuacién
de Ia recta, también llegariamos por las mismas razones a wuna
ecuacién de Ja misma forma que la antes hallada, en la que tam-
poco habria mds que cambiar R* en — R*. El cambio, como se ve,
afecta s6lo a los pardmetros y no a las variables, de modo vque si
seguimos empleando el mismo sistema de coordenadas, asi como
en el caso.anterior las rectas estaban representadas por rectas, tam-
bién lo estarin en éste.

Los postuladcs de continuidad estdn implicitamente satisfe-
chos por la continuidad de la funcién. En cuanto a los postula
dos del circulo puede haber alguna duda, porque la expresién
dejard de tener sentido o, por lo menos, significacién real, si uno
solo de los factores de la cantidad subradical del denominador
fuera negativo. Veremos en seguida cémo esta duda se des-
vanece.

Nos importa ya, por consiguiente, comprobar si la rezta en
la geometria caracterizada por esta funcién es finita o infinita. En
virtud del postulado del movimiento, que envuelve la homoge-
neidad del plano, podremos escoger para ello una recta cualquie-
ra, y escogeremos, por mas sencilla, el eje polar., Consideremos
dos puntos cuyos radios vectores sean « y b, y sea « el radio vec-
tor del punto-medio. Se le determinard por la ecuacién

R — bz

R —ax .
V(B —a¥) (R — o) V(B =6 (R* — o)
de donde sin dificultad se deduce
R(VE =9 - V)
o=

e YR —F—1 VR —a

Separando el caso singular en que @ = b, y en el que la
ecuacion de partida no es suficiente’ para determinar el punto
medio, que se confunde entonces con los extremos, la expresion
de = tiene una significacién perfecltamente definida, en tanto que
ni e ni b excedan de R; pero si uno de ellos, a, por ejemplo, se
hace igual a R, igual a R también se hace w, cualquiera que
sea b. Es, precisamente, el cardcter de los puntos del infinito.

Lo que hemos dicho del eje polar lo podiamos haber dicho
igualmente de un radio vector cualquiera. Bastarfa un simple
cambio de coordenadas. Luego los puntos del infinito vendrin
represeuntados por los de la circunferencia trazada desde el polo
como centro y con un radio igual a E. El circulo envuelto ence-
rrard, pues, todo el plano finito, y las dudas que conservdbamos
respecto al postulada del circulo se desvanecen ya completamente,
porque los puntos que podrian dar lugar a ellas se encuentran
fuera del espacio real o, por lo menos, en una regién practica-
mente inalcanzable, Desde un punto como centro y con un radio
cualquiera se podrd trazar siempre una circunferencia: la recta
que une dos puntos reales se prolonga hasta el infinito, con el
que tiene dos puntos comunes. Todos los postulados preliminares
de la geometria de Euclides estdn satisfechos. jLo estd el de las
paralelas? Evidentemente, no.

Si se traza una recta cualquiera, cortard en dos’ puntos A
Y B, a la circunferencia, limite que comprende los puntos del
infinito, un punto exterior ¢ a la recta podri unirse con 4 y
con B; tendremos asi dos. rectas, CA 'y CB, paralelas a AB, las
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dos distinlas, y encerrando en el dngulo que forman todas las
rectas del plano que, pasando por ¢, no cortan a 4B. Es el mis-
mo punto de partida de Lobachefski, obtenido a partir de hipés-
tesis en las que hemos cuidado de conservar escrupulosamente
todos los postulados distintos del de las paralelas. La comproba-
cion, pues, estd hecha. El postulado de Euclides no se puede
demostrar. Por lo menos, no se puede demostrar en el plano.

I'ig. 2.*

Del espacio hablaremos después. Pero antes nos detendremos
en algunos resultados a que conduce la nueva geometria, y que
podran aclararnos algunas de las ilusiones padecidas por los de-
mostradores del postulado. Recordemos que se ha pretendido defi-
nir las paralelas como rectas equidistantes: en el plano de Lo-
bachefski, la linea equidistante de una recta no es ya otra recta.
Vamos a verlo.

El lugar de los puntos equidistantes de dos puuntos dados
sigue, siendo la perpendicular levantada en su punto medio; este
teorena es independiente de la teoria de las Dd]‘dldﬂb Poniéndolo
en ecuacidn, se tendrd

B —bpcos (f—0)

V=3 B

y si para mayor sencillez tomamos los dos puntos sobre el eje

polar la ecuacién se reducird a
R*—apcos B R*—bpcosh
'VRe___az .'VRQ_be

Resultaria de aqui que p cos 6 es constante, o lo que es lo mis-
-mo, que la recta buscada es una perpendicular al eje polar. Las
rectas perpendluulareb al eje polar lo son, pues, también en el
esquema representativo. Levantando, pues, perpendiculares al eje
y tomando sobre ellas longitudes equivalentes, es decir, corres-
pondientes a igual relacién de posicion, tendremos la linea bus-
cada.

Para determinar la ecuacién escogeremos el sistema cartesia-
no y rectangular que tienc por origen el polo y por eje de las au
el eje polar,

Sean @ ey las coordenadas de uno de los puntos. Serd preciso
(fig. 3.%) hallar la relacién de posicién de los puntos (z, ¥) y (2, o).
Aplicando la férmula se obtiene .

R gt
Ve —a) (B = =)

Y esta expresion deberd ser constante, Hechas f4ciles reducciones
resultarfa en definitiva para ecuacién de la curva

v et =R |

es la ecuacién de uia elipse tangente al circulo-fiite o circulo
del infinito. La linea que representa no puede ser nunca una rec-

, -porque las rectas del plano son todas rectas en la represen-
tacnén
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Sobre esa elipse se alinearfan en nuestro esquema los vértices
de los tridngulos de la ligura de Legendre, que pretendia comple-
tar M. Carton. En ella quedaria inscrita la linea poligonal que
se formaba uniéndolos por rectas. Para completar la figura ten-
driamos que trazar la recta CD perpendicular a OP. Ahora bien,
por lejos que fuéramos a tomar los vértices en la recta €D, nunca
podriamos ir més allide C; si suponemos, porejemplo, que la figu-
ra se prolongard por la izquierda, y desde el punto € no se podria
llegar. a alcanzar un punto de la elipse sin haberla cortado antes
mis que cuando ese punto no traspase el limite sefialado de esta

Fig. 3.°

parte por la tangente a la elipse trazada por €. Si con los tridn-
gulos se traspasa ese limite, la elipse, y, por consiguiente, la linea
poligonal, podrd ser ya cortada dos veces; los tridngulos dejan dé
ser ya necesarinmentc esteriores unos a. otros, y como ninguna
garantia hay de que la conclusién conlradictoria aparezca antes
de llegar a ese limite, toda la pretendida fuerza de la demostra-
cion desaparece,.

Hasta ahora no hemos definido las distancias ni los dngulos:
respecto de las primeras no podemos comprobar todavia mas que
su igualdad; en cuanto a los segundos sélo sabemos trazar dngu-
los rectos, Empezaremos por estudiar como varia la distancia a
lo largo del radio vector: SpONgamos un segmento que partien-
do del polo termina en el punto de radio «: la relacién de posi-
¢idn se reduce entonces a :

R
VR —at

Si se hace deslizar el segmento a lo largo del radio vector, la
relacidn de posicion deberd permanecer la misma; sus dos extre-
mos deberdn, pues, lener recorridos equivalenles, pero sobre la
representacién sus medidas serdn distintas, y si el deslizamiento
es infinitamente pequeiio y llamamos db al recorrido del e\'tremo
1nmed|ato al origen, se deberd tener

— (@~ da) db . B
—dF) [B—(etdf] VY EB—a

V(e

Reduciendo y despreciando infinitamente pequeiios de orden
superior, se tiene tras ficiles cdlculos

R2 —q2 .
dg == T db, ’
lo que nos dice que a medida que se avanza hacia el circulo limi-
te, los recorridos esquemdticos deben ser cada vez mds pequcﬁos
hasta anularse. Si, pues, consideramos a da como constante y su-
ponemos que en las proximidades del polo, donde las proporcio-
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1es se conservaln, la represcutacion lo ¢s en verdadera magnitud,
la diferencial de la longitud clectiva del radio vector serd

d? _— ]? I_l.dd
) a“!

u

Ahora bien, si chlcularamos deutro del mismo orden de
aproximacién la relacién de posicion de los puntos del eje’ polar
que corresponden a los radios vectores « y a - da, legaria-
mos a

R —a (2 da)
V{P" — (& + da)?]| ('j_eﬁ";”;;)“)"
rlu 1 [dp 2.
_.1_|— ‘) Rz .) :1—'—-2‘("_:1%__)’

y si abora quisiéramos averiguar la magnitud verdadera de un
deslizamiento.d ¢ normal al radio vector y correspondiente a un
dngulo 4 8 sc tendrd

B2 — 22 cos (d B ald (2 g \?
TR LI T 1 - PRV e 1 + -5 ( 73"") )
dc donde
ahd@
N p— —

y si se hicier:

. ad B == da,

se ver{a que un mismo recorrido esquemitico correspondia a dis-
tintos recorridos reales, segun que tuviera lugar en el sentido
del radio vector o en sentido normal al mismo. Lu relacién entre

]
ambos recorridos és precisamente igual L-—--—» e

(I
Para las disccciones intermedias. y siempre que se trate de
recorridos infinitesimales alrededor det punto (a, 8), pedrd apli-
carge al plano de Lobachelski el teorema de Pitigorasy se podrd
tomar, por consiguicnte, para ecuacién de una circunferencia mh
nitamente pequeila con su centro cn aqucl punto,

du“"—}-a”"(lm o )zs‘* = K

representando K una constante.
A su vez, si llamamos » al recorrido esquemdtico, be tendra

da’ - a’d p* = »*
y restando de esta ecnacién la antevior, s¢ deduce

ot
R ap =" —K

Pero si se adopta un sistema de ejes coordenados rectangulares
en el que figure como eje de las « el radio vector, se tendria

ad f =1y

7,2 — .’E"" + yn
¥, en definitiva, latltima de las expresiones se reducird a

(1= )y et =

ecuacién de una elipse, en tanto que @ < R. Para a = R la elipse
se transforma en una pardbola tangente al circulo limite.

Esta elipse, especie de indicatriz, tiene su eje menor en la di-,

reccién del radio vector, Y puede servir para detcrmmar el éngulo
de dos rectas que se cortan en el punho (a, B).

" Para ello los puntos de intgrseccuﬁn de las reclas con la elipse

REVISTA DE OBRASB PUBLICAS

sc referirdn al circulo del que la elipse puede considerarse dedu-
cida por proyeccién ortogonal, y uniendo el centro con los nue-
vos puntos, se tendrd ya el dngulo en verdadera magnitud. Los
angulos rectos corresponderdn de ese modo a los ejes conjuga.dos
de la elipse.

Como la relacién de los ejes de la elipse se anula en la cir-
cunferencia del circulo limite, resulta, aplicando la construccién

. C Fig. a4

indicada, que el dngulo formado por dos paralelas es cero. En
cambio, es recto el dngulo de una recta cualquiera con la circun-
ferencia l{mite. Los dngulos en el polo se proyectan en verdadera
magnitud.

Las expresiones encontradas mas atrds para los recorridos di-
ferenciales en la direccién y normalmente al radio nos permifen
también calcular las distancias verdaderas, como igualmente el
desarrollo de la circunferencia, una vez que el radio sea cono-
cido. Vimos, en efecto, que se tenia

Redg
AP == g~

e integrando entre cero y un radio esquemadtico cualquiera, a, se

deducird

R
=5

:(R—ll-a, + R}_a)d“=-£—,log_____

De aqui puede deducirse el valor de a en ‘funcién depy <se._.
llega sin dificultad a

I
[ R e R
—e. o
a =R ” o =Rth 7
R -R ‘

Pero la relacidn de posicion correspondiente a este caso es .
R
'l/ R —g3
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y si se sustituye en ella el valor encontrado para a, se reduce a

es, ﬁues, el coseno hiperhélico de la distancia verdadera p medida
con ¢l pardmetro R como unidad.

El recorrido diferencial normal al radio vector tenia por ex-
presién

aRdp
V R=g

La longitud de la circunferencia completa sera, pues,

do =

—_— =nR

‘ P P
2naR £ -
® ,<6R — ¢ K
’V_Rz__.az

- L
> ==2 7 Rsh g

Vemos, pues, que 1a circunferencia no crece proporcionalmen-
te al radio, sino mucho mds rdpidamente. ‘
‘También crece, y con una gran rapidez, el cuarto lado de un

cuadrilatero birrectangulo e isdsceles, cuya base permanece fija y

Fig. 5.*

cuya altura crece indefinidamente. Para comprobario considere-
mos el cuadrilitero esquemdtico ABCD simétrico con relacl(’m al

" didmetro vertmal, yen el que haremos

AB=2a 0C= 0D =1 v oD = 2 6;
representaremos, ademds, por p la longitud real de la mediana y
por § la del lado CD.

Recordando que la relacién de posicién es precisamente el co-
seno hiperbélico de 8 con relacidn a R, se podrd escribir

ch<—a—~— R2—1r2cos 20
£ RE— g2

22 — 92 cos? 0+ a2
B2 — 12 ¢os? ( — g2 !

_bero como en vxrtud de otra férmula encontrada mds atrds.se

tiene

r cos 8 = R th _.1%_,, ;

llegaremos en seguida, después de ficiles reducciones, a

. 2 2 ch2 ¥
5 A2 a2 ch B
ch —5- = —mi—

& 2 — g2 cha M

Esta ecuacién nos dice que 8 crece mdeﬁmdamente con py

, que 5€ hace infinito para

| ch -t = __}_2__

(/]

i . . I
Traspasado este valor de 1, el coseno hiperb6lico de 8¢

hace negativo y 8 imaginario: cl cuadrildtero no puede ya ccrrar-

se; necesitaria para ello lados laterales mds que infinitos,

. Fig, 6.8

Y asi se comprende cudntas hipdtesis inadvertidas y arbitra-
rias se encierran implicitamente on la demostracion de Bertrand
de Ginebra que citibamos en la conferencia anterior. Si se consi-
dera, en électo, una laja formada por dos perpendiculares.al eje
polar, y a lo largo de la perpendicular al mismo eje que divide
esta faja en dos parles congrnentes se hace deslizar el vértice de
un angulo cuya bisectriz s¢ conlunda con la misma recta, es po-
sible, hasta con un dngulo nulo, legar a traspasar los limites de
la (aja, y en cambio pueden quedar encerrados en ella dngulos
cada vez mayores que pueden alcanzar los 180° y hasta acercarse
indefinidamente a los 360°.

Otra de las curiosas consccuencias de la hipdtesis fundamen-
tal de Lobachefski es la varicdad de circulos a que conduce. En
nuestra geometria euclidea tres puntos que no estdin en linea rec-
ta determinan una circunferencia: si estdn en linea recta, la recta
que los unc puede considerarse como limite de un circulo cuyo
radio aumenta indefinidamente. Es una consecuencia de que las
perpendiculares que han de determinar el centro sélo pueden o
cortarse o ser paralelas. S

En el plano de Lobachelski la mnisma construccién es aplica-
ble, porque no depende del postulado, pero en él los pares de
rectas se dividen en dos categorias: secantes y no secantes sepa-
radas por el caso limite del paralelismo. 8i, pues, las perpendi-
culares s¢ cortan, tendremos un circulo ordinario; si no se cor-
tan, la linea que determinen los tres puntos no se podrd ya lla-
mar circulo sino por éxtensién, ni se podrd gencralizar el con-
cepto sino mediante deliniciones previas.

El caso limite 'de las perpendiculares paralelas es el 'que' se
presta a una definicién mas sencilla, Cuando el radio crece sin
medida, la circunfercncia se aproxima a una forma limite que
no es ya recta, sino que constituyd una linea que recibié de Lo-
bachefski el nombre de noriciclo. Esficil determinar su ecuacién:
la de los circulos que tienen por centro un punto del eje polar de
radio vector a es

1
R2—apcos d _

V RE—pr
representando por € una constante quec dependerd del radio del
circulo.
Mientrds a sea menor que & el centro del circulo' correspon-
derd a un punto real; pero si @ == R, &l centro se aleja al infinito,
y dividiendo ambos miembros de la ecuacién por A, se Jlegaré a

R—pcoso o
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siendo X una nueva constante y representando esta ecuacién los
horiciclos que tienen por radio al eje polar.

Is facil ver que tanto una como. otra ecuacidn representan
elipses, uno de cuyos cjes coincide con el gje polar; en el primer

Pig. 7.*

caso la elipse es interior al circulo limite; en el segundo ¢s tan-
gente.

Haciendo 8 == 0, se ve ademds que el horiciclo esquematico
corta al eje polar cn el punto correspondiente a

| — g
B ez N - J -+ .]\_2..;

el radio vector del ceutro serd -
B

PE= R

y los dos semigjes
-vmenn RKz S KR
*= 1+ K2 b T

Cuando @ > R, la ecuacion

. A
fE—apeosd”

e e )

quedara satisfecha cualquiera que sea C para

p==R R——acosé=0

y si € se anulara, la ecuacién se convertiria en

R —apcosb=20,

Esta ultima ecuacién es la de una recta perpendicular al eje
y que es precisamente la polar con respecto al circulo limite
del punto del eje cuyo radio es a; la primera representa, en ge-
neral, una elipse doblemente tangente al circulo limite, al cual
toca en los puntos donde le corta la dicha polar.

Toda esta familia de lincas correspondiente a los distintos
valores del pardmetro C es normal a un cierto sistema de rectas
divergentés; estas lineas pueden ser consideradas por esta razén
como circulos que tienen por centro comun un cierto punto ideal
correspondiente al punto esquemdtico (a, o) exterior al circulo
limite. Caso particular de estas lineas es la recta polar de (a, o).
Consecuencia de esta teoria es también que todas las normales a
una recta vienen a pasar por su polo y que dos rectas que no se

L]
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cortan ticnen siempre.una normal comun, que serd su.minima
distancia y que se determinard sin dificultad uniendo los polos de
las dos rectas o trazando la polar de su punto ideal de intersec-
cion. )

También cabria estudiar en el plano de Lobachefski las sec-
-ciones cénicas, que vendrian definidas como en nuestra geome-
tria por el exdgono de Pascal, sélo que aqui las formas son mds
numerosas, porque a la variedad de la forma esquemaética se'afia-
den las complicaciones que resultan dé las intersecciones con el

circulo limite. No habrd, pues, mas que sehalar el punto que nos
Hevaria demasiado lejos en caso de un desarrollo detallado.

El estudio de las dreas es también interesante. Nos ocupare-
mos brevemente del drea del circulo y de la de los poligonos,
El area del circulo se deduce inmediatamente de la exprkeéién

(. L )’
= R* e 2R —e 2R =

=4 ]\’" sh? ‘2P“R"

Como el drea del circulo queda dividida en partes iguales por

dngulos en ¢l centro iguales, la superficie de un sector inflnite-
simal vendrd expresada por '

’ P _,..f__.)2 /i Re ( L __E_)B
wl'c"“(e PR g 2R _‘M__.’f)_ e 8R _, er/ dé

y esta expresion puede servirnos para determinar el rea de un
tridngulo rectangulo, que para mayor sencillez supondremos
-situado de modo que el vértice de uno de sus dngulos agudos
venga a estar en el origen, con lo cual este dngulo y el dngulo
recto se proyectaran en verdadera magnitud. "
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En estas condiciones el drea buscada serd

: T P\
ﬁlf (g"é'i‘a‘_e‘_ﬂ'n") 46 =

C
= R? f R-Cffo - e | V(18 =
v G\ VR = = R¥senzt

. R sen C
== R® (aIC SeN —~-—om -rn e ()

VR =
Esta expresion se puede simplificar considerablemente si to-
mamos en cuenta algunas férmulas de la trigonometria loba-

chefskiana, que vamos ripidamente a resenar. Los resultados ya
conocidos permiten escribir

b=Rthp a =Rthea

llamando «, 8y 7 a las longitudes rcales de los lados del-triin-
gulo, referidas a R como unidad, de donde

Aplicando Ja misma férmula al dngulo verdadero en B, se
tendra

b _ thy
COS B === “tha”

Pero sabemos calcular el coseno hiperbélico del lado ¢ 6 7,
el cual es

Vo a e

CoS B == «--»w.-,--_,ﬁ{,u e .
== h‘(“;; 2] . Rsen¢
a‘-’ (13‘2 _— be) ,l/ 1;2 ;-52

Vemos, pues, que el arco que figura en la formula del drea
del tridngulo es precisamente el complemento del angulo B, y
que, por lo tanto, la medida del drea serd

R ( e — B-—C)

2

Si consideramos ahora un tridingulo cualquiera se le podria
dividir en dos tridngulos rectingulos, y tendriamos entonces
para expresion del drea total

R (m—A — B — ),

por donde se ve que el drea de un tridngulo, por grandes que
sean sus lados, no podrd nunca exceder, ni aun siquiera alcan-
zar, el valor fijo mR*; esta seria la superficie de la parte de plano
comprendida entre tres rectas paralelas dos a dos. Demuéstrase
asi Ia razén de las dudas que ya asaltaban a Gauss en 1799,

8i s examinan las férmulas trigonométricas encontradas, se
verd que son las mismas que las de la trigonometria esférica, sin
mds que cambiar para los lados del tridngulo las funciones cir-
culares en funciones hiperbélicas. Las dreas de los demds poli-
gonos se reducen a la del tridngulo en la forma acostumbrada,
y siempre resultard que son proporcionales a la diferencia exis-
tente cntre la suma de sus dngulos y la del poligono cuclidiano
de igual nimeyro de lados. '

En la representacion del plano de Lobachefski que hasta ahora
hemos adoptado las rectas siguen siendo rectas, y esto permite ha-
cer intuitivos ciertos resultados pero no se conservan los dngulos,
y esto hace neceSario un mayor esfuerzo mental para compren-
der otros. Es ficil deducir de ella misma una representacién con-
forme en que esta ultima propiedad queda satisfocha, aunque a
cambio de perder la primera.

La conservacion de los dngulos supone que la escala es la mis-
ma cn todas las dirccciones alrededor de un punto, o lo que es
igual, que los circulos infinitesimales cstin representados por
circulos. Ya hemos visto que esta condicién no se satisfacia en
nuestro esquema, donde en cada punto podia considerarse una
cierta elipse, especie de indicatriz que nos servia para referir los
dngulos a su verdadera rﬁagnitud. Eslas clipses estaban orienta-
das con relacién al radio vector del punto, de tal suerte que su
cje menor estaba dirigido en la direcciéon de dicho radio. Ahora
bien, si sometiéramos cn cada punto al radio vector a la dilata-
cidn conveniente para que las elipses s conviertan en circulos,
habriamos resuelto el problema de encontrar una representacion
conforme de nuestro plano no cuclideo.

Vamos a calcular csta dilatacion y para ello representaremos
por @ cl radio vector del esquema y por r el que corresponderia
para los mismos puntos en la representacién que buscamos. La
relacion que habria entre las cscalas de las dos circunferencias tra-
zadas desde cl polo con esos dos radios vectores, y que representa-
rian Ja misma circunferencia del plano de Lobachefski, es eviden-
temente la de los radios; pero si pusamos en el mismo plano a
una circunferencia infinitamente proxima, el incremento de a estd
en una escala mds pequeiia que la de la circunlerencia con 6l

trazada, y para referirlo a la misma escala habrda que multiplicar—

lo por

1% »_ g
Bl incremento correspondiente de » debe cstar a la misma

escala que su circunferencia correspondiente, luego en definitiva
se podrd establecer la proporcién

L
. VR w
A

en la que las variables aparecen seppradas y se deja, por lo tanto,

integrar sin dificultad.
Obtiénese asi

- 1/1')”+a__«‘/:,a__‘ po

”
"}3““" - —'”’ A T:.:L“"'":”_::‘T_TT —
R VE4+ae +VE—a
Y se ve que la nueva representacion encierra también el plano de
Lobachefski en un circulo de radio doble que el primitivo. -

(Continnard,)

,



