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Para desarrollar su teoria de las paralelas, Euclides se creyo
obligado a aumentar el nimero de sus postulados con un postu-
lado nuevo: el célebre postulado V, que enunci6 en esta forma:

«Si dos rectas de un plano forman con una tercera recta de
este plano y del mismo lado de clla dngulos cuya suma sca infe-
rior a dos rectos, las rectas se cncontrardn de ese lado si se las
prolonga suficientemente.»

Desde el principio debid parecer este enunciado demasiado
complejo para ser considerado como evidente y no es extrafio que
se intentara deducirlo por via-de demostracién de los primeros
principios, cuya fecundidad 16gica habia sido ya probada con las
28 primeras proposicionesdel libro I dclos Flementos,independien-
tes todas de la verdad del nuevo postulado.

Tal vez el mismo Euclides no llegd a formularlo sino después
del fracaso de algunos ensayos de demosiracién. Indicios de ello
se ha querido ver en el lugar que el postulado ocupa en su obra,
aunque ¢ste fundamento sea un poco débil, pues la actual redac-
cién de los Elementos parece debida en parte a Theén de Alejan-
dria, matemdtico del siglo IV de nuestra era, posterior a Eucli-
des cerca de siete siglos.

Antes de esta fecha habfan empezado, sin embargo, los in-
tentos de demostracién o los ensayos, por lo menos, de prescindir
del postulado, dando distinto fundameunto a la teoria de las para-
lelas. La atencién debi6 fijarse, desde luego, en la definicion mis-

ma de paralelas, definicién negativa y, como tal, poco apta para

poder deducir consecuencias de ella. Se traté de cambiarla y ya,

en una de las obras de Herdn de Alejandria, que han llegado
hasta nosotros, se vienen a definir lag paralelas como rectas que
equidistan en toda su longitud, aunque el pasaje sea considerado
por algunos como una interpolacién debida a Posidonio de Ro-
das, que es a quien Proclo atribuye la mencionada definicién. De
Herén o de Posidonio, entre los cuales media un siglo, proxima-
mente, de distancia, la definicién serfa de todos modos un poco

anterior al principio de nuestra era, y en ella puede verse el pri~-

mer intento de que tengamos noticia positiva.

Admitida la nueva definicién, que desde luego incluia a la an-
tigua, pues es claro que rectas equidistantes no llegardn a en-
contrarse, es también consecucncia inmediata que desde un pun-
to exterior a una recta no se le podrd trazar mds que una sola
paralela, forma moderna dada al postuladopor Legendre, ¥ desde
luego suficiente para desarrollar ya la tcoria sin nuevos llama-
mientos a la intuicion.

Pero, si se reflexiona un poco, se comprenderd en seguida
que la definicién propuesta encerraba un nuevo postulado, qui-
248 mds intuitivo que el de Buclides, pero tampoco compleba-
mente evideute. Si sc elevan, en efecto, dos perpendiculares a
una recta y sobre cllas y del mismo lado se toman a partir de
aquélla longitudes iguales, determinaremos dos puntos que, a su
vez, serdn ya los neccesarios y suficientes para determinar una
recta, la cual, segin la definicién, deberd ser paralela a la pri-
mera. Se postula, pues, que todos los puntos de esta segunda rec-
ta se encuentran a igual distancia de la primera que los dos al
principio fijados.

En realidad, el postulado implicito no necesita ser tan exteii-
s0. Bastaria con que uno solo de los puntos de la segunda recta
distinto dec los dos primeros distara igualmente que éstos de la
recta primitiva, para que pudiera alirmarse lo mismo de todos
los demds puntos de la scgunda recta y para que la afirmacion .
pudiera extender para otra equidistancia y para otra rectd cual=
quiera del plano de modo andlogo determinada.

No es dificil demostrarlo. Supongamos, en electo que tres
puntos en linea recta, 4', B' y ¢', distan igualmente de una rec-
ta dada, AC.

Desde el punto C y en direccién CB tomemos una longitud
¢D = AB. El punto D serd, en general, distinto del B, y si
por D levantamos una perpendicular a AC y tlomamos sobre ella
una lorgitud DD' = cC', el punto D' pertenccerd también por
simetria a la recta A'B'C'. Aplicando la misma construccion al
sistema A'BDD', encontraremes otro nuevo punto E' de la recta
A'C' que distard de 4C tanto como 4/, B', ¢ y D', y procediendo
sucesivamente del mismo modo, llegaremos a determinar sobre la
recta AC un punto L a la izquierda o a la derecha de B que diste
de B menos que la mitad de AB, y desde el cual, levantando la
perpendicular a AC se alcance la recta A'C' con una longltud
LL' = A4',

Este punto L podrd en particular confundirse con B; pero, en
general, serd distinto, y entonces podriamos aplicar al sistema
A'ABLL' idéntico procedimiento, que en esencia se reduce a la
determinacién del miximo comun divisor de. los segmentos 4B
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Y AC. Esto supuesto .dos cosas pueden ocurrir: o estos dos seg-
mentos son incomensurables, y entonces llegareinos sobre la
recta AC a determinar dos puntos tan proximos como se quiera
y desde los cua'es se pueden levantar a AC perpendiculares que
scan entrc AC y A'C' iguales a AA', o los dos segmentos AB
Y AC son comensurables y entonces la operacidn tendrd un tér-
mino y un limite la distancin entre los pies de perpendiculares
determinados sobre AC.

En el segundo caso se podra dividir la recta 4¢, y su prolon-
gacion en segmentos ignales a la distancia limite y las perpen-
diculares ignales a A4', levantidas por los puntos de divisién,
vendrin todas a terminar sobre la recta 4'¢’, que quedard tam-
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lo en evidencia empezaremos por hacer ver que en los cuadrili-
teros tales como MNM'N' se verifica que M'N' = MN. En eflec-
to; por el punto medio m de M’ tracemos la  perpendicn-
lar mn a csta recta, que cortard en » a NN', Doblemos el plano
por mau. M' vendrd a cacr sobre Ay M'N' sobre MN; # permane-
rd fijo, y como aN' es penpendicular a M'N' y aN a MN, Ny N'
deberdn también coincidir para que desde el punto #n no =e pue-
dan bajar dos perpendiculares a una misma recta.

Probada la igualdad de los dngulos y 1a de los Indos opnestos,
el cuadrilitlero MNM'N' aparcce va con todos los caracteres de los
rectingulos euclidianos: podrd ser dividido en dos rectdngulos
iguales por una cualquiera de sus medianas, y la rciteracion de

C M N PP
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Fig. 1.*
bién dividida en partes iguales. En el primer caso, como no hay
distancia limite, las perpendiculares se podrdn trazar tan proxi-
mas como se quicra, y admitida la continuidad quedard demos
trado el tcorema,

Para lerminar la demostracién en el segundo caso, conside-
remos tres perpendiculares consecutivas. Por hipdtesis son rec-
tos los Angulos en M, en Ny en P, recta la luca M'N' P! ¢ igua-
les las longitudes arM', NN' y PP'; luego si doblamos la figura
por NN' tendremos que el punto P' caerd sobre M/, lo que im-
plica la igualdad de los dngulos &' y P' y la de los dos dngulos
en N': estos 1ltimos serdn por consiguiente rectos. Alora, si cn
vez de doblar la figura transportamos NN'P'P sobre MM'N'N, de
modo que N caiga sobre My P sobre Ny N' vendrd a M’ y P!
aN', lo que hace ver que también son rectos los dngulos en M’
yenP.

Esto supuesto, serd posible dividir cada uno de los cuadrild-
teros, tales como NPN'P', en otros dos iguales entre si y cuyos
dngulos sean también rectos. Bastard para ello trazar la recta pp'
perpendicular en el punto medio de NP.

En efecto, si doblamos el plano por la recta pp’, P vendrd a
caer sobre Ny P' sobre N'; luego los dngulos en p' serdin tam-
bién iguales, y por consiguiente rectos.

La recta pp' serd entonces igual a N¥' y a PP', porque de no
ser asi, si fuera, por ejemplo, menor, al transportar el cuadrila-
tero pPp' P' sobre el NpN'p', de modo que pP coincida con Np;
el punto P’ caerfa por encima de p' y p' por debajo de N'; las
rectas p' P’ y N'p' vendrian a cortarse en un punto, y desde ese
punto se podrian trazar dos perpendiculares a NN’ y a pp'. Ahora
bien: los nuevos cuadrildteros se encontrardn en las mismas con-
diciones que los anteriores, y serd, por consiguiente, posible,
mediante divisiones sucesivas, acercarse indefinidamente a un
punto cualquiera de las rectas MP o M'P', bastandoya, como en
el caso anterior, aplicar el principio de continuidad para que
quede demostrado el teorema.

Bastard ademds que lo hayamos demostrado para la recta

AC ypara la distancia A4’, para que quede igualmente demos—

trado para toda otra recta y para toda otra distancia: Para poner-

Fig. 2.*

estas divisiones permitird constituir en su interior una red de
malla tan cerrada como se quicra, formada por rectd ngulos igua-
les y semejantes al primitivo; red que podrd extenderse a todo el
plano y que estird {ormada por dos sistemas de rectas ortogonales
entre si y tales que, cuando dos reclas son del mismo sistema,
todos los puntos de una de cllas equidistan de la otra. Como ade-
mds la red puede girar en ¢l plano tomando nna orientacién cual-
guiera, se la podrd siempre colocar de modo que el teorema sc ve

rifique para un punto y para una recta aihitrarios.

En resumen, la definicién de !erdn o de Posidonio encierra
también un postulado equivalente al de Euclides, al que no llego
a sustituir en la exposicién tradicional de la ciencia. '

El primer ensayo de demostracion directa de ests ullimo pos-
tulado, por lo menos ¢l mas antiguo de que hoy tengamos cono-
cimiento, remonta a Claudio Ptolomeo, el célebre astrénomo y
matemdtico alejandrino del siglo II de nuestra era. No ha llegado
hasta nosotros la obra original, y sélo tcnemos la referencia de
Proclo, que podria quizd no ser completamente fiel. Ptolomeo, se-

Fig. 3.*

gun €1, habia empezado por demostrar que cuando la suma de los
dngulos internos y del mismo lado de la secante vale dos rectos
las rectas son paralelas. Si no lo fucran, viene a decir, se encon-
trarfan hacia la derccha, por ejemplo; pero entonces, como la
suma de los dngulos internos dela izquierda vale también dos
rectos, también las rectas deberfan encontrarse de cse lado v ten-
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drian as{ dos puntos comunes, 10 que estaria en contradiccién con
uno de los postulados anteriormente admitidos.

De uua manera andloga demucstra el teorema reciproco que
envolveria ya el postulado. Las rectas, dice, son tan paralelas ha-
cia la derecha como hacia la izquierda. Si en una direccion Ja
suma de los dngulos internos fuera, por ejemplo, menor que dos
rectos, lo mismo deberia ocurrir en la direccion opuesta, y los
cuatro dngulos no podrian valer cuatro rectos contra lo demos-
trado.

En realidad ni una ni otra demostraciédn son concluyeutes,
aunque el primer teorema sea cierto con independencia del pos-
tulado. Para que el primer razonamiento fuera admisible seria pre-
ciso haber demostrado antes que cl paralelismo depende precisa-
mente del valor absoluto de la suma de los angulos interncs o
externos. La verdad del primer teorema de donde verdaderamente
arranca es de que, cuando esa suma vale dos rectos en uno de los
lados, no sélo vale dos rectos en el otro, sino que son los dngulos
mismos los que son, respectivamente, iguales, de suerte quc ha-
ciendo girar una parte de la figura alredor del punto medio del
segmento de secante comprendido entre las dos rectas, se la puede
levar a coincidir con la otra parte, y entonces si serd evidente que
si las rectas se encontraran a la derecha se deberian encontrar
también a la izquierda.

Para el reciproco la misma razén no podria ya alegarse a prio-
ri. Cierto es que si las rectas son paralelas, no podrin encontrar-
s¢ segun la definicion admitida i por la derecha ni por la iz-
quierda, y ecn este sentido se podrd decir que son lan paralelas
por un lado comn por otro, pero del hecho de no encontrarse del

lado en que la suma de los dngulos sea menor que dos rectos no
puede deducirse que del otro lado la suma haya de ser también
menor, pues antes, por el contrario, es evidente que si para una
cierta suma las rectas ya no se¢ encuentran de uno de los lados, se
podrdn trazar de ese lado rectas que tampoco s¢ encueniren y
para las que la suma de los dngulos sea mayor.

La tinica conclusién que se puede, pues, deducir de la demos-
tracién de Ptolomeo cs que si €l paralelismo depende exclusiva-
mente de la suma de los dngulos internos y del mismo lado de la
secante, y esta suma es la misma para dos rectas paralelas cuales-
quiera, dich: suma tendrd que ser igual a dos rectos. Pero la alir-
macién de la hipdtesis supone admitir otro postulado que cn el
foudo no difiere del de Euclides, A

Durante la Edad Media son de notar los ensayos de Nassir ed
Din, matematico persa del siglo XII, que demuestran que aun
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se mantenfan vivas las preocupaciones que el mismo asunto inspi-

rara a los gedmetras griegos. Los trabajos de Nassir ed Dip no.. -

profundizaban, sin embargo, mucho mds en'el conocimiento de
la cuestidn, pues partin de un tridngulo cuyos dngulos sumaban
dos rectos, circunstancia que envolvia precisamente la verdad del
postulado, puecsto que el correspondicinte teorema no viene a de-
mostrarse sino de pués de establecida la teoria de las paralelas.

En el siglo XV1I, Giordano, quc adoptaba para las paralelas
o definicién de Heron y de Posidonio, llegdé por primera vez a
dewostrar el tcorema de que bastaban tres puntos en linea recta
equidistantes de una segunda recta para que lo fueran también
todos los puntos de la primera, y pocos afos después Wallis hizo
igualmente observar que la realidad del postulado cra equivalen-
te a la posibilid.d de un tridngulo semejaute a otro dado y de ta-
mallo cualquiera,

El interés crece de punto en el siglo XVIII, y especialmente
en el espacio de tiempo comprendido entre 1759 y 1800, periodo
en el cual apareccen mds obras sobre ese tema que en los veinte
siglns anterioies.

Son de citar, en primer término, en ¢l o:den cronolégico, los
trabajos del jesuita italiano Saccheri. Levantando dos perpendicu
lares iguales en los extremos de una recta, y acabando de cerrar
por otra recta la figura asi formada, Saccheri forma un cuadrild-
tero birrectingulo, cuyos otros dosangulos demuestra que han de
ser iguales entre si, planteindose en seguida las tres posibles hi-
potesis, a saber: que sean agudos, reclos u obtusos. Saccheri de-
muestra, ademds, que si una de estas tres hipdtesis se verifica
una vez tan sola, se verificard siempre, sea cualquicra la mane-
4 como se hagan variar los datos; pero pretende después estable-
cer logicamente e! postulado demostrando el absurdo de las hipé-
tesis primera y tercera, y aunque acierla al seBalar la incompa-
tibilidad de esta ultima con la infinitud de la recta, no da.contra
la primera sino-la expresién de vagas repugnancias sin solido
fundamento. La identifica~ién del postulado con la hipdtesis del
dngulo recto es, sin embargo, ya un paso importante.

Algo mis profundamente penetré en la cuestién Lambert, en
trabajo que no llegd a publicar por no haberle sulicientemente
satisfecho, y que salié a luz después de su muerte por los cuida-
dos de Juan Bernoulli. Su punto de partida, no muy diferente
del de Saccheri, es un cuadrilitero trirrectdngulo, sobre cuyo
cuarto dngulo pueden igualmente hacerse las tres hipélesis; pero
aparte de los resultados obtenidos por su predeccsor, Lambert,
llega a notar que, al contrario de lo que ocur.e en la hipétesis
euclidiana, dentro de la cual no hay medida natural en el espa-
cio y toda unidad ha de ser arbitraria, en las otras dos hipétesis,
caben en este sentido unidades absolutas, es decir, definibles por
sus relaciones con el plano a que pertenecen. Tampoco le pasa
inadvertido que la hipétesis del ing'ulo obtuso tiene su realiza-
cién sobre la superficie esférica; pero lo qde es mds notable, lle-
ga a cmitir la sospecha, prematura-para la época en que escribia,
de que la del dngulo agudo podria verificarse sobre una eslera de
radio imaginario.

Pero los trabajos que en esta via alcanzaron mis notoriedad
fueron los de Legendre. Ya en la primera edicién de sus Elementos
de Geometria intentd una demostracion directa del postulado, de la
que, poco satistecho después, hubo de prescindir en ediciones
posteriores.

Trataba de demostrar que una perpendicular y una oblicua
a una misma recta acaban por encontrarse, y al efecto razona del
siguiente modo: '

Séan BD la perpendicular y AC la oblicua y AF una nueva
perpendicular a AB trazada por el punto 4. Tomerhos un punto
Fsobre AC, y bajemos desde él una perpendicular a AB. Esta
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perpendicular debera caer en el interior del 4&ngulo CAB, porque
si cayera fuera habrfa de cortar a AE en K y tendriamos desde
este punto X dos perpendiculares a 4B. La perpendicular verda-

_ D
C

/

A G i

Tig. 5."
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dera debe ser, pues, tal como FG y el punto @ cstard comprendido
entre A y B. Si tomamos a Ja derecha de I" otro punto sobre AC y
desde ¢l bajamos la perpendicular a 45, obtendremos, por las

pertenece a un tridngulo de la otra serie. Si la suma de los dn-
culos de A BC valieramds de dos rectos, el dngulo en B de este tridn-
gulo serfa mayor que el &ngulo BCE, y como los dos tridngulos
ABCY BCE tienen dos lados, respectivamente, ignales, los terce-
ros lados tendrdn la misma relacion de magnitud que sus dngu-
los opuestos y se tendrd, por consiguiente, que AC > BE. Si esto
cs asf, por pequeiia que fuera la diferencia seria posible multipli
carla por un factor suficicnte para que la diferencia fuera mayor
que el doble de 4B, y entonces, sc tendria que la linea recta AD

" seria mayor que la quebrada de los mismos extremos ABE.....ID.

Que la suma de los dngulos no puede ser menor, creyd tam-
bién demostrarlo, pero también aqui hubo de rectificar después,
declarando no quedar satisfecho del rigor de su demostracion.
En el primer caso, sin embargo, conviene también hacer notar
que se supone la recta ilimitada y sobre todo que es la mds corta
distancia entre dos de sus puntos por lejanos que se ‘consideren
cntre si. Estas hipdtesis no se realizan sobre la superficie estérica, y
por eso puede ocurrir sobre ella que la suma de los dngulos del
triingulo valga mds de dos rectos. -+

Legendre demostré también que si hay, por lo menos, un tri-
dngulo en el que la sama de los tres dngulos valga dos rectos,
ocurrird lo mismo con otro tridngulo cualquiera. La demostra-
cién es sencilla si se recuerda lo dicho anteriormente, respecto a
las paralelas equidistantes. Sea, en efecto, ABC el tridngulo dado
cn el cual se verifica el cldsico teorema, y sea A ¢l mayor de sus
angulos: los otros dos dngulos serdn agudos y la altura AD cacrd

A C | D

Fig. 6,*

mismas razones, para pie de esta perpendicular un punto com-
prendido entre G y 3, y continuando indelinidamente estas congs-
trucciones acabard por alcanzarse o excederse el punto By la rec-
ta AC por cortar a la 8D,

La insuficiencia de esta demostracion salta, sin embargo, a la
vista. Los puntos como el @ podrian acercarse continuamente a
Bsin alcanzarlo, niaun asintéticamente por velozmente que cami-
nara el punto F sobre la recta AG. Si asi no ocurre en nuestra
geometria euclidea, es porque los recorridos de ¥y de G son pro-
porcionales; pero esto no es mas que una consecuencia de la tco-
ria euclidiana de las paralelas.

Continuando sus investigaciones y reconociendo la identidad
del postulado con el teorema relativo ala suma de los dngulos
de un tridngulo, Legendre se propuso demostrar directamente

que esta suma era igual a dos rectos. Consiguid, desde luego, de-

mostrar que no puede ser mayor; para ello, apoydndose sobre
una recta AD, construfa una serie de tridngulos iguales, cuyos
vértices no coincidentes venian a ser enlazados por rectas, que ve-
nian a cerrar otra serie de tridngulos iguales yuxtapuestos a los
primeros. Esto supuesto, consideremos uno de los vértices € si-
tuados sobre la recta AD. En este vértice se revnen tres dngulos
cuya suma es precisamente igual a dos rectos. De estos dngulos,
dos son los dngulos A y C del tridngulo primitivo; el tercero,

dentro del tridngulo y le dividird en otros dos. La suma de los
dngulos de estos dos tridngulos valdrd evidentemente cuatro rec-
tos, y como la de ninguno de cllos puede exceder de dos, dos rec-

A D

B D C

Fig. 7.2

tos valdrd también la suma de los dngulos de cada tridngulo,
Bastaria con que esto ocurriera solamente en uno, en el de la de-
recha, por ejemplo. Si hacemos girar 180° este tridngulo rectdn-




REVISTA DE OBRAS PUBLICAS 203

gulo alrededor del punto medio de su hipotenusa, le haremos to-
mar la posicién AD'C y habremos determinado un cuadrildtero
cn el que los cuatro dngulos son rectos y los lados opuestos igua-
les, Serd un rectingulo euclideo que podrd ya servir de base para
construir la red rectangular de que antes haciamos uso para pro-
bar que todas las paralelas scrian equidislantes, y en definitiva

B D E

Tig. 8.

que ¢l postulado cra cierto, y cierto, por consignicnte, que la
suma de los 4ngulos de un tridngulo cualquiera vale dos rectos.

Se habfa, pues, conseguido reducir a un aparcnte minimo el
esfucrzo necesario para acabar la demostracion que de tantas pre-
ocupaciones era objeto: bastaba encontrar un solo caso particula-
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raba. En ella se quiso encontrar la clave del enigma que hubiera
de explicar tan obstinada resistencia.

La mis sugestiva de todas las demostraciones hasadas sohre
cstos principios es la de Bertrand de Ginebra. Reducida a sus
términos mds sencillos puede presentarse del siguiente modo: Se
trata de probar que una perpendicnlar y una oblicua a la misma
recta acaban por encontrarse. Sean, por ejemplo, la perpendicular
4By la oblicua ¢D. Por el punto C tracemos la perpendicular
CE v, dividiendo en uno y otro sentido la recta 4C en longitudes
iguales a este segmento, levantemos nucvas perpendiculares en los
puntos de divisién. Tendremos asi un ntimero infinito de fajas
iguales que cubren todo el plano.

Supongamos ahora que alrodcdor del punto € llevamos suce-
sivamente dangulos iguales al dngulo ECD. Por pequello que sca
esle dngulo, agrupando un nuimero finito de cllos llegaremos a
alcanzar o a traspasar la recta inicial CE. Luego un dngulo cual:
quicra serd siempre infinitamente mayor que una faja y no serd
posible, por consiguiente, que quede encerrado en ella. Si, pucs,
las rectas A By €D sc alejan evidentemente por la parte inferior,
so encontrardn necesariamente por la superior,

Una consideracion muy sencilla podria bastar, sin embargo,
para recusar la validez ldgica de la demostracidén. Supongamos,
por ejemplo, una serie de puntos equidistantes, que sc p:rolonga
hatia el infinito por la derecha.

Counsideremos sélo en primer término los que ocupan lugar
de orden impar y sehalémoslos con los nitmeros de la serie natu-
ral, Los lngares que quedan por sefinlar pucden ser también nume-

rados uno si y otro no, empleando igualmente los ntimeros de la
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TMsimo, pero en es¢ caso parecian refugiarse todas las dificultades
que empeiiados combates no habian hecho mas que alejar de trin-
chera en trinchera.

En situacién al parccer tan desesperada intentd recurrirse por
algunos a un remedio heroico. Los brillantes triunfos del cdlculo
infinitesimal habfan familiarizado con la idea del infinito, cuyos
peligros no se conocian todavia bien, y cuya fecundidad se exage-

“misma serie. Los lugares no sefialados todavia pueden ser objeto

nuevamente de igual numeracién alternativa, y la operacién po-
drd prolongarse indefinidamente, porque siempre quedard un
mimero infinito de lugm'es por selialar.,

Pero si de primera intencién los hubiéramos por su orden
numerado a todos, hubiéramos empleado los mismos nimeros que
en una sola de lag series. Estas aparecen asi igualmente numero-
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sas cntre s y con la total, y, sin embargo, como son en nimero
infinito deberdn ser, razonando de modo andlogo al de Bertrand,
infinitamente pequenas con relacién a aquélla. Y es que hay una
contradicciéon fundamental en pretender medir el infinito, porque
medir es definir y no se puede definir lo que es por definicion in-
definible.

Ahora bicn, si intentamos dar a la demostracion de Bertrand
una forma delinida, en seguida observaremos que el ylano total a
que alude tiene distinta generacion cuando se le supone formado
de fajas y cuando se le supone dividido en dngulos. Eno el primer
caso es una especie de reckingulo que se alarga y se ensancha sin
medida, cn el segundo cs un circulo cuyo radio crece indefinida-
mente. Ambas concepciones son precisas para ¢ue en la una sean
iguales las fajas o para que lo sean los dngulos en la otra. Sin
llegar al limite la comparacidn no es posible y al lmit+ sélo se
llega por un salto en las tinieblas que pretende resolver, cerrando
los ojos, esta especie de cuadratura del circulo.

8i consideramos, cn efeclo, una de las circunferencias finitas
las fajas no son ya ni iguales ni infinitas en mimero, y e' dngulo
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puede, sin contradicién, quedar contenido entre dos perpendicu-
lares. Si todavia, y a pesar de esto, la demostracién de Bertrand
sigue haciendo mella en nuestro espiritu, es porque, mds o menos,
inconscicntemente, admitimos que las 'perpendiculares se mantie
nen cquidistantes entre si y que las centrales acabardn por inter-

- ceptar sobre la circunferencia arcos sensiblemente iguales a esa

cquidistancia, mientras que los dngulos, dividiendo siempre a la
circunlerencia en partes iguales, van separando sus lados cada vez,
mds sin limite alguno, y por e¢so cuando lo vemos comprendido
todavia en la faja, nos vemos inclinados a exclamar: (ﬁi'olongad
el radio si no es suliciente todavia! jSeguid, seguid prolongando!
Al fin vencerd el inlinito. No es otro inlinito el que lucha contra
él: s una cantidad finita, determinada, constante, y ésta al fin
serd traspasada,

Pero st supiéramos que las perpendicularcs van también di-
vergiendo, como seria ¢l caso en la hipétesis del dngulo agudo de
Saccheri o de Lambert, ya aquella fuerte conviceidn vacila; nues-
tras ideas sc nublan de nuevo, las dos divergencias nos confun-
den y entra en nosotros la duda de si no podrd conservar y aua
aumentar su venlaja la perpendicular que desde el principio tomo
la delantera. Mas tarde veremos como esto puede ocurrir; por de
pronlo nos limitamos a comprobar como la demostracion de Ber-
trand se desvauece.

Al mismo orden de ideas responde una de las demostraciones
propuestas por Schum cher a Gauss.

Consideremos un tridnguelo, venfa a decir, y un circulo de ra-
dio infinito que tenga su centro en su inlerior o cn sus proximi-
dades. Prolonguemos los-lados del tridngulo hasta que corten a la
circunferencia. La recta trazada desde uno de los vértices del

tridngulo hasta un punto de la circunferencia puede ser conside-
rada como un radio, porque no diferird d'el radio verdadero de
cse punto sino en una cantidad infinitamente pequcl’m en Corhpa—
racion con dicho radio y despreciab'e por consiguicnte. Cada n
gulo del tridngulo tendrd, pues, por medida el arco comprendido
entre sus lados, y como evidentemente los tres arcos cubren una
semicircunferencia, la suma de los tres dngulos valdrd dos rectos.

No parece haber aqui un salto brusco al limite. Se siente que
la hipétesis ha de ir realizindose a medida que cl radio aumenta,
cada vez con mas precisién, pero si se examina atentamente el
razonamiento, se verd que estd implicito en él el supuesto de que

ig. 11,

al crecer el radio y con ¢l la circunferencia, la derivada de la cic-
cunlerencia con relacién al radio no crece indefinidamente, porque
si creciera asi, ya los segmentos finitos dejarian de ser desprecia-
bles, porque,al ser multiplicados por una cantidad infinita podrian
hacerse comparables al radio .y deber ya ser tomados en cuenta.

Esta demostracién de Schumacher habia sido sustituida por
¢1 a otra que en primer lugar habia propuesto, y que en definiti-
va se reducia a comprobar que en un tridngulo infinitamente
pequeio la suma de los dngulos vale dos rectos. Si se pudiera
demostrar que esa suma habia de ser constante, con esa compro-
bacién bastaba; pero de no ser asi, es insuficiente hasta para dar
el punito de apoyo que exige el teorema de Legendre, porque éste
supone esencialmente que el tridngulo haya de ser finito. Por
otra parte, Lambert habia ya demostrado que tanto en la hipé-
tesis del dngulo agudo como en la del dngulo obtuso, el drea del
tridngulo era proporcional a la difercncia entre dos rectos y la

. suma de sus dngulos; no era, pues, extrailo que luera igual a dos

rectos la suma de los dngulos de un tridngulo nulo.

Bl fracaso de lantas tentativas, acometidas por hombres de
alta mentalidad, habia acostumbrado a la idea de que la demos-
tracion pudiera ser imposible y de que el postulado no fuera con-
sccuencia forzosa de los demds postulados y axiomas anteriores;
pero aceptando la nccesidad de algin nuevo priacipio, se queria
encontrarlo tal que apareciera con un mayor grado de evidencia
que ¢l propuesto por Euclides. Carnot creia encontrarlo en la
aceptacién como evidente de la posibilidad de la semejanza geo-
métrica. «La tcoria de las paralelas—dice —se enlaza con una
nocién primera que me parece ser casi del mismo grado de clari-

~dad que la de la igualdad perfecita o de la superposicidn: cs la

nocion de semejanza, Entiendo que se puede mirar como un prin-
(:ipio de la mayor evidencia que lo que existe en grande, como
una bola, una casa, un dibujo, se pu;dé hlacef en pequeiio y reci-
procamerite. » Pero asi expuesta la idea era un poco vagappreci-
sarla ecquivalia a dar comeo evidenles la proporcionalidad o la
igualdad de los angulos, y esto debia parecer un poco fuerte a los
que negaban la evideneia al postulado de Euclides.

También en este camino nos ha dejado Legendre uny de-
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mostracién ingeniosa del teorema de la suma de los dngulos del
tridngulo. Su explicito fundamento es el principio de homoge -
neidad, Un tridngulo, viene a decir, queda completamente deter-
minado cuando se conocen uno de sus lados y los dos dngulos
adyacentes al mismo, luego el tercer dngulo se podrd conocer con
completa exactitud en funcién de aquellos datos. Habrd, pues,
una cierta relacién que ligue a los tres angulos y a un lado; pero
si se toma como unidad de dngulos el dngulo recto, los dngulos
estardn ya representados por nimeros en' la [drmula, micntras
que el lado serd una magnitud concrela, que para que la rela-
cién se verifique deberd desaparccer de la expresion, en la cual
no entrardn, por consiguicnto, ya mds que los tres dngulos.
Siguese de aqui que cuando dos dngulos sean conocidos, el
tercero lo estard también, y ya esto basla para demostrar el tco-
rema, en primer lugar, para el caso del tridngulo rectingulo. Si
desde el vértice 4 del dngulo recto hajamos, cn efecto, una per-
pendicular sobre la hipotenusa, sc tendrd que el &ngulo CAD serd
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igual al dngulo en B, yel dngulo DAB al dngulo en C; luego los
dos dngulos agudos de un tridngulo rectdngulo suman un recto.
81 supouemos después un trisiingulo cualquiern se podrd dividir
en dos tridngulos rectingu’os por una perpendicular trazada sobre
el lado mayor desde el vértice del mayor de sus dngulos y la de-
mostracidn se terminard ya sin ninguna dificultad.

Si tratdramos de resumir el ambiente mental que todos cstos
ensayos revelaban, observariamos, desde luego, que en todos ellos
late el supuesto 'de que el espacio, realidad sustantiva o siste-
ma de relaciones, constituia una cosa necesaria cuyas leyes ni
dependian de nuestro arbitrio ni aun de la soberana omnibobem
cia de Dios. Eran dictados de una razén eterna a la que ninguna
inteligencia se podia sustraer, una vez que le hubieran sido reve-
ladas por la intuicidén,

Partiendo de esta concepcion, no cabia sino que el postulado
de Euclides fuera una proposicion verdadera o falsa, pero nunca
una hipdtesis légicamente indiferente. Al procurar demostrarlo,
no se dudaba de su exactitud; se intentaba so'amente reducirio a
los demds axiomas y definiciones, en los que se suponia que esta-
ban encerrados todos los elementos de nuestra intuicién. Por eso
vemos a Saccheri, a Lambert y al mismo Legendre llegar a re-~
sultados qhe deb:an haberlos ya conducido, sin grandes esfuerzos,
como veremos luego, a la solucién del enigma y retroceder, sin
embargo, como espantados, tratando de convencerse a si mismos
con {itiles razones de‘]as preocupaciones de su pensamiento, ce -
gados sus ojos por la claridad intensa que de repente se alum-

braba en su camino. jExtraita fuerza de la costumbre! jInfluen-

cia enorme del sentir comiin, en el que mids 0 menos conscicnte-

4

mente descansa la mayor parte de nucstras creencias, fuertemente
adheridas o su apoyo como aplastadas bajo la enorme pesadumbre
de los prop’os y ajenos prejuicios!

Para dentro de ¢se ambiente rechazar por completo el postu-
fado de Euclides y fundar un nuevo sistema geométrico se nece-
sitaban alientos de genio, pero también una voluntad de gigante.
Gauss, con toda su cnorme autoridad, temblaba. El caso es curio-
s0 y elocuente. Desde sus primeros anos, Gauss s¢ preocupaba de
encontrar un sélido fundamento a la ciencia geométrica, y cstas
preocupaciones las comunicaba a su camarada de estudios Woll-
gang Bolyai, también interesado en la misma custidn, y padre
que fué del otro ctlebre matematico que con Lobachelski com-
parte la gloria de haber dado vidy a la nueva geometria, Gaussy
Bolyai eran proximamente de la misma edad. Bolyai tenia sélo
dos aflos mds. Una fuerte amistad ligd toda su vida a estos dos
hombres que habfan llegado a conocerse y a intimar en la edad
en que nacen los mds purus y desintercsados afectos.

Tn 1799 contaba Gauss veintidés abos de edad y escribia a su
amigo contestando a olra carla suya:

«Siento mucho no haber aprovechado nuestra anterior proxi-
midad para conocer mejor tus trabajos sobre los primeros [unda-
mentos de la gecomelria; me hubiera ciertamente ahorrado mucho
trabajo inutil y estaria mds soscgado que puede cstarlo cl que
como yo tanto ambiciona cn esa materia. También yo llevo mis
trabajos bastaute adelantados (dado el poco liempo que me dejan
libre mis heterogéneas ocupaciones); sélo que el camino por mi
segnido me conduce, mds bien, que al objeto que se desca y que
ti aseguras haber alcanzido, al contrario, es decir, al de hacer
dudosa la verdad de la gecometria., He llegado cn este punto a
una situacion tal que lo que la mayor parte de las gentes lienen
por demostracion vilida a mis ojos se reduce a pada; por cjem-
plo, si se pudiera demostrar que es posibleun tridngulo rectilineo
cuya drea sea mayor quc una superlicic dada cualquicra, podria,
a mi vez, demostrar completa y rigurosamente toda la geometria.
[.os mds considerardn tal cosa como un axioma, yo no; porque €3
muy posible que por lejos que se supusicran entre si en el espa~
cio los tres vértices del tridngulo, el drea quedara, sin embargo,
siempre por debajo de una determinada cantidad. Teorcmas como
este lengo muchos; pero en ninguno encuentro nada satistacto-
rio. Haz que tu trabajo sea pronto conocido; no recogerds por 6l
ciertamente las gracias del gran pub'ico (al cual también perte-
nece alguno que es lenido por hiabil matemadtico), pues cada vez
me persuado mas de que el numero de los verdaderos gedmetras
es excesivamente pequeiin y de que la mayor parte de las dificul-
tades de tales trabijos no pucden juzgarse ni aun comprenderse;
pero de seguro recibirds las gracias de todos aquellos cuyo juicio
pucda serte efectivamente estimable.»

‘n en esa carta se observan sulicientes indicios de qae Gauss
estaba en el camino de la verdad, y al mismo tiempo un
vago rccelo del clecto que sus trabajos pudieran producir en
el publico, ain matemgtico. Su juicio se alirmé con el tiempo, y
también sus desconfianzas, En 1817 cscribia a Olbers diciéndole:
«Cada vez se alirma mds mi convencimiento de que la necesidad
de nuestra geometria no puede ser demostrada ni por eutendi-
mientos humanos ni para el entendimiento humano. Quizds pue-
da serlo en otra vidi, con otra percepcion de la esencia del espa-
cio que actualmente es inaccesible para nosotros. llasta enton-
ces no debia ser considerada la geometria como la aritmética
ciencia pura, y a priort, sino scr colocada en el mismo rango que
lJa mecdnica.....» Y al aflo siguiente contestando a Gerling, que le
habia consultado, le decfa: «Me alegro de que tengdis el valor de
expresaros como si reconocierais la posibilidad de que nuestra
teoria de las paralclas y toda nuestra geometria fuera falsa; pero
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las avispas, obligadas a salir de su avispero, os volardn a la cara».

Tenfa ya Gauss cn esta fecha cuarenta y un aflos, era ya su-
ficiente v favorablemente conocido en el mundo cientifico y no
osaba todavia publicar por entero sus pensamicntos, a los que
s6lo hacia algunas alusiones en el seno de la intimidad. En el
mismo estado de espirita le encontramos once aibos mds tarde.
En 1829 escribe al célebre astrénomo Bessel:

«Mi convencimiento de que no podemos fundar completa-
mente a priori la gecometria se ha hecho, si cabe, aun mds fuer-
te. No llegaré, sin cmbargo, todavia en mucho tiempo a publi~
car del todo mis muy extensas investigaciones sobre.la materia,
y quiziis esto no sea en mis dias, porque temo el griterio-de los
beocios si expresara por completo mi opinidn.»

De 1831 es su correspondencia con Schumacher a propésito
de las demostraciones por éste propuestas para el teorema relativo
a la suma de los dngulos de un tridngulo. En ella se encuenira
ya la denominacion de geometria no euclidea y la cita de deter-
minados resultades que demuestran su pleno conocimiento del
asunto. En una de esas cartas se expresa de este modo:

«Desde hace algunas scmanas he comenzado a poner por es-_
erito algunos resultados de mis propias meditaciones sobre esta
maleria, que renmontan en parte a cuarenta aios y de las que no
habia nunca redactado nada, lo que me ha forzado tres o cuatro
veces a volver a empezar todo el trabajo en mi cabeza. No querria,
sin embargo, quc todo esto pereciera conmigo.»

No parece, sin embargo, que se apresurara mucho por reali-
zar esle proposito, y cn todo caso no publicé nada antes de 1846,
en que ya le-eran conocidos los trabajos de Lobachelski, segun
sc desprende de carla de aquella fecha escrita a Schumacher, re-
comenddindosclos. En clla le dice:

«Usted sabe que desde hace cincuenta y cuatro afios compar-
to lus mismas convicciones, sin hablar aqui de ciertos desarrollos
que han recibido después mis ideas sobre este asunto. No he en-
contrado, pues, en la obra de Lobachefski ningin hecho nuevo
para mi; pero la exposicién es completamente difercnte de la que
yo habia proyectido, y el autor ha tratado la materia de mano
macstra y con verdadero espiritu geoméirico.»

“inco afios después, Wolfgang Bolyai, dando cuenta del juicio
que a Gauss habian merecido los trabajos de su hijo, decia:

«..... de Gotinga escribié el matemdtico gigante que desde
lus elevadas cimas abraza con su mirada desde los asbios hasta
los profundos abismos, que estd cncantado por ver hecho lo que
61 habia emprendido para dejarlo entre sus papeles.»

De este modo Gauss hubo de renunciar a la gloria de sus
descubrimientos y a Ja publicacién de unos trabajos que le pre-
ocuparon durante toda su vida, por el temor, quizds excesivo, al
severo y desconsiderado juicio de sus contempordneos, coalen-

' tdndose con dar su completa adhesion a los escritos de investiga-

dores mds audaces, cuyas obras tal vez hubicran encontrado aten-
cidn mds propicia y difusién mds rdpida si ¢l se hubiera atrevido
a tomarlas puiblicamente bajo su patrocinio. Hasta tal punto con-
sideraba hostil la opinién de los centros de mayor cultara ma-
temdtica de Ja época contra un tan trascendental cambio de valo-
res de los conceptos geométricos. La revolucidn que suponia la
nueva geometria en el mundo del pensamiento era, en efecto,
s6lo comparable al descubrimiento de América en lo geografico o
al sistema heliocéntrico en la councepeidu-del Universo.

Al fin la luz asomd por Oriente. En aquella Rusia casi bir-
bara, y en los lejanos confines de la Transilvania, dos hombres
estudiosos y geniales, sin conocerse mutuamente ni comunicarse
su pensamiento, llegaban a conclusiones idénticas, lds mismas
que habian surgido poco antes en el poderoso cerebro de Gauss:

‘el uno era el ruso Nicolds Lobachefskij el otro el hungaro Juan

Bolyai.- Ambos seguian desde sus retiros e! movimiento de la
ciencia de Occidente; pero protegidos quizds por la distancia del
influjo demasiado aplastante de la autoridad y del medio, pudie-
ron dar rienda suelta a su inteligencia sin verla constreiiida ni
por barreras arbitrarias ni por preceptos de dudosa legitimidad.

Lobachefski publicé sus primeros trabajos en el Correo de
Kazan en 1829, y mds tarde, y con mas extensién en las Memo-
rias de la Universidad de dicho punto, en los ailos de 1830
a 1838, I3l mismo. reconoce que no llegd a interesar a sus com-
patriotas, y tal vez buscando publico mds numeroso e intel'i'gente
publicéd un opisculo en alemdn en 1840 con el resumen de sus
investigaciones, que continud hasta poco antes de su muerte, ocu-
rrida en 1856. '

Lobachefski prescinde del postulado y da una definicidn posi-
liva de las paralelas; la paralela es para €1 el limite de la posicién
de una recta que, pasando por un punto, corta a olra recta en un
punto que sc alcja sobre ella indefinidamente, Esto supuesto, el
punto movil puede alsjarse por la derecha o por la izquierda, y
ninguna razén hay a priori para que en uno y otro caso se llegue
a la misma posicidn limite de la secante. Habrd, pues, en gene-
ral dos paralelas a una recta, las cuales formardn entre si un
dngulo enlre cuyos lados estarin comprendidas todas las demds
rectas que no llegan a cortar a la recta fija. Tomando este punto
de partida, Lobachefski le desarrolla con todas sus consecuencias
sin llegar a ninguna contradiceién, y afirma que no habrdn de
encontrarse.

Los trabajos de Juan Bolyai o se phblicaron hasta 1832 como
apéndice al segundo tomo de una obra de su padre. Aunque
coincide sustancialmente en los puntos de vista con Lobachefski,
su labor publicada no es tan extensy, y como ademds su publi-
cacién fué posterior, se suele atribuir a Lobachefski el principal
mérito del descubrimiento. *

Casi olvidados habian quedado estos trabajos cuando Riemann,
en s Memoria sobre las hipdtesis que sirven de base a la geo-
metria leida en 1854 en la Sociedad filoséfica de Golinga, volvio
a llamar la atencion sobre el tema afiadiendo puntos de visla
nuevos. «La observacion nos enseila —dice —con una gran certeza
que el espacio real es no infinito, sino ilimitado». Y de aqui
deduce la posibilidad de una nueva geometria distinta de la de
Euclides y de la de Lobachefski, y andloga en un todo ala geo-
metria esférica con la que se confundiria para la geometria plana
y de la que seria una géneralizacién extendida al espacio dc tres
o mds dimensiones. En la geomelria de Riemaunn no hay parale-
las, dos rectas se encuentran siempre y la suma de los dngulos
de un tridngulo es mayor que dos rectos.

La Memoria de Riemann no se publicé hasta 1867.

En 1866 se habia publicado en Francia la primera traduccién
del folleto alemdn de Lobachelski debida a los cuidados de Hotiel,
el sabio profesor de la Facultad de Burdeos, que en 1868 presen-
t6 también al publico francés el trabajo de Bolyai. Este habia
sido en la misma fecha dado en italiano por Battaglini, y la
publicacién de todos estos trabajos consigue renovar el interés
por el asunto. De este mismo afio de 1868 es una Memoria de
Beltrami, publicada también en el Giornale di Matematiche, de
Battag'ini, en la cual vienen a confirmarse los resultados obteni-
dos por Lobachefski y por Bolyai, dindoles una interpretacion,
por lo menos, parcial dentro de la misma geometria euclidea.

«En estos 1ltimos tiempos—empieza diciendo Beltrami—cl
ptiblico matemdtico ha comenzado a ocuparse de algunos nuevos
conceptos, 1os cuales parecen destinados, caso de que prevalezcan,
a cambiar profundamente toda la urdimbre de la geometria clisi-
ca». Reconoce en seguida que no son de fecha reciente, y, des-
pués de recordar la plena adhesién de Gauss a las nuevas doctri-
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nas, trata de justificar su propio trabajo en estos términos: «Guan-
do tales tentativas se presentan como fruto de investigaciones con-
cienzudas, y de convicciones sinceras, cuando ellas encuentraun el
patrocinio de una autoridad imponente y hasta aqui indisputada,
cl deber de los hombres de ciencia es discutirlas con animo secre-
1o, manteniéndose igualmente lejanos del entusiasmo y del des-
precio»,

Parecia no quercr entregarse al primero para prevenirse con-
tra el segundo.

El punto de partida de Beltrami eran las analogias evidentes,
ya notadas de anliguo por los geémetras entre la geometria de la
cslera y la geomelria plana, y que si no iban mds lejos era por-
que en la esfera se presentaban casos excepcionales en que el arco
de circulo miximo no quedaba determinado por dos de sus pun-
tos. Razonando por analogia, Beltrami se habia preguntado si no
seria posible construir alguna superlicie en la que sustituyéndose
las rectas por geodésicas vinieran a realizarse ios mismos teore-
mas de la geometria de Lobachefski. Se explica que estas aproxi-
maciones no se hubieran ocurrido antes, porque ¢l conceplo de su-
perficies flexibles y aplicables una sobre otra apenas si hahia lle-
gado a ser familiar entrc los matemditicos, y sospecha que la re-
presentacion que persigue pueda encontrarla sobre las superficies
de curvatura constante negativa. La Memoria estd deslinada a
comprobar la hipdtesis, la cual queda confirmada hasta donde es
posikle.

Con la Memoria de Beltrami quedaban disipadas las ultimas
dudas que hubieran podido quedar sobre la coherencia légica de
la nueva geometria, Mientras las conclusiones s¢ habian acumu-
lado a parlir de postulados imaginarios sin representacion sensi-
ble, la ausencia de contradiccion no satistacia por completo al es-
pivitu, porque siempre podia quedar el temor de encontraria mas
adelante. Ahora ya la geometria de Lobachefski, en su parte plana
por lo menos, era referida a la misma geometria de Buclides. Si
ésta era, pues, verdadera, también debia serlo aquélla; la contra-
diccién no encontrada no podia presentarse jamas.

Hasta la publicacion de las traducciones antes ciladas la cues-
tién ¢n Francia y en Bélgica se encontraba en el mismo estado de
adelanto en que la dejé Legendre. Algunas tentalivas se habian
liecho para completar su trabajo, pero en todas ellas 1o se aspi-
Ta a otra cosa que a demostrar el postulado encuya necesidad 10-
gica se sigue creyendo. Pueden citarse los nombres de Lamarle,
de Gergonne, de Tilly. Este ultimo, que mas tarde habia de con-
tribuiral progresode las nuevas teorfas, intentaba todavia en 1860
demostrar el tecorema relativo a la suma de los dngulos de un
tridngulo razonando como siesta suma ya, seglin Legendre, no
mayor que dos rectos, tuviera un limite minimo desconocido a
priori, pero diferente de cero. Con razén habia podido decir
Hotiel en el prélogo de su traduccion del trabajo de Lobachefski:
«A pesar del gran valor de estas invesligaciones, ellos no han
atraido hasta aqui la atencién de ningin gedmetra».

La vulgarizacién intentada por Hoiiel no produjo tampoco
ofectos demasiado inmediatos; 10s ensayos de demostracion siguie~
ron presentindose Y aun forzaban las puertas de la Academia de
‘iencias de Paris: un ejerhplo altamente significativo nos lo va a
probar. Presentose a la Academia en 1869 una de estas pretendidas
demostraciones imaginada por M. Carton. La nota titulada «Nuevo
medio para disipar la dificultad de la teoria de las paralelas» se
presenté segin los Comptes Rendus en la sesién de 5 de julio y fugé
enviada por la docta Corporacion a la Seccidn de Geometria. Tocod
a Bertrand ser ponente del informe, no al Bertrand de Ginebra
de que antes hablibamos y que habia muerto ya, sino al célebre
matéemadtico y académico cuyas obras consultamos todavia y algu-
nas de las cuales nos han iniciado en los métodos de la Ciencia.

Bertrand di6 lectura a su informe en la sesién de 20 de di-
ciembre y, entre linas ironias y alabanzas un tanto desdehosas,
expresa en la parte preliminar de su trabajo ¢l juicio que le me-
rece la geometria de Lobachef-ki. Dejémosle la palabra.

«Ningtn gedmetra desde Buclides ha concebido dudas serias
sobre el valor de la suma de los dngulos de un tridngulo; un pos-
tulado es necesario para probar que es igual a dos angulos rectos;
pero la evidencia de este postulado permite a los espiritus de hue-
na fe aceptarlo como un axioma, y los dialécticos ansiosos de dis-
putar, no de instruirse, son los unicos que pueden recusar Su
evidencia.

»llemos de conlesar que nunca nos ha parecido muy necesa
rio ¢l reducirlos al silencio; la gecometria conservaria, en efecto,
ann después de cste éxilo, dificultades mucho mds insolubles; la
pretension de hacer reposar la ciencia sobre el razonamiento solo,
sin hacer intervenir en €1 el sentido intimo relativo a las ideas
de espacio, parcce absolutamente quimérica; la cvidencia, higa-
se lo que se haga, dcbe ser invocada; ¢s solamente sobre ella so-

pre la que pucden reposar las ideas primeras de linea recta y de -

plano. Un sér organizado de olro modo que nosotros, y privado
de este sentido comin gue se invoct & veces sin decirlo explici -
tamente, podria poseer las fcultades de razonamicnlo mids des-
arrolladas, sin llegar a ser capaz de cstudiar la geometria de
Euclides, donde la 18gica le mostraria claramente lagunas que Ia
clara vision de los primeros principios no podria colmar para cl.

»La demostracion del postulado de Buclides uo hastaria, pues,
para cambiar el cardcter l6gico y el grado de certeza de los estu-
dios geométricos. ¢Bs preciso deducir de aqui que carezca de in-
terés y que toda tentativa hecha cn este seutido deba ser sisle-
maticamente rechazada? No podriamos pensar isi; ¢l problema
tantrs veces abordado ha adquirido, por el recuerdo mismo de
tanlos esfuerzos infructuosos, el interés que se concede a una di-
ficultad incontestable. Investigaciones muy singulures, y de una
naturaleza muy especial en la hisloria de la ciencia matemdtica,
han venido, desde hace medio siglo, a aumentar todavia este

“interés.

»Un geémetra ingenioso, Lobachefski, de Kazan, ha o0sado
preguntarsc qué llegaria a ser la geometria si, siendo inexacto el
postulado de Euclides, la suma de los Angulos de un tridngulo
difiriera de dos rectos. Espiritu potente y sagaz, prolundamente
iustruido en la mds clevada ciencia, Lobachefski, por una scrie
de razonamientos solidamente ligados a sus premisas, ha obteni-
do extrafios resultados, constituyendo una geometria nueva, a la
que su andacia no ha osado dar otro nombre que cl-de geometria
imaginaric Blilustre Gauss ha aumentado singularmente su im-
portancia declardndola construida de mano maestra, y conforme
en sus rasgos principales con resultados que ya él posela desde
antiguo.

»Fortificadas con tal testimonio, las aserciones de Lobachefski
han sido a menudo reproducidos; se ha sustituido al prudente
nombre de «geometria imaginaria» la denominacién mds audaz
de geometria no euclidea, Y sin tener sin duda ningun discipulo
geriamente convencido, Lobachefski ha arrastrado a mds de un
admirador a proseguir después de él esta caprichosa orgia de
1ogica.»

Bertrand pasa en seguida a examinar la Memoria de Carton,
y después de indicar los axiomas de donde parte, aiade: «Admi-
tido esto, como hay que hacerlo hasta cuando no se aceple la
evidencia del postulado de Euclidés, M. Carton se esfuerza por
demostrar este postulado con el mismo rigor que las demds pro-
posiciones de la geometria eclemental, y nos parece que lo ha con-
seguido.»

Se ve desde luego por el mismo informe que su autor no era

e AR
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una inteligencia vulgar; encuéntranse en ¢l observaciones atina-
disimas, y hasta podriamos decir que verdaderos presentimientos
de toda la labor légica que ha variado en estos 1iltimos afios ¢l
alcance y el concepto de los primeros principios de la ciencia,
Bertrand podia llevar sin desprestigio la voz de la Academia,
pero su posicién no era la conveniente y sélo alcanzaba perspec-
tivas engaiiosas.

Para percibir la verdad le hubicra quizds bastado un simple
giro de su espiritu. Por eso prescinde de detalles que la distancia
esfuma y llega a caer sin pensarlo en verdaderas contradicciones,
porque no se¢ puede admitir la completa solidez de los razona-
micntos de Lobachefski si es posible, y mucho menos existiendo
ya, uni demostracion del postnlado como csa demostracion de
Carton que considera aceptable.

Y es que también a Bertrand le sofoca ¢l ambiente reflejado
cn esas claridedes de su sentido intimo que le hacen oponcer a las
orglas de ldgica de Lobachefski los desenfrenados derroches del
sentido comiin, que no siempre es sindnime de buen sentido, Y
ast se comprende que no habian sido extremados aquellos temo-
res de Gauss, cuando medio siglo mds tarde, todavia en plena
Academia, sc negaba trascendencia a la teoria de Lobachelski, y
eslo por un matematico de nota que muy pocos anos después ha-
bia de ocupar e! cargo de secretario perpetuo.

Pero veamos cuil es la demostracidn que dejd satislecho a
Bertrand. Por ser Bertrand quicn es merece que le hagamos cse
honor. Trata de demostrar que la sumia de los dngulos de un
tridngulo vale dos reclos Rediicese a lo siguiente:

Sobre la misma figura que sirvié a Legendre para haver ver

que dicha suma no podia exceder de ese limite se traza desde el

vértice A del tridngulo primitivo la correspondicnte altura, y des-
de un punto de esa altura exterior al tridngulo se traza ala mis-

K | D D

mos bajo estos supuestos de calcular la suma de los 4ngulos del
exigono BADD'A’Y. Si tomamos el dngulo recto como unidad
de angulos, la suma de los del tridngulo primitivo serd, segin el
teorema de Legendre, 2 — «, siendo o positivo o nulo, nunca ne-
gativo. Gomo hay n de estos tridngulos en el interior del exdgo-
no, la suma de todos sus dangulos serd igual a 2 n—mn «; la de los
3 n— 4 tridngulos restantes serd 6 n — 8 — =, siendo también
2 nulo o positivo; los de todos los tridngulos

87n — 8 — na —x

Para dejar s6lo los dngulos del exdgono habrd que restar to-
dos aquellos, cuyos vértices se encuentran en el interior de sus
lados o de su superficie; pero esto es cosa fdcil porque se agrupan
en cada nudo, formando sumas de dos o de cuatro rectos. Hechas
las correspondientes deducciones, resulta para la suma buscada

8 — na — o

pero en esta expresidn, por pequeiio que sea d, se podrd hacer
crecer tanto a », que el valor expresado se haga negativo, lo que
es maniliestamente absurdo.

Ciertamente, que si la figura tuviera la forma y disposicidn
dibujada,y que es la misma de la de la Memoriaoriginal, la conclu-
sién serfa irreprochable; pero sc olvida demostrar que los tridn-
gulos trazados hayan de ser, como se supone, cxleriores unos a
otros. Al trazar Ja KX perpendicular a K4, se ha conseguido que
KX y BY no se encuentren; pero jquién asegura que las rectas
AD no han de volver a enconlrar en ningiin caso a la lnea 447
Serfa evidente que no si esa linca fuera una recta; deja de serlo
si es una linea poligonal, como habrd que suponer antes de ha.
ber demostrado lo contrario,

Ya hemos de ver que as{ ocurre para el caso de la geometria

D D D X

: C

Fig.

ma una perpendicular que no podri cortar, por consiguiente, a
la base comiin de la serie de tridngulos iguales. Sobre la recta KX
tomemos una serie de puntos cualesquiera y undmoslos por su
orden a los vértices de la serie A. Tendremos asi dos series en-
granadas de tridngulos iguales y otras dos series de tridngulos

.cuya forma no tience que preocuparnos, sino solamente su ntime-
.ro. En reaiidad, tampoco nos importa que los tridngulos que tie-
.nen un solo vértice sobre BY sean iguales. Podemos prescindir,

por consiguiente, de esta circunstancia y limitarnos también a
contarlos. _
Si,. pues, la serie de los tridngulos iguales al primitivo son

n, nos basta con saber que todos los demds son 3 n— 4. Trate-

13.

no euclidea; por lo pronto comprobemos como Bertrand se entre-
ga sin defensa ante un razonamiento qué tiene mucha analogia
con un conocido sofisma, con el cual llega a demostrarse que un
dngulo recto es igual a un dngulo obtuso. Y s que las oluscacio-
nes de su espiritu hacian reverdecer en Bertrand las ingenuas
ilusiones de Legendre. También él pugnaba por convencerse, él
que en otras malerias tan certeramente puso los sofismas al deg-
cubierto. ‘

El medio, sin émbargo, era cada vez menos hosti! a las nuevas
ideas, aunque no pudieran disiparse en un momento los recelos
'y los prejuicios, En 1871 publica Flye Sainte-Marie sus Estudios
analiticos sobre la teoria de las paralelas. Declara en la introduc-
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cién, que después de varios ensayos infructuosos habia acabado
por plantearse la cuestién de si se pddia o no demostrar el postu-
lado de Euclides, apoydndose unicamente sobre los demds axio-
mas de la geometria, y trata de resolverla empleando métodos
analiticos aplicados a un sistema especial de coordenadas que,
para la geometria plana, recuerda algunos de los recursos emplea-
dos por Beltrami para sus representacione:s de la hipétesis de
Lobachefski. Flye Sainte-Marie no parece, sin embargo, cono-
cer el trabajo del matematico italiano. Cita, sf, a Lobachefski y a

~

paso estaba dado. En 1880 publica Tilly su Ensayo sobre los prin-
copios fundamentales de la geomelria y de la mecdanica, y cn 1892
su Ensayo de geomelria analitica general, en los que se sistematizan
desde nuevos puntos de vista los resultados adquiridos, y se de-
muestra dentro de determinadas hipdtesis de continuidal que los
sistemas geomélricos eliptico o de Riemann, parabélico o de Bu-
clides, ¢ hiperbolico o de Lobachelski, son los tuicos posibles.
Como consecuencia de ello, Tilly afirma también la imposibili-
dad de demostrar el postulado, y consccuente con esti afirmacion

Fig. 14.

Bolyai, cuyos procedimientos cran puramente geométricos, y
llega, en suma, a sus mismas consecucencias, sin que resulte, en
delinitiva, de su estudio ningun resultado completamente nuevo.
l.a conclusién de su trabajo es que el postulado no puede ser una
consecuencia de los otros axiomas, pero, contradiccién extraia,
cuando tal es su afirmacién categdrica, compara a cada paso la
scometria imaginaria con la gcometria verdadera, y por si pudic-
ra caber alguna duda sobre el sentido en que empleaba estas

palabras, una nota puesta al fin del capitulo IV no deje sobre ello-

Ja menor duda, Hela aqui:

«Aunque los recursos del razonamicnto scan impotentes
para establecer con todo rigor la teoria de las paralelas, la exac-
titud de esta teoria no es, sin embargo, objeto de ninguna duda.
Asi es que tenemos la certeza de qne la oblicua cncuentra a la
perpendicular, sin que cste principio resulte de la ley de nece-
sidad,

»4Bs de la experiencia de donde deducimos una tal certeza?
Si asf fuera no podria ser completa; porque la imperfeccién de
nuestros sentidns no nos permite abrazar en nuestras observacio-
nes una extensién indefinida del espacio, ni medir con una pre-
cisién perfecta ningin clemento de una figura cualquicra que sea,
de pequeiias o de grandes dimensiones.

»;Es simplemente el sentido comiin el que nos hace-ver cla-
amente que la oblicua encuentra a la perpendicular? JPero se
puede atribuir a este sentido comun el poder de hacer evidente
un principio cuya negacién no puede conducir a ningin absurdo
comprobado?

»¢No es mds natural buscar fuera de nosotros, fuera de nues-
tras facultades, la potencia que nos revela una tal verdad, y.reco-
nocer asi una causa primera, eterna e inmutable como la verdad
misma que ella nos revela?»

JY no es verdad, podriamos preguntar nosotros, que ast razo-
narfan los que no podian demostrar de mejor modo los movi-
mientos celestiales?

El tiempo, sin embargn, no pasa en balde y ya el primer

/

ailade: «Hu)}, pues, que abandonar semejantes tentativas y reco-
nocer a la geometria usual su verdadero cardcter, que es consti-
tuir ol m4s sencillo de los sistemas dc geometria tedricamente
posibles, al mismo tiempo que estd de acuerdo con todos los,
resultados de la experienciar.

De entonces acd los grandes matemdticos franceses 1o han va-
cilado ya en la aceptacién de estas verdades; conocida es la frase
de Poincaré; la geometria euclidea es simplemente la mds como-
da. ;No habria en él, sin embargo, algiin resabio del antiguo am-
biente, al afirmar que lo continuaria siendo siempre? En todo
caso la apreciacion deja a salvo las esencias y nunca podria scr
obstdculo serio a las aplicaciones que naturalmente presentara el
porvenir.

§i en Alemania la evolucidn parece haber sido al fin un poco
mis rapida, tampoco lo fué¢ mucho en sus principios. El folleto
de Lobachelski tampoco alli logré gran acogida en los primeros
momentos; la Memoria de Riemann no fué publicadn hasta 1867
y casi coincidiendo en fecha con ella publicd Baltzer la segunda
edicién de sus Elementos de Matemdticas, donde por primera vez
aparecieron los rudimentos de cstas ideas en un libro destinado
a la ensefianza. Desde 1873 Klein se esforzé por perfeccionar la
teoria y su exposicién, reldciondndola con la determinacién mé-
trica de Cayley, y poniendo en claro determinados puntos. De ¢l
os la observacién que permite distinguir en la geometria de Rie-
mann la geometria propiamente esférica y la que conserva el
postulado de ue dos rectas se cortan en un punto.

Con estos trabajos el ciclo de grandes descubrimientos que la
critica del postulado reservaba, puede considerarse que se ha ce-
rrado; pero los épimos frutos recogidos han invitado a extendsr
esa critica a los demds postulados y axiomas, y han estimulado la
produccién de trabajos de muy distinta indole, que han dado
vida a nuevas y aun mds extrailas geometrias, como las geome-
trias no arquimedianas de Hilbert y de Veronese, las cuales salen
ya fuera del objeto de estas conferencias.

La opinién ya unanime de los matemadticos verdaderamente
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competentes no excluye alguna nota discordante, dada mds por
incomprension del asunto que por dudas fundadas ni fundamen-
tales. Todavia se ven de vez en cuando nuevos intentos de demos-
tracién del postulado o de alguno de los teoremas que le son
equivalentes, cayendo los autores en idénticas ilusiones y en las
mismas peliciones de principio que aguardaban necesariamente a
los primeros exploradores del nuevo mundo geométrico. Hoy, que
su acceso 1no ofrece ya peligros y que sus caminos son conocidos,
debhen desaparecer todos los recelos que antes dificultaban la na-
vegacion por ¢l mar tenebroso y todo invita a probar la aventura,
sabiendo que en la playa opuesla esperan hermosos horizontes.

Por eso cs de alabar que el tema haya sido de los escogidos
por la Socicdad Matemitica para ser vulgarizado. En la conferen-
cia préxima entraremos ya cn ¢l fondo del mismo y procurare-
mos desarrollarlo con el rigor 16gico que su naturaleza exige; pero
haciendo uso de los procedimicntos mds clementales para que
hasta donde sca posible pueda vesultar é-ta una labor de verda-
dera vulgarizacién,

(Continuaerd,)

e o SEURE—

REVISION DE PRECIOS DE CAMINOS VECINALES

REAIL: ORDEN

Ilmo. Sr.: CGuando las disposiciones dictadas para las obras
publicas cn general se pretenden aplicar a las de caminos vecina-
les (que revisten un cardcler especial por sus relaciones comple-
jas con otras entidades y por la escasa cuantia de sus presupucs -
tos) se complican los problemas mis sencillos,y para evitarlo hay
que simplificar y facilitar su tramitacién en lo posible; esto se
hizo para el pliego general de condiciones para su ejecucién, en
el formulario para la redaccién de proyectos, cn el sistema de
contratacidn, etc., y esto es lo que demanda también la revision
de precios, aunque es pie forzado lo estatuido en los Reales de-
cretos bisicos de esta materia.

El procedimiento general aplicado a caminos vecinales exige .

un lapso de tiempo mayor que en las demds obras piiblicas, y el
espiritu que informd a los Reales decretos en que se reconocio el
derecho de revisidn es que el resarcimiento de gastos se haga lo
mas ripidamente posihle para que los contratistas no se vean for-
zados a la paralizacién de sus trabajos, hiecho que por su reper-
cusion en la economia nacional se tratd de cvitar,

Una de las mayores dificultades con que se tropieza es la apli-
cacion, segun Ja interpretacion que se le d¢, del art. 4.° del Real
decreto de la Presidencia del Consejo de Ministros, lfecha 26 de
agosto de 1918, pues al exigir la descomposicion de los precios
de contrata en todos los elementos necesarios para hacer visible
la influencia de las variaciones de coste de las partes conslitu-
tivas de cada unidad, la que cs mucho mis global en caminos
recinales que en las demds obras publicas, se encuentran los in-
genieros encargados de las obras con que una misma unidad
tienc en distintas de éstas precios diferentes, y estando evidente-
mente constituidas por los mismos elementos en cantidad y ca-
lidad, resulta imposible racionalmente llegar a descomposiciones
‘logicas, puesto que en muchos casos hay insuaficiencia de datos
en el proyecto, redactado generalmente por otro ingenicro, y el
que tiene que formular la revisidn desconoce las razones que mo-
tivaron las diferencias. ‘

En el procedimiento de contratacién que la Administracidn
sigue no cabe duda de que los precios en que se hacen las adju-
dicaciones estdn ajustados a los costes reales del momento de la
contratacién, pucsto que la libre competencia es un depurador,
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¥, por lo tanto, sobre esos costes netos totaleshay que basar la re-
visidn de precios, puesto que todos sus elerientos estin sujetos a
la subida de costes.

Mas para detérminarse cudl es la cantidad abonable por revi-
sion basta determinar un coeficiente que pueda aplicarse al pre-
cio contratado, sin necesidad de entrar en una minuciosidad tra-
bajosa, que darfa mds apariencias de exactitud que realidades, y
ese coeficiente puede determinarse para cada periodo de revision,
sin que sea preciso operar para deducirlo con las cilras de cada
proyecto, bastando con que se fije tomando como base cantida-
des que sean proporcionales.

Ahora bien, si suponemos formulado un cuadro de precios
tedrico, que seria el num, 3, en el que se lleve la descomposi-
cién al @ltimo limite, sin que figuren importes, sino solamente
cuantias de elementos de trahajo, esto es, tiempo, materiales,
herramientas, etc., las variaciones que para los precios de cste
cuadro resulten aplicando los costes en cada época de dichos
clementos, en lugar de las obras que se revisan, serdn evidente-
mente proporcionales a las variaciones que para los mismos
tiempos hayan podido tener los prc;:ios clectivos del contrato.

En csta forma, sin perder nada en cuanto a la exactitud racio-
nalmente pretendible en el asunto, se evita muchisimo trabajo,
pues se suprime la formacién del cuadro nuim. 3 para cada obra,
que es la parte mds dificil de la revision y se ahorra lambién
gran nuimero de operaciones numéricas.

La redaccién de dicho cuadro nim. 3 dibe obedecer a un
criterio uniforme y contrastado por la prdctica y al efecto dele
encargarse'su redaccion a un ingenicro-jefe de Caminos, Canales
y Puertos de reconocida compelencia y praclica en ¢l servicio e
construccidn de obras que incluya todos los tipos de unidades de
precio adoptados en caminos vecinales,

Aparte del punto importante de la simplificacién de procedi-
mientos para la revision de precios en caminos vecinales, convie-
ue aclarar en lo que respecta a este servicio, para que uo haya
lugar a dudas, que abarca tambicn a las obras dec dichas vias
construidas directamente por los Ayuntamicnlos, los cuales en
realidad sustituyen al contratista en dicha funcin.

En vista de las consideraciones anteriores 8. M. el Rey (que
Dios guarde) se ha servido disponer:

1.”  Las obras de caminos vecinales cuyos precios son revi-
sables son lo mismo las adjudicadas en puablica subasta que las
que se construyen divectamente por los Ayuntamientos.

2.%  Para las revisiones de precios en las obras de caminos
vecinales se seguird el procedimiento siguiente:

a)  Se formard un cuadro de precios num. 3 en el que figu-
ren, para todas las unidades de obra que se usan en caminos veci-
nales, los coeficientes numéricos que determinen la influcncia de
cada elemento en el precio global,

b) Formado este cuadro y aprobado por la Direccion general
de Obras publicas, previo informe del Consejo de Obras publicas,
para la debida aplicacién de dicho cuadro se adoptard con cardcter
general o las obras de caminos vecinales.

¢) DPara revisar en un periodo ‘de tiempo los precios de una
obra de caminos vecinales se aplicardn al cuadro nim. 3 los cos-
tes que tuvieran sus clementos, en el lugar de la obra, en la fe-
cha de contratacién del proyecto y después en el periodo a que se
aplique la revisién, pero disminuyendo estos tltimos en la
décima parte del valor que cada elemento tenia al tiempo de con-
tratarse la obra. Seguidamente sc obtendrd la diferencia entre
ambos.resullados, que se expresard en tanto por unidad d 1 pri-
mero, Los precios de los elementos de cada periodo se fijardn
contradictoriamente, como previene el art, 6." del Real decreto
de 26 de agosto de 1918, : :




