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~ OPERACIONES DE ORDEN SUPERIOR AL TERCER GRADO

(concrnuston) (1)

Esta generalizacion no serd la tinica posible, y aun podria in-
(roducirse en la expresién de £ (») una funcién periédica arbi-
traria, cuya influencia desapareceria para los valores enteros de n;
pero es la generalizacion mds sencilla, y es éste ya titulo sufi-
ciente para que sc la escoja con preferencia, acabando asi de
precisar un problema que es, por su propia naturalez, indeter-
minado.

Ocupémonos ahora del cilculo de los coelicienles B, que es-
cribiremos en lo sucesivo bajo la forma B (), para que ¢l indice &
quede de manifiesto y puedan ficilmente distinguirse unos de
otros. Esto supuesto, sc lendrd desde luego

B(1)=1
Para el cdlculo de los B sucesivos aplicaremos las férmulas 0)
y 8). Asl tendremos ' '
‘P, (n 4 1) — P, (n) == i
Py (n1)=15(2)a"+! 4B, (2)
P, (n) =B () «"+ B, (?)
de donde .

y comc ademds

\ B, (2) -+ B,(2)=1,(0)=0

se tendrd también
1

z—1
Para los B (3) se partird de las igualdades

B, () =

2 R 32"+t 2241
Pa(n.—i—i)_-—alﬁ(n)—i+3a,le(n.)_ o
P n 1) =B, (3) 2+ 4 B, (3)a*+1 4 B (3)

P, (n) = B, (3)a*™ + B, (3) a™ - B, (3)

De Jas dos ultimas se deduce
P (n+1)—atP (n) = (I —w) B, (3) w4 (1 —a®) B;(3)
e identificando con la primera

3@+ .
(@—1) (@*—1) By () =

2.7)—%—1
(@—1)(@—1)

B, (3):"’“

e e—

(1) Véanse los mimeros 2317 y 2318,

La identidad
B (3)+B,(3)+ B,(3)=0
permitird calcular el coeficiente restante, (ue serd
: @42
B (3) == ————ree
n( ) (Jr‘—"l)(\B'-——l)
Empleando idéuticos procedimienlos se obtiene
Bl (4) — m.‘ -+ 6—).1:1 -6 -4 (3
(@—1) (@ —1) (@*—1)

6 ( -+ 2) (142 -+ a®)

B-_» (4) — @ — 1) (@* = 1) (&% — 1)
B, (4) — (1].a:+'7)“(l —*—-;‘lj:*_u:‘.’)
(—1) (@ = 1) (@ — 1)
B (4) = — ST DX O]
4 (v =1 (x*—1) (@ —1)
B (5) —_ ab - Qad 4 24 xd - 40 2 4 46 a2t - 36 a -} 24
’ (@ —1){a* — 1) (a® — 1) (&' — 1)
B, (b)) = — 10 (@ -5 a® + 6w 4 6) (" - a* Fa+ 1)
. (w—1) (@*—=1) @ 1) (@ —1)
B (5) — 5. Tad + 26 a5 4 36 a2 + 20w -+ 10) (2* 4 1)
' (@—1) (@ —=1) (@ — 1) (2* = 1)
B, (5) = — 5102+ 11 a% + 12‘,P 4 3) (@ at 1)
4 @D — )@ — 1w — 1)
B (5) = 2 o6 4- Wb - 46 - 4D - M at 414 - 1
" @ D@ —1) @1 @1
[ @' o 14 22 - 64 ¥ 4 160 a7 4 301 ab - 416 &° —+ H14 at
B, (6) = % -+ 480 2% - 390 a? 4~ 240 £ - 120
| @ --1) @ —1) e’ —1) @ —1) (2" — 1)
15 (8 Rt Rt dD o4O a® - 36 @ -+ 24) (2t
B, (6) = — ottt 1)

= D)@ =) (@ —1) @ = 1) (@ —1)

% 5a®4-Dat+6a-+6) (1Tx 4 13) (a* - 1) (@ 4 a® -+ a*
B, (6) = ot
3 (@ —1)ar—1) (@ —1)(a*—1) (s —1)
1 15 (@ +2) (@ 1) (15 2% + 19 a* + 20 @ + 6) (&* + o

+at4ao+1
B, (0) = —
0 E=D =@ - —1) @ =)
| (274 2%+ 401 % - 661 2* -+ 670 27 -+ 424 2* -- 239 & - 31)
B, (6) = ) (a* + & -2+ 2+ 1)
8 (@ ~1)(@* — 1) (@®—1) (@ — 1) (@° — 1)
; 120 2'9 4 154 2 4+ 330 &% + 461 27+ 511 2% -+ 416 2®
B (6) = 3T 2t - 214 2 489 2% - 302 -+ 1
L (6) = —

(e—1) (= (@ — ) (&* =1 (@ =1)
~ Si se examinan atentamente ostas expresiones se observa des-
de luego la ley sencilla a que los deneminadores obedecen, y en




176-

cuanto a los numeradores se comprucba que el de B, (k) es de

h—1)(k—2)
2 .

los coeficientes de sus términos es igual a

grado , del signo de (— )¢ +1, y que la. suma de

(h—1)!
(b= 1)1 (ke — &)

Bk —101
27.?—~1

Es fdcil demostrar la generalidad de estas propicdades. Para cllo
partiremos de las relaciones ya conocidas 6) y 8). De la primera
sc deduce

aarok
6°) P (A=) — kg () s ) - o7 P+
22 AF ﬂlc :l:/"_z._\,"—](j/';
— o P4y (0
S Pl e D)1 i1 ()
y de la secgunda
8') Py 1) — A=y () == (1 — ) B, (k) .”~*°"—|

’I.f-i i
)5()' Yno_

A (1 —a®) B, (k) wk+3n +(l—%"_1)B/c(/‘)

y si en el segundo micmbro de la expresion 6') se sustituyen los
P por sus valores deducidos de la 8) y ordenamos con re'acién
aw', tendremos, por identificacidn con la 87),

: AR Tk
(L ~——a) B, (k) == —(/:—_jl—)—l- B (h—1)

(L —a®) B (k) == —(;—31—1?—:[— aB, (kh — 1) +~(él' —-;?' B (k—27)
(L —a%) B, (k) == %:&ns (h—1) —1—%%, (h—2)
- ?/:::?? B, (h—3)

(1 — ak=1) 3y (k) = ?/::‘lt;:‘ 2By 1 (b — 1) +

%wk—-‘wk-g(n — 2) 4~ .. +1
Si hacemos en eslas expresiones
C.
By (h) == (@ —1)(@*—1) (;'"'l -1) @Y

quedardn en funcion de los numeradores de los B y se redu-
cirdn a

_— Af»—-] k
‘L.k_ u(/{)::—:‘-(z l)' (Jl(/\'l 1)
— Ak—-]ok
= C, (k) == =T 2C, (h — 1) +
AII-—Q()R
+ G @t = e e —2)
1_ L1 h—lok B
7 C, (k) = G Cy(h— 1)+
Ak—-Z ] -
-+ =3 (@F=1—1)wC, (k — 2
Ak—ﬂoh '
L-’»’—! L —2 _.__‘2 Y, ___.3
+ g @ = D - 9) 0, (= 3)

y si hacemos == | y representamos por S los valores que toman
cutonces 1os €, que serdn precisamente las sumas de los respec-
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tivos coeficientes, se tendra, después de ficiles sustituciones y
reducciones,

Eoook(A-1) .
S, (k) = -1 '——‘——( D) ) S, (k—1)
& R(k—1)
S =— =g — 1)
k k(k—1
Sp (B) = — r—1 (3 ) Sk -1(k —1)

y si los S (& — 1) cumplen las condiciones enunciadas, las cum-
plirdn igualmente

S, (1), 8 (B); ... y Sg (1)
y también S, (%), que deberd, en definitiva, satisfacer a la iden-
tidad -
S (k) 4 S, (k) 4 8, (k) + oo - Sk (k) = 0

Cuando » = 1, los cocficientes B que entran en la expresién
de los P se hacen infinilos, por anularse sus denominadores; pero
como la suma de todos los numeradores se anula también en este

caso, el valor de P queda indeterminado. Para hacer desaparecer
la judeterminacién habra que suprimir los ‘actores comunes, ya
por division directa o mediante un cierto nimero de derivacio-
nes sucesivas de los dos términos del quebrado, hasta llegar a un
denominador que no se anule para o = 1.

8i consideramos, por ejemplo, el coeficiente

Ppln) =B (k) &*=D% 4 B (k) 2% =D» By (k) a/k—3)n L
b o B (),

como el denominador a los B (k) es

(o0 — 1) — 1) (W — 1) ..., (=l — )= " :
=@~z 1)@ Fa41)... (ah =2 k=3 L )
el nimero de derivac’ones deberd ser & — 1, y cuando, después
de efectuadas, se iguale z a la unidad, P (n) quedard reducido a
un polinomio de grado x — 1 cn n, que represenlaremos
por @ (1). |

Este procedimiento resultaria penoso de aplicar cuando % fue-
ra grande, y puede cntonces ser preferible deducir los polino-
mios Q unos de olros, sin el intermedio de los coeficientes B,

Bastard para cllo hacer @ = { ¢n Ia 0\p|e510n de recurrencia 6'),
con lo que se tendrd

atof ASOR
9) AQp(n)=Q, (1) 4 —7— @, (n) + Q, (n) -+
: Ak—l Ok
—+ . -+ _(T:_]—)T Qk —1 (n)

Ahora bien, sabemos que @ (1) es una funcién de » de gralo
k — 1,y su diferencia serd, por consigui.nte, de grado & — 2.
Esla diferencia queda conocida, en virtud de la expresién 9),
cuando conocemos todos los @ hasta Qp— 1, y como ademds se
tiene ’
Qr(0) =0

Qi (n) quedard, en definitiva, completamente determinado.
Sc obtiene asi sucesivamente

Q (n) =1
Q,(n)=n
3 —an
Q, (n) = )
6n% —Dan-tan
- Q, (1) = o1
450 — 6O n® +- 3002 — 4
Q, (1) ==

31 o >
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540 25 — 1155 24 800 2% — 218 s + 2240

.4
9150 76 — 27405 15 -+ 30625 u* — 15645 n® + 3180 #® — 0%,
@ (n) = 5!
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Las series que acabamos de determinar permilen, como ne-
mos visto, definir funciones que satisfagan a la condicion

a'a™ == (ayn+ 1),
siendo » un ntmero cualquiera, Bastard, en efecto, formar la
gerie general

) — lk—l
10) (a; n) = 7ot ¥ —— Pr(n) (1 —7)*
i

Pero todavia esta expresién encicrra el pardmetro », que puc-
de tomar infinitos valores, tantos como raices la ecuacion
ar = 7
De estos valores, dos solos son reales, mientras lo sea a y esta

e
base quede comprendida cntre 1y Ve . Para este valor limite de

é .
a los dos valores se confunden, y desaparecen paraa > Ve, caso
en el cual todas las raices son imaginarias. Escogiendo, cuando
exxsta el menor de los dos valores reales, que es hacia el cual
tiende en ese caso (a; n), cuando n crece indefinidamente, ¢l pro-
blema quedard ya completamente determinado. En el caso del
valor uinico, la serie se reduce a

6 — — & - 1—e)
i) (\/e;n)=e+z ke

Lle k-1

. Q;, (n) %
» %
= £ 1 _— | — 1.)
[1+ 2= (5
Cuando a es menor que 1, 22 es negativa y sus potencias no
enteras imaginarias, como igualmente lo serin las superpotenciag

de a. Sia > {/;,.desaparcce el criterio de eleccién que nos ha
servido para determinar a », y serd preciso deflinir las superpo-
tencias por otras consideraciones.

Volvamos para ello a recordar la funcién ¢ (v, »), definida

por las condiciones
¢ (x, 1) =0a” ¢ (2, n A4 1) == a0

Supongamos que Se tenga
e .
a>\e B> a y at > e,
Y cdnsiderenios‘ el valor de z definido por la ecuacién
{2) ¢ (k, ) = (v; n 4+ 1)

Este valor de 2 tiende hacia un limite determinado no infe-

rior a a cuando » crece indefinidamente.
. En efecto, se ve desde luego xin dificultad que estd siempre
comprendido entre a y %, por cuanto se tiene eévidentcmente

¢ (h,n) > ¢ (a, n)==(a;n 1)
¢ (I, n) < (h;n 1)

Ademds, cuando # aumenia, « disminuye; porque si representa-

mos por z, el valor de & que satisface a la ecuacion 12) se tendré

$hyn+ 1) =a"" "V = (@ s 04 2) < (@i n+2)
El limite, pues, existe. Se ve ficilmente que x tiende a alcan-
zarlo con una gran rapidez. De la ecuacién 12) se deduce sucesi-
w'iaménte tomando logaritmos

) @k, 75— 1) log a = (an; n) 10g @n
¢ (%, 7 = 2) 10g @ + log 10g a = (@a 7 n — 1) 10g @4 - 10g log @y

Si # es muy grande también lo serd ¢ (&, » — 2) log a, y de-
berd igualmente serlo (@, ; n— 1)log @, , porque el término
log log ay, nunca podrd exceder del valor fijo log log &; y como se
tiene evidentemente

¢ (kyn—2)log a=(vy_1;n—1) logmr,
se deducird ‘ .
(tn—1; 72— 1) 108 @n -1 — (@a; n— 1) log ay ==
== log log @, — log log'a < log log & — log log a

Pero cuando n ¢s grande, la funcién (x; n— 1) log & es de
un crecimiento rapidisimo, y tanto mayor cuanto mds elevado
sea m; la diferencia @, 3 — @, serd, pues, pequeiisima, y aun

mds las sucesivas, y el limite 2 serd pronto sensiblemente al-
canzado.

El Jimite 2 depende de % y crece con ¢él. Para demostrarlo
habrd que comparar los crecimicntos de ¢ (&, n) y de (x5 2 1),
Las derivadas de ambas funciones con relacién, respectivamente,
alyaua, son

Frlhyn) =0k, n¢(k,n—1)¢Hk n—2 .....¢( 1) (]6" a)®
(@a+1),= (@ n+1) (5o (g0 ~1) .. (@2)(1 (log z)’ [1 -+

a:log

1 1
+ (a3 2) (log )2 + @ (0 2) (0 ) (log &3 + ']

y si sc supone a » suficientemente grande para que x difiera ex-
traordinariamente poco de su limite, la derivada de & con rela-
cién a @ serd con una gran aproximacion

ﬂ _ (s n4- 1) (27 n) (2 1 —-1) L (00 2) ( log @ )n [1 4
W gk n) G (k1) § (k1 —2) e g (£ 1) \l0g @ wloga

1 1
g as | m@ @B ss =
En esta expresion, el wltimo paréntesis ¢s evidentemente ma-
yor que la unidad y su valor depende principalmente de sus pri-
meros términos, pues éstos acaban por decrecer rdpidamente.

Puede, pues, considerarsc como una constante. ¢s también

log @
log

mayor que la unidad, y lo mismo lo serd su potencia n¢. En
cambio, el primer factor del primer mriembro es menor que la

unidad, porque, segtin las notaciones ya admitidas, se tendrd

¢k, n) == (¥ n 1) ¢(,n —1)=(xn—1; n)
ok, n—2) = (xp—-9;n—1)

[T T R T R R T T T I e R R B R

y, por consiguiente, dicho factor se reducird a

(@ain) (B, 10— 1) (@, n—2) (2, ?)

@y W) (@, _gin—1) (2, _gn— 2) o (245 2)

y va hemos visto que w, decrece cuando » aumenta.
En todos los casos, el producto

(z, 0 (@, 30 —1) (2

w3 B—2) e (9,3 2) log  \»
@ 31) @y —gp e — 1) (@ g5 0 — 2) veris (243 2) ) < log a )
es sicmpre positivo y deberd tender a un limite distinto de cero
y de infinito, pues ni & ni « son constantes Ia una con relacién a
la otra, como inmediatamente lo comprueban los cdlculos con-
cretos.

Supongamos conocida la funcién

k=1 (%)

y definida para todos los valores de » la funcién ¢ (%, #).

Entonces, con una aproximacion rayana de la exactitud para
valores muy grandes de n, y con toda exactitud en el limite, s¢
podrian definir las superpotencias de  por la ecuacién

13) (o n) =9 [ (2), n—1]
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y delinidas asi para valores de » comprendidos en el intervalo
(N, N+ 1), en el que In aproximacién es suliciente, quedarin
definidas también para todos los valores inferiores de » por la
aplicaciéon reiterada de la condicibn.

log (z; n)

13')
log 2

(yn—1) =

Todo queda, pues, reducido a definir completamente la fun-
cion ¢ para un valor determinado de ¢. Ahora bien, para el valor
e .
a=\e

las series mds atrds estudiadas son todavia aplicables y se tiene

* Zw Q}[ (ﬂ) u 1)k

I (c o
expresion de la que la 11) cs sélo un caso particular, correspon-
diente a = 1. -

14) @ (u, n)

Lia misma seric y las consideraciones que preceden podrian
también servir para extender la definicién a los exponentes ima-
ginarios, de los cuales no nos ocupamos con mis detencién en
este trabajo. .

Cuando a esti comprendido cntre 1 y 1/e la interpolacién
de los valores no enteros de & podria hacer.¢ también sin nece-
sidad de recurrir a las series, por procedimientos sobre los que
se ha llamado anteriormente la atencién, especialmente en algu-
nas notas y Lmbnlos de Lémeray. Bajo estas hipdlesis, sabemos
ya que (a; ») tiende hacia un limite fijo cuando » crece indefini-
damente: representémosle por ».

Se podrd escribir

(a; n) =1 —f(n),
siendo £ una funcidn que tiende hacia cero cuando n crece inde-
finidamente. Es ficil demostrar que csta funcién tiende a con-
fundirse con una exponencial.

En efecto, para tres valores sucesivos de » se tendrd blempre
Ia relacion

(@;n-+2)—(a;n~1)
(a;n 1) — (a; n)
siendo w un numero comprendido entre (a;n) y (a3 % 1), y

cuando » sea muy grande, cste nimero se confundird sensible-
mente con », y la relacion con

=a"loga

rl = m
Aproximadamente, para » muy grande se podrd, pucs, escribir

(a;n4-2) — (a; 2 4 1) == [(a;n 4 1) — (a; n)]
(a3 7z+3)—-—( n+‘2)—-of[(a n+1)—(a n)].

e v s e e e e L I R R NN R S S T e e e c e e

(a n k) — (a n-—}—/»——- 1)-—0,’“‘1[(11 n—l— 1) — (a; )]
y sumando estas igualdades se tendrad

z(l—a?~1
l—2

(@; n k)= (a;n 1) +

o pasando al limite

[(a; =4 1) — (a; n)]

(a5 n 1) — (a; n)] =

.’I)I"'
= (a; n—l—'l)—{——l—_-.;-[(a;n——k—}—‘l)——(a;n“k—{« 1) =
. .m""‘l (ayn—b-+2)—(a;n — % + 1)
== (@ n= 1)+ e

&z

Poniendo n en vez de » 4~ 1 y escogiendo a & de modo que
n - J sea constante, eslasrelacion se reduce a

(@ — k- 1) — (a3 0 — &)
(1 _ x) a k

(@3 n) =r—

-’.L'"
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¥ cs, por consiguiente, de la forma anunciada. Es lo que hacia
también presumir la expresidn 10), pues, para valores muy gran-
des de = la suma tenderd hacia el valor constante

h—1
37 pe 0y

La fdrmula 15) permite la interpolacién entre dos valores con-
secutivos de n, interpolacion que serd tanto mds aproximada
cuanto mayor sea 2, y una vez definida asi en el intervalo
(n, n -+ 1) la funcién (e; »), se podrd definirla para los valores
miemores de 7, por retrogradacién logaritmica, como la expre-

sada por la ecuacion 13'). '

Cuando a sea menor que 1, consideraciones anilogas podrian
hacerse; pero entonces « se hace negativo y la interpolacién deja
de ser real, resultado en armonia con el que mds atrds hemos
encontrado. Es de observar igualmente que, en todos los casos
interviene en las definiciones el niumero x, que es el logaritmo
de ». Ahora bien, » puede tener inlinitos valores, y, para cada
uno de ellos, puede-tener infinitos su logaritmo'. Para a positivo
y mayor que la unidad se pucde definir, a pesar de todo, una
funcién real que sobre las demds se destaca y que es, por esto,
andloga a la funcién exponencial. Pero en un grado mayor de
generalidad, la funcién (a; ) podria ser considerada como una
funcién doblemente infinitiforme, en lo que también se encuen—
tra una analogia y una oposicién con la funcién a®, que se po-
dria considerar, desde este punto de vista, como una funcién sim-
plemente infinitiforme. ‘

De una manera en un todo andloga a como se han definido
las operaciones del cuarto orden podrian definirse también ope-
raciones de orden superior. La que primero habria que censide-
rar es la de quinto orden, que definiremos para exponentes en-
teros por las condiciones ' '

(@;1;5) =a (a; 7z+l,o:::[a;(a;'n)]

Limitaindonos a valores de @ mayores.que la unidad, como he-
mos visto ya que se tiene

(a; —2) = — o0 y (a; —1) =10
es claro que la ecuacion

16) ’ (a;2) =

ticne, en todo caso, por lo menos, una rafz real, que serd el va-
lor limite hacia el que tiende (a; «; 5) para o = — oo.

Al acercarse al limite, la funcién (a; #; 3) de « tiende a de-
generar en exponencial, y esta circunstancia permite desde luego
la interpretacién de los valores no enteros de w, por los mismos
procedimicntos empleados para las superpotencias ya definidas.

La ecuacién 16), segin el valor de @, puede tener, ademds de
la raiz comprobada, otras dos raices reales que pueden confun-
dirse en una o llegar a desaparecer. El valor preciso de a para el
cual las dos raices se confunden corresponderd al méumo de la

ctpreswn (w | @), y es fdcil ver que es mayor que ’l/ ¢. Repre—
sentaremos a este ltimo por e, y al méximo de refercncia por e
Cuando la ecuacién 16) tiene una o dos raices reales, ademés
de la raiz negativa siempre existente, (@; @; 5), que hemos visto
ya que tiene siempre un limite inferior para @ = — oo, tendréd
igualmente un limite superior para @ == oo, que serd igual a la
menor de las dos raices positivas. Si las ruces positivas no exis-
ten no hay tampoco limite superior para la funcién, que crece
sin limite y con un crecimiento cnormemente superior al de (a; )
Definida la funcién directa, las funciones inversas no ofrecen
ninguna. dificultad de definicién. Nos limitaremos solamente a
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escoger como notacién, para la correlativa de la raiz, el simbolo
(n]* @), del que haremos uso mis adelante, y el cual deberd sa-
tisfacer a la condicion

[(n|®a); n; 5] =a

Si del quinto pasamos al sexlo orden, las condiciones de in-
terpretacion para los valores no cnteros del exponente se presen-
tan de un modo andlogo a como en las operaciones de cuarto or-
den, pues también en este nuevo caso podrd ocurrir que la
ecuacién ‘

carezca de raices rcales si @ es suficientemente grande. El valor
limite para que asi no ocurra vendrd también dado agqui por el
méximo de la expresion (x |®«), al cual designaremos por e,y
serd mayor que e,. Para valores superiores de a habra, pues, que
emplear para la interpretacién de los exponentes no enteros un
método andlogo al scguido para el cuarto orden, tomando como
base para la generalizacion la funcidn

(e,3 ; G)

que se podrd definir complcetamente.

En las operaciones de 6rdenes superiores s¢ presen tarin alter-
nativamente las condiciones del quinto o del cuarto orden, segin
que sea impar o par el orden respectivo. En cada uno de ellosse
presentard un valor critico para la existencia de raices reales po-
sitivas y todos ellos permitivian formar la serie indefinida

que serd constantemente creciente y tend rd un limile igual o in-
ferior a 2.

Definidas todas estas operaciones, cabrfa introducir la conti-
nuidad en el sistema, interpretando los valores no enteros de %
en la expresion (2; a; k), con lo que quedaria definida de un modo
general una operacién de tres geueradores, entre 1os cuales el
mis influyente en el crecimiento para valores suliciecntemente
grandes de a y de « seria el k.

Definida esta nueva operacién, cabrfa formar la funcién
(e} b} «), que podrfa servir de punto de partida a nuevas itera-
ciones y dar asi la base para la definiciéon de una _operacion de
cuatro generadores; y repitiendo el procedimiento, se tendria, en
suma, una serie indefinida de generadores, por decirlo asi, jerar-
quizados, que, aunque desempeiiando funciones de natursleza dis-
tinta, se encontrardn en el fendo en condiciones andlogas, para
los efectos de la deduccién de nuevas operaciones, a los elemen-
tos de una escala exponencial.

" Habriamos vuelto asi, en cierto modo, a la situacién inicial,
y el proceso de definicion y de generalizacidon puede empezar de
nuevo, sin que tenga fin ni limitc esta continua posibilidad de
nuevos algoritntos.

¢Hasta qué punto serd util esta investigacién? En matemém-
¢as no hay, en realidad, investigacidn imitil. Podria, no obs-
tante, ocurrir que s¢ llegara a funciones de tan extraordinario
crecimiento que pudicran considerarse pricticamente infinitas,
cuanto que se transpasarin determinados estrechos limites, 0 a
tales complicaciones de cilculo que las definiciones, valederas y
expresables en teoria, opusieran dificultades insuperables a ser
realizadas. Queda, sin embargo, al parecer, todavia extenso campo
abierto a la exploracién e interesantes verdades que cosechar en
los dominios mds préximos.

Pepro M. GonzALEz Quisano,

EL PROBLEMA DE LOS ASPIRANTES

LA SOLUCION UNICA

Nadie osard desconocer en nuestro Cuerpo la realidad del pro-

blema que le plantea la exislencia de un crecido nuimero, cada

vez mayor, de ingeniceros, que al terminar sus estudios ven cerra-
das, por un plazo de tiempo indefinido, las puertas de su ingreso
en el servicio activo del Estado, con la plenitud de funciones y
representacién que a los cargos de plantilla corresponde.

E! problema no es sélo real para los aspirantes, lo es para el
Cuerpo todo, y problema grave; pues viene a determinar, dentro
de nuestra colectividad, geabria negarlo?, la existencia de dos cla-
ses con diferencineién, no diré oposicién, de derechos ¢ intereses,
y recuerda, por tanto, aunque sea de lejos, el conflicto que en el
mundo del trabajo se Hama cuestién social; sin sun virulencia,
desde luego, pues ni las circunstancias econémicas son las mis-
mas, ni mucho menos las culturales ni las morales.

Desde luego el caso del aspirante no es similar al del super-
numerario, pies éste renuncia voluntariamente a un puesto, a un
derecho, y el primero se ve forzado a ello por imperio de las cir-
cunstancias, y limitado, como si dijéramos, & peregrinar por el
desierto en camino a la tierra de promisién. No sc trata s6lo de
Ja pérdida de la posicién economica que el escalafon proporciona-
ria, que ello solo seria suficiente; es que, aun cuando este aspec~
to de la cuestion quede descartado, como [recuentemente ocurre,
por ocupar el aspirante lugares, cn ocasiones brillantes, en el li-
bre ejercicio de la profesién, todavia entonces subsiste el hecho
de que no sirve a la Administracién publica porque no puede
ejercitar un derecho cn cierta medida reconocido, y toda renuncia
forzosa al ejercicio de un derecho Heva consigo algo de doloroso
en el sacrificio que supoile.

Jonsecuencia que de ello se deriva, que el estado psiquico del
aspirante no es el mismo que ¢l del ingeniero que tiene su puesto
en el escalafon ni puede serlo; que, por lo tanto, aparecen las dos
clases; y por ende, ¢l grave peligro de que la unidad moral del
Cuerpo s¢ quebrante, sin (que sex pradente, porque la {)Oalblllddd
de la existencia de tal peligro desagrade, desconocerlo y no re-
solverlo.

e aqui por qué deciamos que el problema existe y con grave-

dad para el Cuerpo entero, pues dificilmente cabe imaginar uno
mayor que una crisis interna que ponga en lrance apurado su
unidad moral.

Y aun profundizando mds, s asunto que en gene al interesa
al pais, pues no le es indiferente que sistemdticamente se vea pri-
vado cn uno de los ramos mds importantes de la Administracién,
del concurso de la juventud con sus aptitudes y caracteristicas
especiales; le cs perjudicial que ciertos progresos de la ciencia y
de la técnica que pueden y deben seguirse mejor en la enselanza
de la Escucla, vayan a fecundizar preferentemente las obras de
iniciativa privada; y puede serle extraordinariamente nocivo el
que, como con frase grifica decia nuestro ilustradisimo Gonzdlez
Quijano en su conferencia «La Administracion del Estado en re-
lacién con las obras piiblicas», se opere andando los alios para la
provisién de las vacantes del Cuerpo la seleccion al revés, por
haber sido absorbidas con anterioridad, gran parte, si no todas, de
las mejores capacidades.

Debe, por tanto, procurarse resolver esta cuestién de una ma-
nera ripida, pues que cada afio se agrava, y de una manera com-
pleta y definitiva, Paliativos hay muchisimos; el doble turno para
el ingreso, ya en la forma casi ilusoria que establece el Real decre-
to de 29 de sepliembre de 1919, ya en la efectiva que regulaba el



