. REVISTA DE OBRAS PUBLICAS 83

duda alguna, la necesidad de que la reversion pactada se haga en
cada caso por Compaiias com pletas, mediante arreglos convencio-
nales, y, por tanto, para hacer la reversién anticipada sélo ha-
bria que tales arreglos variasen mds o menos en sus cstipula-
ciones. )

Pero para que el Estado se haga cargo de la explotacidn de
las lincas actuales y de la construccién de Jas que faltan es indis-
pensable 13 adopcion de las reglas de criterio o de principio a que
habria de ajustarse su gestién,asi como la organizacién que seria
preciso implantar para asegurar la cficacia y bucnos resultados
de la administracién especial que habria de establecerse. En una
palabra, habria que adoptar una politica y una organizacion fe-
rroviarias; sin ideales, sin criterios y sin organismos no €S ni
serd posible hacer nada de provecho ni en esta cuestién ni ecn
ninguna.

La politica ferroviaria y su organizacién habrian de con-
sistir:

a) En lareversion o incautacién de las lineas por el Estado,
respetindose integramente todos los intercses representativos del
ahorro publico.

Asi, pues, en tesis general las obligaciones circulantes habriun
de continuar vigentes y las acciones deberdn ser objeto de conve-
nios especiales para cadaCom paiifa, teniendo en cuenta no s6lo lo
dispnesto en el pliego de condiciones respectivo, sino considera-
ciones de equidad y gratitud que la Nacién viene obligada a guar-
dar respecto de personas y entidades, a las que debe cl mas no-
table de los incrementos de la riqueza ¥ de la comodidad publi-
cas, sean cuales fueren sus errorés y la fortuna o suerte adversa
en que se halien. ’

Diversas formulas pudieran indicarse para esta adquisicion
o expropiacién de acciones, pero Su examen y discusidn caeria
fuera de los limites de este articulo, Otra condicién esencial de
la reversién seria_que habria de ser en cada caso unica por cada
Compaiiia. b) En la construccién por el propio Istado de todas
las lineas que aun faltan segun los planes vigentes previamente
sometidos a una depuracién o rectificacion lo mds automiticas
posible, a cuyo efecto seria obligatoria la prestacion de auxilios
por parte de las regiones o localidades interesadas, siendo la cuan-
tia do estos auxilios uno de los factores a tener en cuenta para
fijar, ademds, el orden de prelacién de las diversas obras dentro
de cada citegoria de lincas, en cada region del territorio. ¢) La
explotacién de las lineas revertidas al Estado se harfa conscervan-
do y refundicndo lo posible, como norma general, las actuales or-
ganizaciones de las grandes Compaiiias, sucintamente controla-
das por el Gobierno y supeditadas al mismo; y cn cuanto a las
lineas de las Compailias pequeias, su explotacion debiera scr
agregada a las grandes redes con que comuniquen o entronguen.
@) La construccién y explotacion de las nuevas lineas no podrd
hacerse directamente pov el Estado, sino por el intermedio de
Juntas u organismos en que estén representadas las fuerzas vivas
del pais, con autonomia y recursos fijados de una vez, con facul-
tades para nombrar y separar sus funcionarios, y sujetas simple-
mente a la alta inspeccién del Gobierno. No tendrin cabida en
estas Juntas representaciones exclusivamente politicas, ni estardn
compuestas de funcionarios publicos.

Pretender seguir con el sistema de concesiones, con tener-que
gufrir constantemente las angustias de las Compaiifas de un lado,
las quejas del publico, de otro; resignarse a no poder completar
jamds el wtillage ferroviario ni a construir un solo kilémetro mas
de ferrocarril, seria un verdadero atentado contra la economia
nacional. Pero, por otra parte,'creer que la reversion al Estado,
la construccién y explotacién de toda la red pueda realizarse con
los elementos puramente burocriticos de que disponemos, y con

procedimientos de Gobierno tan profundamente arraigados en la
rutina patria, tuera también el mas funesto de los ensayos, y la
més irrealizable de las utopias. Una vez que s¢ cambie de rambo
ha de ser para hacer bien las cosas; ¥ esto no podrd conseguirse
mis que rompiendo los moldes de 1844, ya caducos, sustituyén-
dolos por normas de buen sentido, de equidad, de espiritu pric -
tico y llamando a la resolucion de problemas tan complejos a to-
dos los clementos sociales conscientes de las necesidades publicas,
con la necesaria, debida y competente cooperacidn de los técnicos
y funcionarios.

De sobra sabemos que en Espalia todo 1o que sea para salir de
la rutina es predicar en ¢l desicrto; pero asi y todo creemos que
falta o sus deberes todo aquel gue teniendo una opinién, por mo-
destisima que sea, no contribuycra al esclarecimiento de cuestio-
nes tan vitales para el pais, y a que se¢ forme el cstado de opinion
necesario para que se produzcan cambios radicales cn la gestion
de los negocios piiblicos.

Y al concluir debemos cumplir el deber de justicia de mani-
féstar 1o mucho que nos ha facilitado nuestro estudio la notable
obra del Sr. Cambé sobre esta materia.

Jost Bores Yy ROMERO,

ingeniero de Caminos.

A

OPERACIONES DE ORDEN SUPERIOR AL TERCER GRADD

Es In suma la mas sencilla de las operacioncs aritméticas. De
clla sc deduce la multiplicacion, considerada originariamente
como una suma de sumandos iguales, cuye numero no podria
ser en tal caso mds que entero, ¥ generalizada mds tarde para cl
caso de actores fraccionarios 6 incomensurables. Partiendo de la
multiplicacién, se definen 4 su vez por un procedimiento analogo
las potencias, y pareceria natural, prosiguiendo la analogia, defi-
nir de un modo semejante otras operaciones de orden superior.

Ninguna dificultad ofrece esta definiciéon mientras sc¢ opere
con numeros enteros, pero, reducida 4 este solo caso, su interés
disminuye considerablemente, porque quedarian sin delinir las
operaciones inversas, y aun Jos mismos ntimeros que se determi-
naran, creciendo con inusitada rapidez, acabarian pronto por ha-
cerse inabordables, sin que pudieran representar ninguin papel
en las aplicaciones.

El problema verdaderamente interesante, y que no sabemos
que haya sido hasta ahora resuelto por completo, consiste en de-
finir estas operaciones para valores cualesquiera de sus nimeros
generadores, Y €s ese problema el que intentamos resolver en el
presente trabajo.

La definicién de la operacién de cuarto orden efectuada sobre
un nimero dado @ se expresa por Ias igualdades siguientes:

at = (a; 2) a% M = (a; 3) e als = (a5 n A1)

de las que sc deduce:

(a; V) ==a  (a;0)=1 (a; —1 == 0)

(a; —2) ==-—00

En la expresion (a; #) llamaremos hase al mimero ey expo-
nente & n. Bl resultado serd la superpotencig de primer orden, 6
simplemente swperpotencia. Para cxponentes negativos de valor
absoluto mayor que 2 el resultado de la operacién serfa infinito
¢ imaginario.

Veamos ahora como varia la superpotencia para los distintos

ey

(1) Trabajo presentado al Congreso de Bilbao de la Asociacion Espaiiola
para el Progreso de lag Ciencias.
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valores del exponente, que todavia, en virtud de la delinicion
Aada, deberd ser considerado como entero. Nos limitaremos al
caso en que a sca real y posilivo. Si a fuera nulo, se tendria al-
ternalivamente

(0; 2 1) ==1 (0525 - 1)=0

Cuando a aumenta, permanceiendo inferior & la unidad, se tiene

(a; 2) > a
(a; 3) < (a; 2
(@; 4) > (a; 3)

(a; 2) <1
ey 3) > a
(a; 4) < (a; 2

......... et s s e s asasae e

de donde resultarin dos serics: una decreciente,

| (a3 2) (a; 4).....
que empieza por 1; otra creciente,
@ (a; 3) (a; 5).c.ns

que empieza por a, y tales que los términos de la segunda serie
son todos inferiores & los términos de la primera. Serd forzoso
que estas dos scries tengan cada una un limite 6 ambas un li-
mite comun. Anora bien, en cada una de estas series, si repre-
sentamos por « uno de los términos; el Lérmino siguiente ser
a.“m; lnego los limites, si existen, han de ser raices de la ecua-
cion

" — g == ()
Esta ccuacion queda satisfecha por las raices de la ecunacion

a®— a == ),

pero esta1iltima ecuacién, cuando @ < 1 no liene mds que una

rafz real, y si ésta fuera el limite de una de las series, lo seria

también de la otra, porque, llamando y & un término de la pri-
mera serie, ol correspondiente de la segunda serd a? .
Para que haya dos limites serd, pucs, preciso que

[}
Q% — p =0

tenga tres raices. Cuando cstas tres raices se confundan en una
sola, la raiz lo serd también de la ecnacién resultante de derivar
dos veces la aplerior. Se tendrd, por consiguieute, despnés de
suprimir factores comunes, '

a®la 4 1 =0,
y como la misma raiz debe satisfacer también & la ecuacion

a® =,
se tendrd, en definitiva,
1

() T e

i
Sustituyendo este valor en la anterior se deduce

lag = —¢

6 bien

Cuando o varfa entre 0 y este ultimo valor habrd, pues, dos
limites, y & partiv de éste uno sélo que empezard sieudo, para

1 1

1
. 0,65988, (T;oo> — 0,367880

= T 15,154260 .

Para o = 1 todas las superpotencias son iguales 4 la unidad,
y también su limite. Un limite subsiste todavia para los valores
crecientes de a, mientras tenga raices reales la ecuacién
a* =
es decir hasta

e .
a == \/(.’.
para el cual valor ¢l limite es e.
e
Si a > Ve, las superpotencias crecen indefinidamente y aca~

bardn por crecer mis deprisa que una potencia ordinaria cual-
quicra.

Estos resullados pueden hacerse intuitivos mediante la repre-
sentacién geométrica. Tracemos dos ejes rectangulares y dibuje-
mos la exponencial delinida por la ecuacion

y = a*
y la bhisectriz de los ejes que corresponderd &

Mientras ¢ sea menor que la unidad, la exponencial serd decre-
ciente y cortard siempre 4 la bisectriz en el punlo correspondiente
4 I abscisa definida por la ecuacion

a® = x;

pero podrin ocurrir dos casos, segiin que el valor del coeficiente
angular de la langente en ¢l punto de interseccién sea en valor
absoluto mayor 6 menor que la unidad. En ambos casos, las su-
cesivas superpolencias vendrin representadas por las abscisas y
ordenadas de los vértices de un trazado poligonal de dingulos rec-

Y

e P e R

AT S

Fig.‘ 1®

tos, cuyos lados tienden hacia posiciones fijas; pero micntras en
el primero (lig. 1. estas posiciones determinan un cuadrado, en
el segundo (fig. 2.") ¢l cunadrado se reduce & un punto.

Cuando a es mayor que la unidad, y mientras su valor no al-

canza el limite {/é', la exponencial corta & la bisectriz en dos pun-
tos. Las superpotencias sucesivas vendrdin representadas por las
abscisas de los vérlices de un trazado en escalera, que quedard
forzosamente detenido ante el primer punto de interseccion (ligu-
2, 3."). Lo mismo ocurrird en el caso limite en que los dos pun-
tos coincidan y la curva sea tangente 4 la bisectriz; pero si

e

a> Ve,
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la exponencial no cortaria ya & dicha recla, y el trazado en esca-

lera se prolongard sin limite (fig. 4.%).
La definicién dada hasta ahora para exponentes enteros de
las superpotencias permite definir una operacién inversa, and-

Figa 28

loga 4 las raices. Es aquella operacion en la que, dada la super-
potencia y el exponente, se desea conocer la base: la anotaremos
(2 | @) y se tendri por delinicion

[(n]a);n]=a

Seguiremos llamando base al niimero a ¢ indice al mimero %, y
al resultado de csta operacién le Hamarcmos por analogia sib~
rais.

Si @ es positivo y mayor ciuc la unidad y »> 0, cs evidente
que la expresion tiene un solo valor real y positivo, pu2s ya he-

Fig® 5°

mos visto que c¢n estas condiciones (; #) es creciente con a y
siempre igual & 1, para @ =1,

Si @ es positivo, pero menor que la unidad, el problema po -
drd tener varias soluciones (reales) 6 no tener ninguna. Supon-
~gamos, por ejemplo, ¢l caso en que » = 2. Bl problema se¢ re-
duce 4 hallar las raices reales de la ecuacion

a® == aq;

pero la derivada de a” es

a? (1 4 1)

ydea ==0dw==1, cl segundo lactor pasa de ncgativo & posi-

) 1
tivo y se anula para o = -
La funcién primitiva, que es menor que 1 en todo el inler-
valo, empicza, pues, decreciendo, acaba aumentando y pasa por
1
un minimo igual & ——. 8i ¢l valor de a ¢s superior 4 csle nu-
\/c' .
mero, habrd dos raices; si igual & ¢l, una sola, y si inferior & €1,
ninguna.
Si el indice es 3, la derivada serid
(#;3) (2;2) .
e [ U - e = (L))
@
que es constantemente positiva en cl intervalo (0,1).
En clecto, la derivada del paréntesis cs

| —-i— 3 lw —l— (l.U)"',

F'“ga 43

que igualada & 0 daria dos sistemas de valores para @y v, h
saber:

lp == —2,618034 = 0,072946
te ==—0,381962 a === 0,68202

Rstos valores corresponderdn 4 un maximo y & un minimo del
primer parénlesis, que son, respectivamente,

1,309002 0,838879,
, y 0,

ambos, como se ve, posilivos.
La luncién es, pues, siempre creciente, y como para & == 0
es igual & 0, se ve que la ccuacién

v
s ([,’

para @ posilivo y menor que 1, tene siempre una raiz real y po-
sitiva y una sola.

Lo mismo se hubiera podido probar mds directamente. Sec
ticne en clecto

- alis - o (12)? === 1 = (1 A L) wl,

y como « es, por hipdtesis, menor que 1, Iz serd negativo: si su
valor absoluto es mayor que la unidad, ate y 1 + L serin am-
bos negativos y su producto positivo; pero cuando | & | <1, cl
producto serd negativo, y como sus lactores serdn menores (que
la unidad, él lo serd también: la derivada scrd, pues, posibiva cn
los dos casos,
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En general, cuando la superpotencia es de exponente impar,
la funcién (v; n) s creciente cn el intervalo (0, 1), coincidiendo
con estos mismos valores en los exiremos del intervalo; pero
cuando n cs par, sc tiene

(05 n) = (1; n) =1,

y la funcién pasa por un minimo, que se determina igualando &
cero la derivada. En particular, para la superpolencia cuarta,

s o e (2; 4) (@ R) .
prescindiendo del factor positivo — la expresidn que

habria que igualar & cero seria
L (2 Qb - [L Aol w (t2)*] == 0,
para lo cual sc obticne

o — 1292114 = 0274689 [w; 4) = 0,593237

Se veria ficilmente que csta raiz s 1inica,

Veamos aliora como varfa la subraiz con cl indice. Cuando la
base sca mayor que la unidad, la subraiz serd menor que la base,
y tanto menor cuanto mayor sca ¢l indice. Sila basc cs igual 6

mayor que e, la subraiz tiene por limite, cnando el indice n crece
[

indefinidamente, & Ve si la base @ cs menor que e, el limite
a

serd Y a. ‘

Cuando la basc es menor que I unidad, hemos visto que las
subraices reales de indice impar cxisien siempre; no asi las de
indice par, que & veces faltan y, cuando no, dan valores dobles.
yara valores clevados del indice la subraiz, sin embargo, exisle

[
siempre y el limite comuin es lambién en los dos casos V a.

Otra opericion inversa de las superpotencias, andloga & la ex-
yraceion de logaritmos, cabria estudiar, dando por conocidas la
superpotencia y la base y proponiendo determinar ¢l exponente;
pero, con las definiciones adoptadas hasta aqui, esta opcracion
1o tendria sentido ni serfa practicable mds que cuando cste expo-
nente pudicra ser entero, lo que solo ocurriria cu ¢l menor ni-
mero de casos. Para los demis, s0lo se podrian dar dos nimeros
cnteros, uno por defecto y otro por cxceso, que vinicran & co-
rresponder al problema, & la mancra de los cocientes cuteros en
las divisiones inexactas. Para otra cosa, serfa preciso defiuir pre-
viamente la superpotencia para exponentes Iraccionarios é incon-
mensurahles, y éste cs el punto del que vamos & pasar & ocu-
parnos. A
Cuando sc trata de resolver ¢l misno problema para las po-
tencias ordinarias, se empieza por interprelar los exponenles frac-
cionarios y, por un paso al limite, s¢ extienden los resultados
para un exponcnte real cualquicra, cstableciendo la continuidad
de la funcién exponencial, que sirve despuds de punto de partida
para definirla en cl dominio de los exponentes imaginarios.

Los procedimientos son andlogos 4 los empleados para la de-
finicién general de la multiplicacion, y el objetivo es facilmente
aleanzado cn uno y olro caso, porque tanto la suma como la mul-
tiplicacién son operaciones conmulativas y asociativas, cn las
que todos los nimeros que intervienen desempeiian gual papel.
Si ademds son iguales, no habrd ya medio alguno de distinguir-
los individualmente, y cabrd hablar con plena propiedad, y 1o
en sentido puramente descriptivo, del niemero de los sumandos 6
de los factores: la interpretacién de los multiplicadores 6 de los
exponentes fraccionarios no ofrecerd ya dificultad ninguna y de-
penderd tan so'o de la posiilidad de la division ¢ de las raices.

Cuando se Lrata de las sup'crpotencias, ¢l caso no es ya cl mis-
mo, porque los elementos de la escala exponencial son todos di-
ferentes por su funcién, aunque sean iguales por su valor numa-=

rico, y no hay ninguna razén que justifique el investigar el valor

de los exponentes fraccionarios, como intermedio para una gene-
ralizacién mds amplia, sino que debe ser atacada desde luego y
resuclta, si es posible, la cuestion de la continuidad del ex-
pounente.

Lo primero que ocurre, para resolverla, y es, en efecto, una
primera condicion, cs buscar una funcién continua del exponen-
te, £ (x), que para los valores cnteros de éste coincida con los va-
lores ya definidos de las superpotencias correspondientes; pero
csta sola consideraciéon no determina ¢l problema, porque una
vez conocida una de esas_funciones, serd posible cncontrar infi-
nitas que cumplan igual condicién, v esto, aun respetando, no
s6lo la continuidad de la funcién, sino también la dc todas sus
derivadas.

Una segunda condicidn que deberd imponerse & csa funcion
continua es la de satisfacer & la ecuacién

Flo 1) =a9,

sutisfecha por delinicién por todas las superpotencias de expo-
nente entero.

Esta segunda condicién podria realizarse si logriramos resol-
ver un problema mds general. Consideremos, cn efecto, la [un-
cién ¢ (@, 1) continua con relacién 4 a y definida para los valo-
res enteros de » por las igualdades

l

? (ma 1) == a% @ ('[;r N —‘_ 1) o a‘{l (x, n)

Qe tendrein inmediatamente
o (1, n)==(a;n)

yla interpretacion de- los exponentes 10 enteros de la superpo-
tencia quedaria reducida & la de los mismos valores de la varia-
bie 2 en la funcién ¢.

Ahora bien, sca » una raiz de la ecuacién

a¥ ==
Es claro que csta raiz satisfa 4 también & la ecuacion
1) ¢plr,n)=r
cualquicra que sea el valor de », y entonces podremos escribir,
aplicando la [érmula de Taylor,

Ie=1w»

2) o lwy ) =7 4—2 Apl) (@ — 1)

k=1

Para n = 1, los coclicicntes 4y son conocidos. Se tiene, en
electo,
k
7l
Ap(1) = =4y,

Ve

representando, para abrevim-,'por ! el logaritmo neperiano de a.

La forma de la serie de la igualdad 2) y la propicdad expre-
sada por la 1) permiten calcular los sucesivos coeficientes Ay (n),
mediante formulas de recurrencia gue vamos i determinar. La
aplicacin reiterada de la delinicién de la funcidn ¢ conduce 4 las
igualdades ‘

ololw, 1), 1] =9 2) olel 2 1]=0e3) ...
viee Olp (@, n— 1), 1] =2, n)

de donde se deduce inmediatamente

$ (v, n 1) =0[¢(r, n), 1] =0le &, 1), 7]
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y si se desarrollan los micm bros extremos de cstas ignaldades se
tendrid

ro Ay 1) (@ =) + A, B (@ — )2 A (1) i =) e =
e A, () (A (8 — 1) A by (2= ) Ag (o =P ]
-+ Ay (”) [Al (7" - 7') -+ Aa (‘T - 7')5 =+ "13 (7" - 7')3 e *F'*"
P A Ay (@— 1) A [+

A Ay (1) [A, (& — 1) A Ay (B — )+
et

P AR I IR RN

¢ igualando los cocficientes que afectan en los dos términos & 1as
mismas potencias de & — 7, se llega 4 la cxpresién genecral

=1
: b — k)1 P
3) Apn -1—1)= Z —Z,"(‘j_l'_ZT')_'A:AL,jA._‘l.....X:\];_h(n)
k=0

en la que los DIMEros 4, J, &y -veee
ciones

deben cumplir con las condi-

it 1 A==k h
i 314 =
La expresion 3) nos da cl valor de Ay (» 4 1) en funcién li-
neal de los 4 () de fudice no superior 4 &y pero todavia aparece
en forma que convendrd simplificar. La significacion ya conocida
de los cocflicientes 4, Ay, Agy veens permite escribir

REN A1) =
)L'—:‘t k—hlh '\“ (](._h)| 2
_ - S
AR ) T el
h=20

y si hace para abreviar

‘7‘an”+ k-1
A — — Py (]
L () o Py (n)
se tendrd para cl cileulo de Jos I’

4) Ppn41)=

— k!
= E (rl)k_h_lplc—h () Z

L1 ad g

P,

Vamos & demostrar que

A R l"(l I
(k — A)!

Yl /L'
e rgrgn,. 120 B L

5)

siempre bajo las condicioncs expresadas por las igualdades 3').
I.a proposicidn cs cicrta para . — h == 1; porquc los micmbros
o reducen entonces evidentemente 4 la unidad. Para demostrar-
la, en general, consideremos el desarrollo de

(w, 4w, a4 @)k -

En este desarrollo habrd términos que sélo contengan como
factor uno de los @, términos con dos tuctores diferentes, térmi-
nos con tres factores, etc. Con los términos que conticnen s fac-
Lores diferentes formemos un grupo, y represenlemos por ey, é,,
g reees e, los exponentes de los [actores de uno de esos términos;
el coeficiente del término seri

fel

I

!
eletel. el

Si los exponentes son todos distintos, por ellos podrin dis-
linguirse los factores, y cl mimero de términos que podrdn for-
marse, v 4 los que se aplicarfa igual coeficiente, serd

nin—1)n—2).....fn—s —1).

Cuando haya exponentes iguales, ¢l cocficiente del término
tendrd la misma cxpresion; pero el nimero de términos de ignal
coeficiente serd

np=H =2 @—s5—1)

gl gl e gy

siendo q,, Quy -oveer Qs los nuimeros de exponentes iguales que de-
berin cumplir con la condicion

Q.‘J[‘qg—}—q;—{— ..... +f[s:-5‘

Igualmente deberd tenerse

1.2, + .8+ 08, Ao Fogses =k

pudiendo algunos g ¢ algunos e anularse, con tal de que queden

satisfechas tanto esta condicion como la anterior. En csta hipo~

tesis, el coeficiente comin podrd escribirse, en todos los casos
k!

(] q2 {
e eyt L el

y el mimero de términos de igual cocliciente serd

#n—1)(n— 2 (@ —s—1

0! gl e g4

8i, pues, manteniendo la separacién de los grupos, s¢ hace

a, ==, == T e

' = &y = 1 )
la sama de cada grupo guedard
de sus Lérminos, y s tendrd

-~ /’C !
D

R

reducida & la de los coelicientes

wk==n-4+n@mn—1)

h—h=2
\ /\f!
nin—1n—2 ¥ - - -
o= )/%‘rgi!jm.....l!" RIZE LI
e e
— /3!
! -
. 2‘ TR IR LI L1 L
k—lh=mn :

Pero como, ademds, sc tienc, segin la formula de Newton,

n (7L—-1) A® Olg —‘—,,,,,-*—A”Ok

- n(n—1)(n—2)
TR

3!

nl=n -+

se deducird que, si la identidad 5) tiene lugar para todos los va-

lores de . — v desde 1 hasta n— 1, tendrd también lugar para
o — h=n,

y como se la ha comprobado por cierta pard % ==
para todo valor.
Esto supuesto, si se hace, para abreviar,

, cierta serd

rl=a,

la expresién 4) podrd escribirse

. o A® k 2% A Ok
6)  Prle-1) =D, () =571 (n) -+ T P, (n) -

4 wht =1 Py (n)

Esta cxpresion, en la que los polinomios I (n - 1) sc ob-
tienen en fancién de los de indice igual 6 inferior, pero corres-
pondicntes todos al mismo exponente =, puede servir para deter-
minar otra, en la que aquelios polinomios se oblicnen en funcion
de los del mismo indice, pero de exponente inferior. Se tiene, cn
efecto,

P, (n) =P, (n—1) =P, (n—12)= ... =1
y en virtud de la identidad 6),

P, (n41)="r, () + P, (n)
P, (n) =P, (n — 1)+l (0 - 1)
y si restamos estas dos igualdades sc tendrd

Py —( —=w) P, () -y (n—1y=10
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De la misma manera, podriamos cscribir

I (n 1) = P, (n) =3 ar, (n) - 2" P_ (n)
P (n) =P (n—1) 4= dal, (n — 1) - WP (n— 1)
P n—1)= 11 (n—2)-|-3ul', (0 — 2) <P, (n— ?)

y si después de multiplicar la scgunda de estas igualdades por
— (I - @) y la tllima por a, las sumamos, los términos en P,
Yy P, desaparcceran, cn virtud de las rclaciones anteriores, y s¢
tendri en delinitiva

Pon41)—( a-4a) P (n) +a(l dwaf) Py (n—1) —
—a'P_ (n—2)==0
Por ¢l mismo procedimicnto obtendriamos sucesivamente

nuevas relaciones de la misma forma, que quedard completa-
mente determinada al ser conocidos los polinomios en @ que mul-
tiplican & los polinomios 2. Ahora bien, en las relacioncs ya de-
terminadas se comprueba inmediatamente que estos polinomios
son los mismos que multiplican & las distintas potencias de X en
los produclos

X—1

(N — 1) (N — )

(X — 1) (X —a) (Y —a),
de donde parece deducirse que los de la expresién de 7, han de
ser los mismos que los del producto ’

7) (N —1) (N — ) (N — %) .. (N —ak—1

Y en efeclo, os [icil demostrar que, sicndo esto cierto hasta un

cierto valor de i, Jo serd también para el valor 7 +- 1.
IFormaremos al clecto las identidades

o A2 ()k -1
Pppr (o 1) = Py () o= =5 Py )+

@ AR OF 1L
g Pala) e Pre ()

» ‘ .'L‘A"’O"""l
Pry1(n) = P (0 —1) 4 ——5—
2P AN ORI

T Po(n— 1)~ Ak P (n— 1)

w A2k

ryn—1) -+

Py (i = 1) s P (0 = Q) A= e Py (0 — 2)
a* A» OF +1
gy P — ) A4 e 2 Py (0 — 2)
z A? Ok -1
P (e —h+ 1) =D"(n—h) 4= ——F— I, (0 — k) -+
g AB Q1 :

g PR = ak Py oy (n— )

se las multiplicard, respectivamente, por los cocficientes del
desarrollo, segiin las potencias decrecientes de X del producto 7),
vy sumdndolas en seguida, desaparccerin todos los P, menos
los Pp 1.

Llevando, por vllimo, todos los términos al primer miembro,
resnltard, después de reducir, que los coelicientes de los Py 4.1 son

precisamente los del desarrollo de
(X — D) (X —a) (N —a”) (X —a) .o (X —ak)

La propiedad demostrada prueba que para los valores enteros
de n se podrd escribir

8) I (”) e B‘m’j\' -n _{_ nzmlk—-Q) n __|_ Bsw(k—!};n __l_ o __I_ By

siendo ya los B unciones de o independientes de s, lo que per-
mite ya generalizar la [drmula para valores de n cualesguiera.

Pebro M. GowzALEz QUITANO,
(Se continuard.)

.

CONGRESO DE INGENIERiA

Tramitacion de los expedientes de concesiones de aguas.

La revista Madrid Cientéfico recoge en uno de sus tiltimos nu-
meros nn articulo publicado en otra revista técnica por D. José
1arcin Benitez titulado «)Ateneistas o congresistas?», en la cual, se
combate la tendencia que pudicra tener el actual Gongreso de [n-
genicria, de tratar en él cuesliones exclusivamente téenicas mas
propias de una Academia de Ciencias o de un Ateneo, opinando
deben tratarse cuestiones mas pricticas. Estoy cdmplcmmente de
acuerdo con todo ¢l contenido del articulo del Sr. Garcin Beni-
tez, y no hubicra lenido ningdn inconveniente en suscribirlo, y
aunque la objecion que hace Madrid Cientifico de que si se lleva
al limite esta segunda tendencia, s discutible si le cuadra mejor
al Congreso ¢l cardcter de Tribunal de Guentas o Academia le-
gislaliva, cstd muy cn su lugar, puesto que todas las exageracio-
nes son peligrosas, no cabe duda que extremo por ex tremo cstos
caracteres serfan mds adecuados. Los cjemplos de los que pudie-
ran ser lemas del presente Congreso los considero muy oportu-
nos y muy bien concebidos, y lamento que la deficicncia de mis
conocimientos y aptitudes no me permiticran recoger siquicra
wno de cllos por completo, pero ya que esto me es imposible, al
menos he de hablar algo sobre alguno en cl cual puedo aportar
mis datos que en ningin otvo, por tener alguna experiencin y
haber estado-mds tiempo en contacto con ¢l asunlo; este es el re-
lativo a la legislacién sobre concesiones hidrdulicas y voy a expo-
ner a continuacién algunas anomalias que tengo observadas y
hasta me alreveria en algdn punto a proponer algunas soluciones
racionales. '

Mucho se ha hablado de algun tiempo a csta parte de la efica-
cia de 1o legislacion actual en materia de aguas al aplicarse a los
grandes aprovechamientos hidrocléetricos, en cuya magnitud e
importancia no pudo pensarvse en los tiempos en que ésta se hizo;
sobre tal cuestion se han publicado articulos en muchas revistas,
se han redactado proyectos deleyes y de una manera u otra han
dejado ofr su puiblica opiuién ingenieros competentes en la ma-
teria y algunos politicos de altura, y casi todos eoinciden en tri-
butar un aplauso a la ley de 1879, al amparo de la cunal, no obs-
tante su fecha, se han construido tocos los actuales saltos de agua
hoy en explotacién y se han otorgado concesiones que sirven de
base para la construccién futura de otros muchos, pero que s
necesario modificarla en algunos puntos o mis bien los preceplos
oficiales que sustituyen a su reglamento, en el sentido de adap-
tarlos a las necesidades y tendencias actuales. Una de las necesi-
dades que mas se han sciialado es la relativa a la declaracién de
utilidad publica de estos aprovechamicntos, que a pesar de vis-
lumbrarse en algln articulo de la ley y poderse atener o la deli-
niciéon que para esta declaracion se hace en la ley de Expropiacion
forzosa, haciu falta una disposicidn oficial que claramenic y sin
ningin género de dudas las comprendiera dentro de cste con-
cepto, i

Asi las cosas, vino la ley de 2 de marzo de 1917 llamada «de
proteccidn a las industrias nacionales», y en ella, por inicialiva
de un ingeuniero, diputado a Cortes, se incluyé la declaracion de
utilidad pablica de todos los saltos de agua mayores de 1.000 ca-
ballos, con derecho a la expropiacién forzosa de los terrenos ocu-
pados por el embalse de la presa y casa de mdquinas, asi como de
otros aprovechamientos cuya potencia sea menor de la quinta
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