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iu el prélogo de su libro Le Hasard, publicado hace unos
tos afi0s, cuenta Emilio Borel que, interrogado pocos meses an-
tes por sus trabijos cientificos, tuvo la imprudencia de respon-
derijue estaba terminando un libro sobre el azar; inmediata-
mente su interlocutor le pregunté con cierta ironia qué iba &
decir de nuevo sobre tan magnifico asunto, y cuando se apresurd
dcontestarle que no era sa propdsito dar & conocer ninguna re-
eela para ganar d la ruleta, ni ningun talismdn capaz de asegu-
rar [ felicidad 6 de alejar las desgracias, llegé al colmo la extra-
leza de su amigo, el cual hubo de expresarla con esta pregun-
i mitad indiferente, mitad desdefiosa: jpues de qué trata su
]i]Jl‘«‘al’ .

Laauéedota revela de un modo bien expresivo Lodos los pre-
juicies que el sélo nombre de cdleulo de probabilidades despicrta
en el dnimo del vulgo y aun en el de muchas personas de edu-
eicion no vulgar, que no aciertan & ver en 61 sino 1y vana lahor
e disequilibrados martingalistas 6 un resurgir pseudo-cientilico
el misteriosos secretos de Ia cdbala,

V' sin embargo, el cdleulo de probabilidades. hien lo suhéis
todos los que me escuchiis, no es nada de cso. s precisamcente
la s robunda y concluyente negacion de todo eso, y ¢s ademis
Wi sama de la ciencia matemdticy que ha alcanzado nn consi-
leralle desariollo, conslituyendo hoy un cuerpo de doctrina de
los nids importantes.

Nacido de la inlerpretacion de una cuestion de juego some-
lida il sutil ingenio de Pascal, pronto fué objelo de los mdis in-
fresontes trabajos que han atraido la atencion y ojercitado el
Wlento de los mayor s matemidticos, como lo demuestran los
tombres ilustres de Fermat, de los Bernoulli, de Laplace, de
Gauss, por wo citar mds que los eminentes. K

Y tampoco ha quedado reducida su materia 4 la categoria de
Meras. invesligaciones curiosas, notibles tan sélo por'lo ingenio-
%0de los procedimientos 6 por la elegancia de los resultados,
S0 que he llegado & iufiltrar sus mélodos en las ciencias expe-
Timentales que, desconfiando de aquellos modelos mecdnicos con

los que se bval;aba hace medlio 51g]0 de repleseutat las reconditas
—
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(1) Conferencis dada en Sevilla.en el VI Congleso de la Asociacién Es-

Paliola para el Progreso de las Ciencias. °,

et

intimidades del mundo fisico, buscan hoy la explicacién de los
hechos en simples leyes estadisticas que surgen por el poder de
los grandes nimeros de una heterogencidad inextricable, 4 cuyo
andlisis elemental parece renunciarse.

Ni aun siquicra se ha limitado su influencia al campo de la
ciencia pura ni & la inspiracién de hipdtesis mds 6 menos satis-
factorias, pero de interés exclusivamente tedrico, sino que des-
cendiendo al teriecno de las aplicaciones, hin recibido también
sus resultados la sancién suprema de la experiencia, no sélo en
el estrecho recinto de los laboratorios, sino en ¢l mucho mis
amplio de la vida y de los negocios.

Lo que con tales caracteres se nos presenta, no podrd ser
nunca considerado como una lucnbracién vana y estéril. Si el
drbol se conoce por sus frutos, fuerza serd confesar que éste los
ha dado excelentes. Pero en el estado actual de la eritica cientifi-
ca los resultados solos nos bastan para legitimar un procedimien-
to, y aunque las verdades adquiridas scan una garantia para las
investigaciones fuluras, el temor & extrapolaciones injustificadas
no abandonard nunca al sabio, mientras queden en los fundamens-
tos mismos de la ciencia hondos problemas que resolver, dudas
espesas que aclarar,

Mirada la cuestidn desde este punto de vista, la impresién no
puede ser ya tan salisfactoria, Lntre cl aspecro de indecision y
vagueldad con que los lendmenos de azar forzosamente se nos pre-
sentan y la precision nwmérica con que sns probabilidades se ex-
presan, parvece existiv, & primera vista al menos, una oposicion
radical que wunenaza con convertivse en irreductible antinomia;
y cuando para hiuir de ella e Leata de Tavar este pecado de origen
en las puras fuentes del inlinito, nuevas nebulosidades oscurecen
el pensamiento, poniéndole en el horde de la paradoja y de la con-
tradiceion.

No es el reproche de hoy. Empenadas discusiones acompaiin.-
ron al cileulo de probabilidades desde sus primeros pasos. Aun
aueda el recuerdo en los Lratados clisicos de las intransigentes ob-
jeciones de d'Alembert y ¢l eco de los debates sostenidos en torno
al célebre problema de San Petershurgo. La aplicacion de los re-
sultados del cileulo ha dido también lugar 4 opiniones encontra-
das cn la teoria de la probabilidad de las causas y en la de los
errores de observacién. lgualmente hai sido motivo de criticas
acerbas, y no siempre injustificadas, las tentativas hechas por
Condorcet, por Laplace, por Poisson para someter al cdlculo de
probabilidades las decisiones judiciales? Stuart Mill vefa en ellas
el escindalo de las matematicas. - .

_ Prescindiendo de algunas exag ra,a,iones ‘un cierté acuerdo
habm llc ado, bll] embargo gi esmblecerae entre los Ll‘ahtdlat“ls, y

-

i
i
i
i




3
i
i
1
|
i

929, . REVISTA DE OBRAS PUBLICAS

¢so bastaba. Bertrand hacia preceder su conocida obra publicada
en 1889 de una luminosa introduccién que habia sido impresa al-
gunos aflos antes con el titulo Las leyes del azar. En ella trata de
poner de relieve los fundamentos del cdlculo, disipando las dudas
que pudieran asaltar al lector desprevenido, al que subyuga con
los fallos de su certero juicio y las galanuras de su estilo, no exen-
to de sal Atica. Bertrand detiene, sin embargo, su andlisis ante
los datos clementales aportados por el sentido comun & por el
buen sentido, que no siempre es lo mismo. Su trabajo empieza
con estas palabras:

«;C6mo atreverse & hablar de leyes del azar? ¢El azar no es la
antitesis de toda ley? Rechazando esta definicidn, yo no he de

proponer ninguna otra. Sobre un asunto vagamente definido se puc- - :

de razonar sin equivoco. jSe debe separar al quimico de sus hor-
nos para preguntarle sobre la esencia de la materia? jSc empieza
el estudio de los transportes de f{uerza por definir la electri-
cidad?»

Bertrand, como se ve, elude expresamente tratar estas cues-
tiones; acepta el concepto con todas sus vaguedades, pero cs que
para é1 estas vaguedades no le enturbiaban.

«La palabra azar-—continta—, inteligible por si, despierta
en el espiritu una idea perfectamente clara.»

Y trata en seguida de transmitir esta claridad al lector por
medio de sugestivos ejemplos tomados de la realidad de la vida
y ajenos 4 toda lucubracién metafisica y 4 toda posibilidad no
experimentada, por las que siempre mostré aquella repugnancia
que le hacia rechazar, como pueriles juegos de la inteligencia,
los modernos trabajos sobre las geometrias no euclideas,

El andlisis de Bertrand no podia bastar 4 espiritus mds exi-
gentes. Algunos aifios desputs, Poincaré, cu su célebre obra La

science et Uhypothése, con plena conciencia de todas aquellas -

explicaciones, se expresaba, sin embargo, en estos términos:

«El solo nombre de cileulo de prohabilidades es una parado- -

ja: la probabilidad, opuesla & la certeza, es 1o que no sc sabe; y

wcoémo se puede calcular lo que no se conoce? No obstante, mu-
chos sabios eminentes se han ocupado de este cdlculo, y no se.

podria negar que la ciencia ha sacado de ¢l algin provecho.
(Como explicar esta aparente contradiceidén?»
Y al terminar el capitulo que dedica & la resolucisn del enig-

ma, tan poco satisfecho queda del resultado obtenido, que con-

cluye:

«En las lineas que preceden he planteado muchos problemas
sin resolver ninguno. No lamento, sin embargo, haberlos escri-
to, porque ellos invitardn quizds al lector & reflexionar sobre estas
delicadas cuestiones.»

No menos escéptico se habia mostrado en el curso que habia
dedicado 4 esta materia en su citedra dela Facultad de Ciencias,
de Paris, el cual termina con estas palabras:

«El cilculo de probabilidades ofrece una contradiccion en los
términos mismos que sirven para designarle, y si no temiera re-
cordar aqui una frase demasiado 4 menudo repetida, diria que
ante todo nos ensefia una cosa, y es, & saber, que no sabemos
nada.»

Después de Poincaré, varios libros se han publicado sobne el
mismo tema. Citemos al paso los de Montessus, de Carvallo, de
Borel. Mas 6 menos en todos ellgs se concede especial interés &
la critica de los principios. Los mismos problemas han inspirado
también articulos recientemente publicados en la Prensa cienti-
fica, como el de Guillaume aparecido en Septiembre 1ultimo en
L'Enseignement mathematique, y N0 solamente en revistas mate-
maticas, sino en publicaciones de cardcter mas general como el
de Pmcherle en Scientia, y aun en las especializadas en otras ra-
mas de los conocimientos humanos, al parecer menos afines 4 la

matena., como los Anales de Psicologta de Flournoy y Clapare-
des, en cuyos tomos XV y XVI se han publicado también sen-
dos articulos por Cailler y Cérésole.

En Espafia se ha prestado también recientemente atencion d
estos asuntos sobre los que contdbamos algunos tratados elemen-
tales y un resumen histdrico muy interesante, hecho hace ya
bastantes afios por D. Miguel Merino con motivo de su ingreso
en la Academia de Ciencias de Madrid. Esta docta Corporaciéu
escogié hace pocos afios el cédlculo de probabilidades para tema
de uno de sus concursos y posteriormente dedic6 también al mis-
mo una interesante conferencia en el Ateneo de Madrid mi que-
rido amigo y compaiiero D. Antonio Prieto.

Esta enumeracion, que no aspira ni mucho menos 4 ser com-
pleta, demuestra que este asunto es, no sélo de capital importan-
cia, sino ademds de verdadera actualidad cientifica. Sobre ¢los
invito 4 meditar conmigo un rato.

Empecemos por delinir la probabilidad y observemos ante
todo qué no seria posible ni siquiera pensar en ella si no exis-
tieran en la realidad hechos probables. Faltando esa condicion,
aun la misma posibilidad del concepto careceria de toda impor-
tancia y las investigaciones en este sentido serian completanente
estériles. ;Cudles son los caracteres de esos hechos?

En condiciones de antemano determinadas, se espera un re-
sultado: geste resultado se presenta de un modo cierto y coustan-
te? El lendmeno obedece entonces & una ley natural que I lig
de manera inequivoca & las condiciones preexistentes. Existiria,

. igualmente, nna ley de exclusion, si el resultado que se esprrabi

no se presentase nunca; pero hay combinaciones de circuusbi-

" cias en las que determinado fendmeno se produce algunas veces,

no todas. Es entonces cuando lo calificamos de probable. No in-
vestigarnos la causa de la incertidumbre: schalamos sélo v
hecho.

Si queremos precisar mds esta nocion puramente cualitulivy,
tendremos que recurrir & la mayor 6 menor frecuencia con qui
el fendmeno se produce, una vez que se han dado las condi-innes
previslas, y entonces diremos que serd mds probable el fenomeno
mds {recuente. La experiencia, en un gran numero de cirubs:
tancias, es precisamente el caso de los juegos de azar, permite
llegar mas adelante en la determinacién de la probabilidad, re-

velar la existencia de relaciones nmericas que han per ilids
fijar en todas las épocas, de una manera empirica, las rey:s de

cquidad de los juegos usuales.

Para ello se ha solido comparar el nimero de casos luvord-
bles con el de casos adversos & cada jugador; pero, por Ic:unes
que no es de momento indiczir,‘ la relacion que de este m 1ot

delermina presenlaria ciertas dificultades para la comoditadd®

calculos posteriores, y por ello se la ha sustituido por el co ienk
entre el niimero de casos favorables y el numero total de¢ rasos
posibles. Generalizando este concepto de inspiracién experin ntal,

se ha llegado 4 definir en todos los casos la probabilidad pr et

cociente.

Pero esta definicién, como se observéd en seguida, deja :bier
ta la puerta 4 un sin fin de ambigiiedades. Cémo numeiir los
casos posibles? Puede en un gran mimero de ocasiones lincerse

de muchos modos y el cociente obtenido variard con la eluceiod

que se haga. D’Alembert, razonando contra el cilculo de proba-

bilidades, hacia observar que, para cualquler acontecimiento dv-
doso, dos casos pueden ocurrir tan sélo: ¢ se verifica 6 10} d

primero seria el tnico favorable y toda probabilidad seric igual
4 3. Hecha esta comprobacion, todo el cdlculo sobraba.

Si pues la definicién no ha de resultar vana, serd precisc 4§
garle algo y, en efecto, decimos hoy: la probabilidad es I rele-
cién del nimero de casos favorable al numero total de cas»s
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sibles, pero siempre que estos casos sean igualmente posibles,
jgualmenle verosimiles, empleando estas locuciones con un cier-
to yengonzoso temor, porque pronto nos damos cuenta de que
con ellas no podemos ni queremos significar otra cosa sino que
esos asos han de ser igualmente probables, y entonces nos vemos
inclinados 4 exclamar con Poincaré: «Henos reducidos 4 definir
lo probable por lo probable». .

Tratando de salvar esta flagrante peticién de principio, el
mismo Poincaré se pregunta: «;Coémo sabremos que dos casos
posililes son igualmente probables? ;Serd por una convencién?»
Y eontesta en seguida: «8i establecemos al principio de cada pro-
blema una convencién explicita, todo marchard bien, no tendre-
mos ya mds que aplicar las reglas de la Aritmética y del Alge-
bra v llegaremos al fin del cdlculo sin que nuestro resultado pue-
fa dejar lugar 4 la duda; pero en cuanto que queramos hacer la
menor aplicacidn, serd preciso demostrar que nuestra conven-
eion era legitima y volveremos & encontrarnos frente 4 la dificul-
lad que habiamos creido eludir.

Buscando un criterio para la enumeracién de los casos ele-
mentiles igualmente probables, se ha creido poder encoutrarlo
en razones de independencia, de simetria, en la aplicacion, en
s, de lo que se ha dado en llamar el principio de razon suli-
viente; pero i analizamos este criterio, acabaremos por encon-
trarin insuficiente 6 contradictorio.
blineas y negras en igual numero, del mismo lamafio, de idén -
tic inateria; se han mezclado completamente & fuerza de agitar-
las e1n Lodos sentidos; no hay razén ninguna que hubiera de de-
vidirnos por unas 6 por otras; la probabilidad deberd ser igual
para los dos casos, y en ambos serd de 3. Mas razonando de
&l modo hemos olvidado un pequeiio detalle: las bolas son de
coleres diferentes. El color no influye, se dird, y es cierlo; peETo
oo ~abemos que es cierto? La experiencia nos lo ha confirma-
o 1nil veces. A falta de ella, nuestra afirmacién a priori seria te-

meraria, ;Con qué derecho podriamos asegurar entonces que el

tolor no podia ser motivo de preferencia? ¢No lo es, en clecto, en
otra~ ocasiones?

¥ si hemos de distinguir entre sf los suce os, si hemos de

terorarnos de algun modo de su aparicién 6 su ausencia, sin
o cual toda alirmacién seria incomprobable y todas las definicio-
hes <imples juegos de palabras, serdn precisos siempre caracte-
tes distintivos que vendrdn & destruir esa indiferencia absoluta,
tsa simetria perfecta que parece indispensable para la aplicacién
(el principio. Y cuando, allanando csta imposibilidad, hubiéra-
Mo licgado 4 conseguir una indiferencia completa ante el pen-
Siniento, jqué garantia tendriamos de que hubiera una igual in-
difer-ncia ante la realidad? ;Por qué no habfan de haber quedado
ocultrs nuevas circunstancias influyentes?

Vemos, pues, que si prescindimos de convenciones, siempre
mds & menos arbifrarias, no tenemos mds medio de resolver el
broblema que la comprobacién experimental. jHabra que deducir
e aquf que el célculo de probabilidades e¢s una ciencia vana?
Tauio valdria como declarar vanas la Geometria 6 la Aritmética,
borGue nila una ni la otra nos garanticen @ priori la igualdad de
las figuras 6 la equivalencia de las unidades. Dos hguras, por
Gemplo, son iguales, segiin la definicién cldsica, cuando super-
Pueslas coinciden; pero jquién nos asegura de que no varfan du-
nute el transporte? Del mismo modo, las unidades deben ser
iguales S para que la cantidad quede perfectamente definida por su
Mimero; pero la comprobamén ultima de esa igualdad es opera-
t6n ajena al cdlculo. En'uno u otro caso, es la existencia de
tuerpos sélidos 6 la de procedimientos precisos de medida la que
hace ¢ :omprobables esas igualdades que las ciencias puras postu-
lan'y sobre Jas que edifican sus teorias, que toman de la experien-

En ubna urna existen bholas-
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cia sus datos elementales, para devolverlos mds tarde prefiados
de consecuencias en complicadas combinaciones de prictica apli-
cacién.

Hay casos, sin embargo, en los que el dato experimental pa—
rece ausente y en los que una cierta fuerza logica nos inclina,
aun { pesar nueslro, hacia determinadas convenciones que la ex-
periencia mds tarde justifica. Poincaré nos habla de ese instinto
oscuro, al que llamamos buen sentido y sin el cual no podriamos
dar un paso, porque la ciencia misma seria impozible y queda-
riamos incapaces de descubrir ninguna ley ni de-aplicarla. El
método experimental y la c.encia loda, que es su consecuencia,
no tienen otro fundamento que la creeucia en que existen leyes
que rigen los fendmenos del mundo, y esta creencia, fundada en
hechos pasados, no podemos extenderla al porvenir, sino porque
repugnamos el cataclismo mental que supondria la negacién de
loda expericncia adquirida, ante la posibilidad del cual, no tene-~
mos Sino una sola respuesta: «eso es muy poco probable».

No habrd que conlundir, sin embargo, datos y posicioncs que
convendrd que queden separados. ;CGémo ha de parccer extrafio
que ese buen senlido, seleccionado producto de innumerables ex-
periencias, que han venido enriqueciendo el acervo mental del
individuo y de la especie, concuerde con [recuencia con la reali-
dad externa, si ha sido modelado por ella en lucha cien veces

secular en la que el triunfo ha sido ¢l premio de perfeclas adap-

taciones que han permitido la continuidad de esta dilatada cade-
na de vida que hasta nosotros llega? ;Coémo un tan continuado
éxito no ha de inspirar confianza? Pero serd preciso guardarse de
las generalizaciones injustilicadas y, por lo mismo que ha sido tan
fecundo, debemos conservar vivo esle intimo consorcio con la
realidad experimental. La interpretacion de ésta quedard siempre
un poco vaga € indecisa é impregnada quizds de ideas de antiguo
adquiridas y de inveterados hidbitos de pensamiento, que se im-
pondrdn 4 nuestra inteligencia, inclindndola & preferir para los
problemas planteados soluciones particulares, que se reputardn
las mds probables, porque representarin la minima resistencia
para nuestra actividad espiritual. Pero csta probabilidad de ca- -
rdcler puramente subjetivo no podria someterse & ningtin cdleu-
lo ni ser fundamento de é1. Para ser fecunda la ciéncia ha de ser
objetiva y la fuente de todo objetivismo no puede ser otra que la
experiencia. La probabilidad elemental ha de ser pues, por con-
siguiente, un dato de experiencia que ¢l cdlculo se encargard de
combinar con tantos otros. El objeto de este cilculo serd enton-
ces, seguin la exacty definicion de Borel, evaluar las probabilida—
des de los acontecimientos complejos por medio de las probabilidades
supuestas conocidas de olros acontecimientos mds sencillos.
Planteada la cuestion en estos térmiunos, las principales difi-
cultades desaparecen, en tanto al menos que el nimero total de
casos posibles sea finito. Si esle numero llega & ser infinito, las
consideraciones anteriores no bastan ya para despejar de dudas el
asunto. Estudiaremos primero el caso en que se trate de un infi-
nito discreto y numerable representable simbdlicamente por la
serie de los nimeros enteros y empezaremos por notar la impo-
sibilidad de comprobar experimentalmente la igual probabilidad
de cada uno de los elementos que integrarian el conjunto. Esta
ignaldad habia de revelarse por una igual {recuencia, y seria
preciso disponer de una eternidad para que se presentaran todos
siquiera una vez. Y aun antes 6 después de intentar Ia prueba,
la definicién misma de los sucesos 4 distinguir presentarfa tam-
bién dificultades- insuperables: no nos es dable conocer directa-
menle una infinidad de elementos distintos; toda definicién de
esta especie ha de resolverse finalmente en una férmula cons-
tructiva que determine nuevos elementos en funcién de los ya
definidos: la definicién de los mimeros enteros es el ejemplo tipi-
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co mds sencillo: redicese en esencia 4 la interpretacién del sim-
bolo n -4 1.

Dentro de la realidad experimental y aun independientemen-
te de toda prueba, esa igualdad de probabilidad no es tampoco
presumible, por lo menos, en los fenémenos accesibles al hom-
bre, los unicos que, en definitiva, podriamos conocer y podrian,
por consiguiente, interesarnos. Imaginemos para fijar las ideas
una urna conteniendo » bolas numeradas desde | hasta n: podre-
mos, agitdndola convenientemente, llegar 4 realizar de un modo
practico la igual probabitidad de los #» niimeros; » queda indeter-
minado, podemos hacerlo crecer, y teéricamente est? crecimien-
to no tendrd limite; pero en la prictica, con » deberdn crecer el
lamaiio de la urna y el tiempo necesario para conseguir una con-
veniente mezcla de las bolas; aunque encontriramos sitio para la
urna en el espacio infinito, el orden y disposicién de las holas no
serian suficientemente renovados y siempre serian mds probables
las préximas al orificio de extraccion que las que quedaran & con-
siderable distaucia y podrian exigir mucho tiempo para scr acce-
sibles.

Esta gigantesca urna podemos suponerla realizada en el Uni-
verso por un éter cinético compuesto de una infinidad de dtomos
velocisimos, moviéndose en todas direcciones con la rapidez de la
luz; no hago una hipoétesis fisica, trato solo de aclarar los concep-
tos con una imagen. Al mismo tiempo, en la célula terminal de
un cabello de cualquiera de vosotros y en la molécula mds promi-
nente de esta célula, podriamos, utilizando su formula estereoqui-
mica, senalar un dtomo de hidrdgeno. Pasarin los siglos; de cnan-
tos aquinos congregamos no quedari ni el recuerdo; la vida misma
desaparecers de nuestro planeta; pero mas alli de todo eso, en las
tinieblas de la cternidad ignorada, podemos, desde ahora, imaginar
un fugitivo instante que viniera & interrumpir con precision casi
matemitica la majestad del tiempo, y en ese momento, el dtomo
de hidrégeno, que habrd hecho su camino, vendrd 4 chocar con un
dtomo de ¢ter. (Quién serd capaz de calcular e! encuentro? ;Cudl
de los infinitos dtomos producird la colisién? ¢Cabe imaginar azar
mds indeciso? Pues bien, también en el momento actual, mas allg
de los confines de la Via lictea, tras las tltimas nebulosas distin-
suibles por los mas poderosos telescopios, podriamos senalar in-
men=as regiones cuyos dtomos eléreos, aun sin ser desviados por
el menor choque, no podrian concurrir & Ia cith y se encontra—
rian despojados por completo y desde hoy de toda probabilidad.

Pero si la igunl probabilidad de infinitos sucesos no es pric-
ticamente asequible, pueden imaginarse disposiciones para que
cada uno de esos infinitos suc-sos tenga una probabilidad asig-
nable.

Sea, por ejemplo, unawma que contenga » scries de 10 ho-
las cada una, siendo ya » un niimero finito y fijo, y numercmos
cada serie con las cilras de 0 & 9; pero supongamos que las se-
ries sean todas ds holas blancas, menos uva que cstuviesc com-
puesta de bolas rojas. Podriamos dar 4 esta urna ¢! encargo de
definir un nimero y, al cfecto, deberian extraerse. bolas de clla
de un modo sucesivo, devolviendo siempre & la urna la bola sa-
lida en cada extraceidn. El nimero pedido seria el que se escri-
biera con las cifras obtenidas, interrumpicndo la operacion 4 la
salida de la primera bola voja. Es claro que en vez del sistema
decimal hubiéramos podido escoger otro sistema de numeracidn
cualquiera, 6 no interrumpir la serie de cifras sino 4 la salida de
I segunda 6 dela tercera bola roja 6 adoptar otra composicién
e urna y aun otro proceder operatorio, pues son muchos los que
se podrian imaginar; pero limitindonos al expuesto, observaremos
que si bien es capaz de reproducir un numero entero cualqu:era,
uo todos los nimeros tendrian igual probabilidad, pues aunque
la_posibilidad de que uunca salga una bola roja no se pueda ne-

gar en términos absolutos, esto es, al menos, altamente improba-
ble, y, por consiguiente, mientras mayor sea el nimero de ci-
fras, menor seria la probabilidad de alcanzarle. Estos nmimeros
serian, 4 la larga, los menos frecuentes.

El célculo preciso de las probabilidades en este caso es muy
sencillo, aunque no nos hemos de detener en él. En general,
siempre que los sucesos puedan ser, efectivamente, infinitos, 6
con mds precisidn ilimitados, las probabilidades particulares de
cada uno deberdn formar una serie convergente hacia la unidad.
Si sin conocer la composicién de la urna ¢, mds en general, las
condiciones de la experiencia, quisiéramos determinar practica-
mente esas probabilidades, la dificultad no serfa tampoco mucho
mayor en estas nuevas circunstancias que cuando los casos eran
en nimero {inito: las mayores probabilidades serian ficilment:
comprobables, la infinidad posible quedaria dividida en clases de
interés decreciente, hasta llegar & un conjunto practicamente
despreciable, y sencillas interpolaciones permitirian la determi-
nacién de una férmula empirica, tanto mds préxima 4 la reali-
dad cuanto mis se prolongara la experiencia. Esta marcha podria
complicarse tal vez hasta hacerse humanamente irrealizable; pero
desde el punto de vista teérico no daria motivo & la menor ob-
jecion, y en la prictica no serian el fendmeno 06 la ley sino uno
de tantos como esperan y esperardn tal vez eternamente el sabio
que los descubra.

Reducido asi también 4 la experiencia el caso que nos ocup,
todavia la imaginacién no se da por satisfecha. Es ciertimente
imposible en la prdctica una infinidad de fendmenos igunalmente
probabhles; pero fuera de las limitaciones de la realidad, jno seria
posible imaginarla? Y aparte del interés fisico, que se coucede
nulo, ¢no habria en esa consideracion un alto interés lilosdlico
que viniera en ayuda de la interpretacion de este m'smo mundo,
rea'izado entre infiuitos que la inteligencia ve posibles! Nad
importaria que 4 las imposibilidades [isicas viniera & sumurse It
limitacién de nuestro intelecto incapaz de representarse dislinta-
mente una infinidad; gacaso no puede el espiritu, aun venun-
ciando i la representicion dilerenciada de los fendémenos, abar-
carlos en férmulas comprensivas y razonar sohre ellos con per
focto rigor 16gico? Y ya que esa diferenciacién sea imposibleal
hombre ¢no podemos suponerla en la infinita inteligencia de
Dios mismo?

Planteada la cuestién cn esos términos, dificil es dar nu
respuesta; pero si debemos nolar que ante la infinidad de friosy
cualgniéra que sea la aclitud que se adopte respecto de [l con
tingencia del mundo, toda probabilidad se desvanece; poriie si
se admite un determinismo ah.cluto, el menor fenémeno sland
siempre pr-seale & su ilimitada inteligencia, y si el Unvers
fuera el resultado de continuos ¢ imprevistos devenires, ¢s 300
podriau ser tampoco, ni en conjunto ni en delalle, sino i pro-
ducto inequivoco de su voluntad soberana.

Y en cuanto & la consideracion mds verbalista que efectivade
esa infinidad ignalmente probable, ficil es ver que no puede 37
feeunda sino en contradicciones. Supongamos, en electo, qie -
dos los nimeros enteros fueran igualmente probables: la jrobi-
bilidad de cada uno serfa nula y ninguno en particular nodrin
llegar 4 realizarse. Otra forma podria darse al mismo arguirento:
escojamos un nuimero » tan grande como queramos; podemos
dividir el conjunto de los nimeros enteros en dos clases «onté:
niendo la una al nimero » y 4 todos los inferiores & él, v ci ,]“
segunda & los mimeros restantes. Por grande que sea 2, los Bi”
meros de la primera clase tendrdn siempre una probal ilidad
pula, y el nimero favorecido por la suerte deberia ser ci todos
los casos mayor que #, de donde este teorema,. que [Joﬂ.rz'l ser
objeto de variadas interpretaciones metalisicas, pero al ¢né o
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podrs, conceder ningdn valor la ciencia positiva: «si todos los
mimeros son igualmente posibles, s6lo es cierto el infinito». Con
igual derecho y fuerza 1égica alejariamos al infinito también es-
irellas y mundos, para quedar aqui sumidos en perpetuo silencio
yen oscuridad tenebrosa, que nos permitiera sin distraernos
enumerar por los siglos de los siglos los elementos de nuestra
infinidad probable."

Admitiendo igual ilegitima hipotesis, llega Laurent en su
Estadistica matemdtica 4 la conclusidn de que la probabilidad,
pra que un nimero entero escogido al azar sea primo, es nula.
Lo mismo hubiera podido concluir de los cuadrados y de los
ahos. Y nosotros, cntretanto, tropezaremos diariamente con
primos, con cubos y con cuadrados, en nuestros cilculos ordina-
rios con los niimeros usuales, en este mundo nuestro, bajo los
cilidos rayos de nuestro sol 6 cn la noche callada mientras re-
tibimos desde remotas, pero medibles lejanias, los reflejos cente-
lleantes de miriadas de estrellas.

Supongamos ya que el nimero infinito de los casos posibles
llegue & tener la potencia del coatinuo, como ocurre con los pun-
tos dc una recta 6 de un plano. Sila recta 6 el plano ¢ aun cl
espacio los consideramos indefinidos, podrdn siempre dividirse en
porciones de medida finita que vendrdn & constituir conjuntos
nunerables, & los que se podrdn aplicar 1as consideraciones ante-
riores y, por consiguiente, bastard que estudiemos una de esas
porciones limitadas, que parece que ha de ser, ademds, perfecta-
mente realizable.

Esla realizacién seria, sin embargo, mds aparente que real.
Supungamos trazado un segmento reclilineo: el ntimero de sus
puntos, se dice, es infinito: serd cicrfo, pero al tratar de sefalar-
los, por finisima quic sea la punti de que nos sirvamos, si dispo-
nemos de tiempo suficiente, llegaremos al cabo 4 una confusién
indiscernible. Aun cuando nuestros procedimientos de determi-
mcion y de medida se perfeccionasen hasta limites inconcebibles,
conciuirfamos siempie por tropezar con la discontinuidad de la
materia miisria. Las determinaciones en definitiva serian siempre
e wimero limitado.
~ l'ersiguiendo el infinito, podemos hacer caso omiso de la mo-
lestiz que el 4tomo nos ocasiona. Reduzcimosle & un punto ma-
lem:i‘ico, imaginemos su centro de gravedad, por ejemplo, y ha-
gimesle recorrer con movimiento uniforme el segmento rectili-
neo: iabrdn llegado asi d seflalarse sucesivamente todos los infi-
nilos puntos del segmento: nuestra atencién no podrd seguirle,
fija siempre en un punto anterior, como la flecha del célebre ar-
guniento de Zenén de Elea,

l'ero prescindamos de todas estas dificultades: 110 nos pregun-
lemes qué utilidad pueden tener tantos supuestos inalsanzables:
dmitamos que en este caso pueda la consideracién de lo conti-
fuo prestar los mismos servicios cientificos que presta en otras
fimas del saber y elevemos nuestro pensamiento & las regiones
le In pura y perfecta idealidad geométrica. Todavia la probabili-
dad sorfa en este caso una relacién entre dos infinitos, cuyo in-
determinado valor no seria posible fijar sino por nuevas conven-
cloncs,

¥ no hay que creer tampoco que tales convenciones se pre-
Stoten naturalmente al espiritu de modo que conduzcan en cada
tso & resultados inequivocos: una célebre paradoja de Bertrand
B0s convencerd de lo contrario. Bertrand propone el siguiente
Drohlema «Se traza al azar una cuerda en un circulo. ;Cudl es
la probabilidad para que sea mayor que el lado del tridngulo
tquilitero inscrito? Lo resuelve de las tres formas siguientes, al
Drecer irreprochables (véase la fig. 1.%):

1" Todos los puntos del circulo son equivalentes: la sime-
rfa de la figura lo garantiza. Escojamos uno cualquiera: la cuer-

)
(=
-2

da que pase por este punto deberd formar con la tangente un dn-
. 1
gulo mayor de 60° la probabilidad serd 3
2.* Podriamos escoger arbitrariamenle la direccién de la
recta, ya que todas las direcciones son también equivalentes: la
cuerda deberd encontrarse entonces & una distancia del centro

. 1
menor que la mitad del radio: la probabilidad seria 5

3." En vez de escoger arbitrariamente la interseccién 6 la
direccién podemos fijar directamente al azar el punto medio de
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la cuerda; con él la cuerda vendri determinada y, para satisfacer
al enunciado, dicho panto deberd encontrarse dentro del circulo
concéntrico al primero y de radio mitad. La probabilidad, igual

. 1
4 la relacidn de las dreas de esos circulos serd igual & T

Entre estas tres respuestas jcudl es la verdadera? Ninguna de
las tres es fdlsa, responde Bertrand, ninguna cs exacta: la cues-
tién estd mal planteadd. Y tiene razén. Sin definir previamente
Io que ha de entenderse por trazer al azar una cucrda, ¢l proble-
ma catrece de sentido preciso. Todas esas probabilidades y mu-
chias inds, intermedias 6 no, podrin llegar & realizarse por dis-
posiciones pricticas convenientes. Sin conocer en cada caso la
que se da cn la realidad, todas las contestaciones serdn aventu-
radas. Desprovisto el enunciado de toda restriccion, la probabi-
lidad que se pide no existe.

La conclusién de Bertrand se ha criticado y antes y despudés
de él se ha desarrollaido modefhamente todo un cuerpo de doc-
trina del que puede verse una exposicién bastante completa en la
obra de Czuber Probabilidades iy medias geomdtricas. Para cllo ha

sido preciso aceptar determinadas convenciones que precisen el -

sentido, para los elementos geométricos, de la Jocucidén «escogi-
do al azar», Estas convenciones se recomiendan por su naturali-
dad: cuando se trata de puntos sobre una recta, sobre un plano 6
en el espacio, la probabilidad para que el punto se encuentre
dentro de un segmento, de una superficie § de un caerpo es pro-
porcional 4 la longitud del segmento, al drea de la superficie, al
volumen del cuerpo. Para los conjuntos continuos de rectas la
convencién no es ya tan intuitiva, pero sc llega 4 ella ficilmen-
te; si una recta se mueve de modo continuo satisfaciendo deter-
minada condicién envolverd una cierta curva, si en su movi-
miento conserva un solo grado de libertad; pero si su determi-
nacion envuelve dos parimetros, las condiciones del problema
establecerian entre ellos una 6 mds desigualdades que, al con-
vertirse en igualdades, representarian curvas limites si el con-
junto es plano; los puntos interiores 4 un recinto é comunes 4
varios tendrian entonces por correlativas las rectas que cortan 4
una 6 varias curvas, y asi como para aquéllos su probabilidad se
define proporcional al drea del recinto, la de las rectas 10 es 4 la
longitud de la curva 4 que cortan. Para los planos y las rectas
en el espacio las convenciones se complican: no podemos en este
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momento entrar mds de lleno en el asunto; con lo expuesto basta
para sugerir una idea sumaria del método. Aplicado al problema
de Bertrand, la unica solucién que seria correcta seria la segun-
da; la relacién entre las rectas que cortan al circulo interior y
las que cortan al exterior serfa la misma que las de las circunfe-

rencias de los dos circulos: la probabilidad seria, pues, —. Pero

esta conclusién, jno seria en el fondo arbitraria? Borel conslde-
ra que esas definiciones y convenciones son legitimas en este
sentido, «que conducen 4 consecuencias de acuerdo con la expe-
riencia, siempre que las condiciones de éstd no se compliquen expre-
samente para hacerlas caer en defecto». Es una actitud andloga &
la que el mismo ilustre matemdatico adopta en el problenm de la
suma de las series divergentes.

Pero aun reconociendo lo que esta actilud pueda tener de
justificada como reaccién contra determinadas tendencias quizis
demasiado idealistas de las matemdticas modernas, habrd que
convenir también cn que esos enunciados son de una vaguedad
tal que no parecen compatibles con la precisién requerida por las
ciencias que han acaparado para si el calificativo de cxactas. Es
que cualquiera experiencia, por sencilla que sca, gno encierra ya
en si un cimulo enorme de complicaciones? ¢cudindo empezaria-
mos & complicarla demasiado? jcémo distinguir las complicacio-
nes natwrales de las complicaciones artificiosas? ies que se puede
intentar alguna experiencia fuera de la realidad?

Vano discutir, se pensard tal vez, no renovemos el sofisma
del montoén de trigo; ni un grano ni dos haran que la coleccién
se transforme en montdn, pero todos estariamos conformes cuan-
do llegara el momento de aplicar el caliﬁcativo ¥ todos nos man-
tendriamos indecisos en los casos dudosos. Desgraciadamente, ni
el acucrdo existe ni la duda sc presentaria tan sélo en circuns=
tancias excepcionales. ;Dénde estd el caprichoso artificio del pro-
blema ni de las soluciones de Bertrand? ;Quién no calificaria de
naturales sus hipotesis? ;Y como considerar 4 una mads natural
que las otras cuando para hacer la eleccién es preciso dedicarse
d laboriosas investigaciones? El mismo Borel, al tratar de este
problema, admite la ficil posibilidad prictica de las soluciones
primera y tercera; «pero es fdcil ver—afiade—que la mayor parte
de los procedimientos naturales que se pueden imaginar conducen
d la segunda» (1). Para probarlo cita tres ejemplos, alguno muy
discutible por adolecer de la misma imprecisién, 7y, finalmente,
por asimilacién con el problema de la aguja, cuya solucién expe-
rimental ha sido admitida, entiende que hay motivo para recha-
zar las otras dos soluciones de Bertrand porque «no nos pertene-
ce, dice modificando arbitrariamente una definicion, modificar la
solucién del probleman .

Muy débiles me parccen todas estas razones y dificilmente pu-
dieran alegarse otras. ;Cémo declarar esa mayoria natural sin una
previa estadistica siempre laboriosa y siempre deficiente? Y aun
supuesta terminada, jcomo negar los derechos de e minoria? Y
en cuanto 4 los argumentos por analogia, su valor serd siempre
muy limitado, y en todo caso no se trataria aqui de modificar ar-
bitrariamente una definicién, sino de hacer patemte su improce-
dencia l6gica por restringir, sin justificado motivo y sin las salve-
dades & que habria lugar, el sentido de una palabra de aplicacion
corriente, dejando asi la puerta abierta al cquivoco y at sofisma,
pues esta cuestion de palabra, que puede parecer completamente
baladi, no carece, sin embargo, de trascendencia, porque si el
azar se deline y la experiencia no responde 4 esa definicion, habrd
que buscar la razén del desacuerdo, y la decisién habrd repercu-

tido en el problema de la prews'én y de la discusidn de las
causas.

(1) Borel dice ¢ la primera porque estudia las soluciones en otro orden.

Motivos habria también para.dudar un poco de esa pretendida
naturalidad de las comprobaciones experimentales. El mismo Bo-
rel ha llamado también la atencién sobre las dificultades que pre-
sentan, algunas de un orden bastante general, que depende en cierlos
casos de la naturalesa misma de las cosas (1). Y para eludir esss
dificultades, que ocultarian la precisién del resultado tedrico, &l
también se ve olligado 4 recurrir 4 artificios.

¢Qué pensar, en vista de todo lo dicho, de esa moderna teoria
de las probabilidades geométricas? En mi concepto, que es un
teoria mds geométrica que de probabilidades, sin dejar de reco-
nocer que phede prestar muy ttiles servicios y que constituye un
cuerpo de doctrina de los mis meritorios.

Cuando sc¢ trata de probabilidades continuas, no es posible
pasar en silencio una profunda ob:ervacién debida & Poincare,
Hay casos numerosos en la prdctica en los que, cualquicra que sea
la hipétesis que se haga sobre la probabilidad elemental, con lal
de suponer tan sélo que varia de una manera continua, los resul-
tados serdn independientes de la eleccidn. Supongamos uu disco
Y una aguja que gira alrededor de un eje que pasa por su cenlro:
¢l disco estd dividido por el horde en partes iguales coloreadas
alternativamente de blanco y de rojo: la aguja se pone en movi-
miento con velocidad suficiente para dar muchas vueltas comple-
tas: parard al fin; jeudl serd la probabilidad de que pare en rojo!

Si conociéramos con completa exactitud la magnitud del im-
pulso y la importancia de los rozamientos de todo géncro, po-
dviamos calcular el arco descrito por la aguja, y si ademds supie-
ramos el punto de partida, el de llegada podria igualmente deter-
minarse sin la menor vacilacién. Pero el impulso varia y con ¢
los rozamientos y el arco descrito: no podrd ser menor que un
limite dado si la aguja ha de completar varias vueltas, no podri
exceder de todo limite, si se ha de mover con fuerzas hum:nasy
no sc¢ ha de bacer interminable la experiencia: nula la prohabili-
dad de esos casos extremos, tomard valores continuos en los inter-
medios, creciendo primero y decreciendo en seguida después e pa-
sar por un maximo. Si llevamos sobre un eje el borde desar:lado
del disco ¢ indiciramos por franjas blancas y rojas el color y dis
posicion de las divisiones, la funcién de probabilidad vendri re-
prescntada por una curva de forma acampanada como la «ue st
dibuja en la figura 2.%, y si las franjas se prolongan en el irerior
de Ja superficic ecncerrada entre el eje y la curva, es ficil ver que,
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con error despreciable y tanto menor cuanto que la curva sc.i mds
prolongada, la porcién que de la superficie quede blanca tendrd
jigual medida que la pintada de rojo.

De cualquier modo que paseemos la curva 4 lo largo dvl gje
ocurriria lo mismo: la posicién inicial de la aguja carccerid,
como se ve, de influencia; el mayor 6 menor tendido de la curvi

(1) Blements de la theoric des probabilites, pag. 91.
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podeia tener alguna; rebasado cierto limite, seria completamente

insignificante; la probabilidad de ambos colores seria —2L

Aunque de un gran valor, esta observaridn no tiene, sin em-
hargo, aquel cardcter decisivo que se estd en derecho de exigir 4
s deliniciones y 4 las teorias matemdticas; sefiala un hecho
arioso ¥ fecundo, pero que no puede servir de base tinica de la
ciencia; limita el campo y facilita el camino para las comproba-
dones experimentales, pero no puede pasarse sin ellas. Si la
airva se estrecha extraordinariamente hasta no cubrir mds que
una ¢ dos divisiones, la demostracidn caeria por su base; (dénde
ski el limite preciso que restringe las aplicaciones? La experiencia
silo puede decirlo; & ella habrd que recurrir siempre para docu-
mentarse respecto d la escala de los fendmenos.

Llcgamos, pues, también para este caso 4 la misma conclu-
sibn: los razonamientos a priori no pueden suplantar d la expe-
tiencia; casos habrd en que parezcan adivinarla; jquién podrd
alimar entonces que no haya en el fondo de esas intuiciones
simples reminiscencias experimenta'es?

Y si quisiéramos tomarlas como tinico fundamento de inves-
ligaciones abstractas, sin comprobar su contenido en la piedra
le toque de la realidad, la perplejidad y la contradiccidn invadi-
rian al cabo nuestros cdlculos. Un sencillo ejemplo reproduciria
wui bajo nueva forma la misma antinomia que hemos ya com-
probado en un caso anterior. Los nimeros todos comprendidos
eire Uy 1 forman un conjunto que, empleando la terminologia
(¢ Cantor, tienen la potencia del continuo. A este conjunto per-
lenecen todos los mitmeros fraccionarios menores que la unidad;
pero cstos nimeros forman un conjunto numerable, porque con-

vertidos & quebrados irreductibles, podemos ordenarlos poniendo
; » después & los que tengan por denominador 3, lue-

delaute 4

80 los que lo tengan igual & 4, y asi sucesivamente. Ahora bien,
side un conjunto no numerable se suprime un conjunto nume-
nble, el primero conservari su potencia primitiva, que es tanto
mo decir que el conjunto numerable serd rigurosamente nuly
ante ¢l conjunto continuo. Consecuencia prdctica: la probabili-
dad de los ndmeros comensurables es igual 4 cero; sélo los in-
tnmensurables serdn posibles. Mas he aqui la respuesta de la
tealidad ante esta demostracion rigurosa: nos es imposible com-
irobar ni construir nimeros inconmesurables:- todos los resul-
kdos de nuestras medidas serdn forzosamente numeros racio-
hales,

Una deduccién general se desprende de esta discusién val
8t Ia probabilidad subjetiva no puede servir de base
clieulo exacto; sus convenciones dejarian siempre amplj
lacion 4 lo arbitrario, su aplicacién serfa siempre aventurada, En
@mbio la probabilidad como hecho de experiencia es un funda-
mento solido y el inico posible para una t<oria matematica del
@ar, Es ademds, como declfamos al principio, su sola justifica-
tibn aceptable. Sino hubiera hechos probables el cdlculo de pro-
labilidades serfa un vano contrasentido, ,

dEs qué por eso la probabilidad subjetiva deba ser desechada
t@ bloque, como de ningtin valor? ¢Despreciaremos es¢ instinto
%5curo de que nos hablaba Poincaré? No podriamos, ni lo acon-
“amos: fuera del alcance de Ia ciencia positiva, previéndola,,
acompaﬁéndola-, siguiéndola & veces, existird siempre un mundo
le Vislumbres, de aspiraciones, de sentimientos que dard pibulo
| dlas tendencias metafisicas del hombre Y que serd su sostén 6 su

tadena, el dngel tutelar que le conduzca & una vid
Mads dign
}

ar-
4 ningun
a partici-

a mds pura y
a de ser vivida ¢ el demonio tentador que le suma en
i tuieblas de la ignorancia y de la desesperacién. Y con esta
distincion no trato de hacer una comparacién de valores: para la

ciencia positiva y la metafisica no hay en la realidad un denomi-
nador comun: en beneficio d¢ una y de otra habra que recordar
siempre que son dos mundos aparte.

Pero volvamos al punto de partida. Hay hechos probables y
por eso existe una probabilidad; pero jpor qué hay hechos proba-
bles? Sin pretender conocer la razén wltima de las cosas 400 habrd
medio de reducir la existencia de esos hechos 4 realidades mas
sencillas? ;Cudl puede ser la explicacion del azar? El azar sc ha
dicho es la ausencia de toda ley. Bertrand rechazaba esta defini-
¢ién, que es en efecto imsostenible como base del cdleulo. Si el
azar es la ausencia de toda ley jeédmo podria haber leyes para el
azar? Le Dantec tendria razén para recordar con este motivo la
frase de un conjurado de opereta: «la falta de sehales serd acaso
una seial?» Los fendmenos probables no obedecen 4 leyes exac-
tas, pero satisfacen d leyes estadisticas: es esta wltima una cir-
cunstancia que no hay que echar en olvido.

Se ha creido encontrar la causa en la complicacién de las
leyes incapaces de ser abarcadas por nuestra limitada inteligen-
cia y, aun apurando el argumento, Guillaume presenta como tipo
tedrico de azar inductible el de un fenémeno somelido & una ley
s6lo expresable mediantc un numero infinito de variables inde-
pendientes. No se ve, sin embargo, ¢c6mo de este caos puede brotar
algtin orden, ni por qué la ignorancia inevitable del detalle hu-
bicra de imponer relaciones numéricas al conjunto.

Se ha buscado también la razén del azar en el encuentro for-
tuito de serics de fenémenos independientes; obedeciendo cada
una & leyes determinadas, sus frecuencias respectivas podrian
calcularse, una vez conocidas esas leyes, con completa exactitud.
Las relaciones entre esas frecuencias, ficilmente calculables tam-
bién con toda precision para el que pudiera conocer todas las se-
ries, constituirian las probabilidades y darfan razén de la ley es-
ladistica; pero la independencia de las series impediria, 4 su vez,
que esas relaciones se verificaran de un modo constante y cierto.
¢ introducirfan en la marcha de los fendmenos la irregularidad
caracteristica de los hechos de azar.

La explicacién parcece plausible y caonciliaria el determinismo
mecdnico del mundo y la existencia de esos otros fenémenos de
cardcter aleatorio que parecerian desmentirlo, aunque podria
pensarse tal vez que tiene el inconvenicnte de probar demasiado,
pues aceptdndola, todo fenémeno tendria siempre una probabili-
dad, y no deberia, sin embargo, darse el nombre de tal 4 una re-
lacién cualquiera que, aun admitiendo variaciones irregulares,
no llegara & presentar cierta relativa constancia que le hiciera
itil en las aplicaciones. v

Podria quizds la explicacién completarse por la observacion
del predominio con que par cen presentarse en el mundo los fe-
ndémenos periédicos. Su intervencién en los cjemplos mds tipicos
de hechos de azar no puede desconocerse: el barajeo de las cartas,
la mezcla de las bolas en una urna, el giro de la ruleta son ope-
raciones (ue, con mayor 6 menor precisidn, presenian este ca-
ricter, y que, gracias 4 él, reducen entre limites no excesivamen-
te amplios las anomalias que permiten la independencia de las
leyes. , '

Y tampoco puede extraiiarnos que ¢sos fendmenos periddicos
bred'omiueu en el mundo: gracias 4 ¢llos es posible la vida mis-
ma, que no podria realizarse sin cierta constancia de ambiente,,
g1'acias & la cual los mismos elementos, constantemente renova-
dos por inagotables combinaciones, conservan el equilibrio ding«
mico que constituye Ja esencia intima del vivir. Si estas condi-
ciones no s¢ dieran con ese cardcter de generalidad, . nuestra
existencia_ seria imposible; ;podriamos entonces observar otra
cosa? o e ‘

Admitiendo estas explicaciones, el azar seria mds apaiente Que
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real y procederfa mas de nuestra limitacién y de nuestra ignorancia
que de la naturaleza Intima de las cosas. De otro modo seria, si
desechando la hipotesis determinista 6 reduciéndola sélo al cam-
po de las ciencias fi~icas, tomdramos en cuenta 10s problemas que
surgen en torno al libre albedrin. Desde este punto de vista, la
indeterminacién seria completamente real y 4 ella recurriria Re-
nouvier cuando hacia derivar el azar de la intervencién de co-
mienzos absolutos en la cadena de los acontecimientos, hasta en-
tonces y después sometidos al determinismo. En esta hipotesis el
azar no estarfa en las bolas, sino en el brazo que agita la urna y
en Ja mano que efectiia la extraccidn.

Con esta hipdtesis, se prescindiria, sin embargo, de una por-
cion de fendmenos que, aun revistiendo los caracteres del azar, se
cncuentran libres por completo de toda intervencién humana,
como no sea la de la observacién de los hechos y, en todo caso,
tampoco se explicaria por ella la ley estadistica, que no seria, en
definitiva, sino una coincidencia extraila 6 un resultado de prolija
cuenta s6lo conocible @ posteriori, & menos de admitir tambhién
para las voluntades ciertas compensaciones misteriosas, que en
cierto modo vendrfan & ser la negacién de la libertad misma 6
una limitacién al menos de esta libertad.

En cambio, ese instinto oscuro, al que varias veces hemos
aludido y que seria el fundamento de las probabilidades subjeti-
vas, podria tal vez entonces encontrar su explicacion en un cono-
cimiento directo del yo por el yo mismo, que encontraria proyec-
tados al exterior los reflcjos de sus propias actividades. Una
aproximacién de este género parece entreverse, aunque no se
afirme de manera categérica, en el trabajo de Ceresole, que ya
antes hemos citado:

«El acuerdo entre la voluntad y el acto—dice-— entre la intui-
¢ién de las probabilidades y el hecho no nos estd garantizado ni
por consideraciones matematicas ni mas en general por conside-
raciones 16gicas; encontramos en él una relacién irreductible, til-
tima, de orden metafisico.»

Es éste, sin embargo, un terreno en el que, por las razones
apuntadas, no podemos entrar; pero antes de abandonarlo con-
vendrd hacer una observacion: si la intuicidn de las probabilida-
des procediera de un contacto intimo de ese género entre la vo-
luntad y la inteligencia, podria tal vez ilustrarnos sobre la proba-
bilidad de los actos humanos; pero careceria de toda garantia
para darnos & conocer las relaciones numéricas del mundo exle-
rior. El hecho cierto que hemos comprobado ya es que las res-
puestas de esa intuicién son con frecuencia 6 equivocadas é vaci-
lantes y que el cdlculo, por consiguiente, si busca sélido apoyo,
no podra encontrarlo sino sobre la probabilidad objetiva, es decir,
sobre la probabilidad experimental.

;Las aplicaciones del cdlculo han respondido siempre 4 esta
manera de ver? jHasta qué punto han sido consecuentes con ella
y qué conflanza merecen los resultades? El tiempo nos falta para
tratar debidamente el punto, y por eso hemos de limitarnos, para
concluir, al examen de algunos ejemplos que nos pongan en guar-
dia contra conclusiones poco justificadas 6 demasiado ambiciosas.
Fijémonos primero en uno tomado del trabajo de Ceresole, citado
hace un momento. Se habfa hecho desde hace tiempo la obser-
vacién de que, aun en circunstancias en que todo estd determi-
nado, como ocurre con los cdlculos numéricos, los caracteres re-
conocidos del azar pueden encontrarse en ciertos detalles: la su-
cesién de las cifras por ejemplo. «El sello del azar—dice Ber-
trand —aparece muy curiosamente, & veces, en loé numeros
deducidos de las leyes mas precisas. Una tabla de logaritmos -lo
atestigua. De 10,000 numeros sucesivos de las Tablas con 10 de-
cimales de Vega, tomg la séptima cifra del logaritmo: nada en
esla eleccidn ha quedado al azar, el Algebra lo gobierna todo, una

ley inflexible encadena todas las cifras. Si se cuentan, sin em-
bargo, los resultados se tendrdn, préximamente, para 10.000,
mil veces la cifra 0, mil veces la cifra 1, v asi de las demqs: la
férmula se conforma con las leyes del azar». Bertrand llego 4
hacer pricticamente la comprobacién y la encontré de acuerdo
con las previsiones. Poincaré, examinando la cuestién nueva-
mente, llegd 4 demostrar de un modo riguroso que una coupro-
bacién de este género debia tener lugar dentro de ciertos estrechos
limites, funddndose al efecto tan sélo en la continuidad y limita-
cién de las primeras derivadas del logaritmo, lo que hace sus ra-
zonamientos aplicables 4 1a mayor parte de las tablas numéricas.
Ceresole recusa esta demostracién, que considera excesiva, por
cuanto demuestra ser cierto lo que sélo seria probable: olvida,
sin embargo, que en la demostracién de Poin¢aré queda siemypre
un margen de error; postula ademds la probabilidad, y hibria
que discutir si lo hace con razones suficientes.

Es verdad que para la posicion de Ceresole las razoncs so
bran, la intuicién basta, y esta intuicién es, segun él, irreduc-
tible 4 razones de orden ldgico. Ea este terreno, toda discusion
seria imposible, 8 por mejor decir seria inacabable, porque no
tendria otra base que prejuicios. En su opinién, serian las com-
plicaciones del cdlculo, sin relacién exacta con el sistema de nu-
meracién empleado, las que harian arraigar en el espirilu ese
poderoso sentimiento de probabilidad, y avanzando por el mismo
camino, arrostrando todas las consecuencias, trata de desarro-
llar en el lector la creencia en proposiciones matemadticas exactas
pero indemostrables, insinuando que & esta categoria podriu per-
tenecer el tan perseguido teorema de Fermat,

Como ejemplo sugestivo de tales proposiciones, Ceresoic de-
fine un nimero, determinando sus cifras consecutivas cou ls
condiciones de que el cdlculo de cada una se funde sobre el co-
nocimiento de todas las precedentes y que la complicaci’n del
cdlculo vaya en aumento. Cumplidas estas condiciones, que no
examinaremos si realiza porque el autor no trata tampoco v de-
mostrarlo, éste no vacila en afirmar, guiado por su intuicion de
las probabilidades, que el valor medio de las z primeras cilts
de este nimero tiende hacia 4,5 cnando » crece indefinidanente,
y afirma ademds que esta proposicién serd matemdticament: in-
demostrable, porque toda demostracién supondria e el valor
medio, para valores de » sulicientemente grandes, se mantcudria
siempre comprendido entre limites muy préximos fijados dv an-
temano, micntras que posibilidades con probabilidad asigiable, |
y que habrfan, por consiguiente, de realizarse alguna vez enla
scrie infinita de las cifras, producivian con toda certeza variwcio-
nes que excedieran esos limites.

Sin entrar en el detalle de la demostracion, lo que si s¢ pue- |
de afirmar desde luego, y cllo basta para quitarle todo vaiur, €3
que la asimilacién de las cifras de ese nimero, 6 de las de rual
quier otro de complicado cdlculo, con una serie indefinida d» ¢
tracciones de bolas de una urna conteniendo diez numeradas do
0 4 9, serd siempre completamente arbitraria, si la experieuciaé
algun razonamiewnto no la garantizan., Desde el momento que ul
numero estd definido, lo estdn también todas y cada una e sl
cifras, aunque éstas no las hayamos de conocer $ino sucesiva:
mente, & medida que nos las entrega el cilculo. Esalgo asicomo
8i nos encontrdramos ante una urna cuya composici6i1 cuantita~
tiva nos fuera desconocida: todas nuestras hipGtesis carcerisl
de fundamento.

Aun podria pensarse que, suponiendo. todas las combinacio-
nes de cifras igualmente posibles, aquellas en las que todus &
presenten con frecuencias préximamente iguales serfan cou MW
cho las mds numerosas. No podriamos afirmarlo; todas las v
luaciones serfan posibles y todas serfan arbitiarias, Imaginemo
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odos 1os niimeros inferieres & la unidad: cnalquier combinacidn
de cifras corresponderd &4 uno de ellos. Pero consideremos las
comhinaciones en que no entren mds que ¢l ! y el 0; deberian
eonstituir una minorfa inlima. Sin embargo, en el sistema hina-
rio representarian los mismos ndmeros. Ambos grupos de com-
hinaciones serian equivalentes,

La excesiva confianza de Ceresole en esa misteriosa intuicion
de lus probabilidades no es, ciertamente, compartida por la ma-
voria de los hombres de ciencia, y no cuenta, desde luego, con el
fivor de 1os matemdticos; pero no faltan ciertas nociones de apli-
tacidn corriente en las que se admiten con demasiada facilidad
delerminados apriorismos, que quizds exigirian algunas mayores
reservas.

Con frecuencia se ha llamado la atencién sobre los peligros
e error en la aplicacidén de la teoria de la probabilidad de las
ausas, Se ha observado un fenémeno; puede ser debido & varias
cusas: jeudl es la probabilidad de cada una? Para resolver el
problema se emplea el conocido teorema de Bayes: la probabili-
dad e cada una serd proporcional & la probabilidad dél suceso
nbservado, en el supuesto de que esa causa obre; pero es claro
que cste teorema supone algin conocimiento previo, por muy
imperfecto que sea, sobre la posibilidad de las causas mismas.
Siparticramos de una completa ignorancia respecto de las causas
operantes, las hipdtesis que cabria hacer serian inlinitas, y sin
molivo para decidirnos por ninguna, habria que desecharlas to-
das. Eun la prictica, esta indilerencia absoluta no existe: habri
motivos para descchar algunas hipdtesis, otras aparecerin, desde
liego, como muy verosimiles, y serd preciso aplicar & cada una
m covficiente proporcional & lo que se llama su probabilidad «
priori, o

Iiste coeficiente se podrd aplicar con seguridad en algunos ca-
s: ¢ tiene un numero determinado de urnas de composicién
tonocida; se escoge una al azar, se cxtrac una hola y es blanca,
jor ejemplo; gjcudl es la probabilidad para que Ja urna sea una
e las que poseen una composicién dada? Se tienen todos los ele-
mentos necesarios para la aplicacién del teorema de Bayes y la
solucion ficilmente calculable tendrd un cardcter ohjetivo.

Pero el caso es muy diferente cuando se trata de la probabi-
lidad de muchas hipotesis cientificas en las que la comprohacion
lirecla es imposible. Entonces su probabilidad a priori no puede
sr fijada sino por razones de analogin con teorias admitidas 6
tn olros fendmenos observados, en una palabra, por considera-
tiones mAs 6 menos vagas sobre las que tanta influencia ticnen
thcwda momento las corrientes de opinién cientifica y aun la
dpreciacion personal. Henos entonces forzosamente arrastrados al
resbaludizo terreno de la probabilidad subjetiva, con la agravan-
it de ue en tales casos la enumeracién de todas las hipétesis po-
sibles es con frecuencia im practicable. Ya demostré Poincaré que
lesde ol momento en que se diera unn explicacién mecdnica de

' Un fenémeno podrian darse infinitas. ;Qué criterio podria adop-
rse entonces para su valoracién? En buena légica habria que
ibsienerse por completo de resolver un problema forzosamente
ldeterminado Y cuyo planteamiento envuelve un equivoco. Hi-
Dtesis de ese género bhan prestado, sin embargo, servicios 4 la
tencia y muchas seguirdn siendo utiles en las investigaciones
lburas, Renunciemos & calcular sus probabilidades que no serfan
41a postre sino numeros arbitrarios y precisiones ilusorias, No
Peden mirarse en realidad tales hipétesis como verdaderas ni
tmo falsas: son simplemente cémodas, segin la feliz expresion
lel propio Poincaré. ‘

De considerable importancia, por su posible aplicacién 4 todas
las cienciag experimentales, es también la teoria de los errores de
Ohscvvaciéu. Fiindase sobre una funcién de prolabilidad de los
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errores propuesta- por Gauss, el cual bratd de justificarla por ra-
zones que, por lo variadas, no debieron dejarle muy satistecho.
El problema no es, en efecto, de los que pueden ser resueltos por
la ciencia abstracta. «La ley rigurosa de probabilidad de los erro-
res de observacién—dice Bertrand—varia, sin duda, con la mag-
nitud medida, con la eleccion de los instrumentos y con la habi-
lidad del observador: es inaccesible & los gedmetras». _

La ley de Gauss ha sido somctida 4 la experiencia y los resul-
tados han sido admisibles: las comprobaciones no han sido, sin
embargo, ni suflcientemente variadas ni Dbastante numerosas;
permiten aceptarla como una ley aproximada, pero nada mds.
Ni aun siquicra nos es dable fijar a priori con seguridad el grado
de aproximacién. Tenia razén Lippmann, cuando decia & Poin-
caré: «todo el mundo cree cn ella, sin embargo, porque los ex-
perimentadores se imaginan que es un teorema de matemadticas y
los matemdticos que es un hecho experimentaly.

Estas circunstancias, que no deben darse al olvido, aconsejan
la mayor circunspeccién en las aplicaciones. Convendrd igual-
mente recordar gue, para que éstas sean correctas, deberdn ser
eliminados de los resultados de la experiencia los errores siste-
mdticos. ;Y qué medios tenemos para dislinguir esos errores? i
nos fucran conocidos, los corregiriamos; pasando inadvertidos,
quedardn confundidos forzosamente con los demds. Solo cabria
entonces comparar entre si las divergencias observadas y no con-
siderar como accidentales sino los errores que cumplen con la
ley de Ganss. Iista se habria hecho cntonces inacatable, pero no
podria servir ya mds que como un medio de coordinacidn, cuyo
¢xito dependeria de las simplificaciones obtenidas en la sistema-
tizacidn de los resultados.

Y voy 4 lerminar con algunas consideraciones sobre el papel
que se hace desempeiar al azar en ciertas modernas concepciones
del mundo. No hace atin medio siglo que sc¢ perseguian los se
cretos del Universo huscando en él leyes inmutables, como resul-
tado de necesidades geomélricas y de mecanismos perfectamen-
te determinados. Poincaré resumia esta manera de ver, en el mo-
mento en que trataba de someterla & su certera critica del siguien-
te modo: «Las verdades matemdticas derivan de un pequeiio ni-
mero de proposiciones evidentes por una cadena de razonamientos
impecables; se imponen, no solamente & nosotros, sino 4 la na-
turaleza misma. Encadenan, por decirlo asi al Creador, permi-
titndole sélo escoger entre algunas soluciones relativamente poco
numerosas. Bastardn cntonces algunas experiencias para hacernos
saber la cleccion que ha hecho».

Algunos afios antes, nuestro Echegaray, en aquellas Zeorias.
modernas de la I'isica, que fueron el encanto de la juventud de
los que vamos ya mediando el camino de la vida, mds préximo &
aquel ambiente cicntifico, se expresaba en estos términos aun
miis ambiciosos: «Se condensaron los hechos en leyes empiricas;
se han reducido ¢éstas & un corto niimero de hipdtesi<, que son en
rigor grandes sintesis, pero falta completar la obra, reducir todas
las hipdtesis 4 una, y si es posible, hacer que esta ley Unica pier-
da su cardcter empirico, se racionalice por completo, y busque en
la filosofla su verdadero origen y su natural deduccién»,

Los progrescs de la ciencia han revelado de cntonces acd
complejidades no sospechadas, que han traido abundantes cose-
chas de ignorados fenémenos; pero que han hecho vacilar al mis-
mo tiempo la fe en aquellag grandiosas creaciones que aspiraban
4 encerrar toda la realidad en una clara, breve é infinitamente
compendiosa férmula de Mecdnica. ‘

Las tentativas de unidad se desvanecian, las grandes leyes,
sometidas & comprobaciones mds precisas, dejaban aparents la
necesidad de términos de correccion y en los limites de la expe-
riencia, confundidos ya con los erroves .instrumentales, sospe-
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chabanse todavia divergencias nuevas que alejaran alin mis la
posesion de la férmula exacta, que habria de contener en suma
un numero infinito de pardmetros,

Ante esta complicacion, siempre crecicnte, eran precisos nue-
vos modelos de hipdtesis coordinatorias que, renunciando 4 la
explicaciéon del fenémeno elemental, en el que la variabilidad
seria la regla, buscaran en el conjunto la realizacién de leyes
inteligibles, por las compensaciones probables de innumera-
bles anomalias. La teoria cinética de los gases ha sido'la pri-
mera creacion de este género y sus consecuencias y derivaciones
han venido & formar un cuerpo de doctrina conocido hoy con el
nombre de mecdnica estadistica. Tales teorias buscan su apoyo
en el cdlculo de probabilidades, pero al hacerlo asi necesitan par-
tir de determinados postulados que no siempre se presentan en
forma explicila y con Ja suficiente precision, y cuya enumeracion,
sin embargo, seria muy conveniente, para poder darse cuenta
exacta del valor de la teoria y ver la parte que toman en ella los
datos experimentales y la deduccidn 1dgica.

De no hacerlo asi, sc corre ¢l riesgo de padecer ilusiones sobre
¢l caricter de determinados resultados, & los que pudiera atribuir-
se una necesidad que cerrara el camino & las investigaciones. A
veees parece renacer bajo nueva forma en estas modernas teorfas
aquella aspiracion exclusivamente racionalista, que no queria
ver en la experiencia sino una especie de comprobacién casi super-
[lua de leyes absolutas, (que una inteligencia suficientemente po-
derosa habria de deducir con todo rigor & partir de axiomas in-
atacables, Esa necesidad de los resultados serfa aqui Ia conse-
cuencia de una mezcela confusa de todas las posibilidades, de la
que brotarian como por encanto, al mdgico influjo de los gran-
des numeros, las espléndidas armounias de la Naturaleza.

No es posible entrar en detalles que el tiempo nos veda ya;
pero para ver cudnto tienen de quimérico lales csperanzas, per-
mitasenos una observacién. Para que pudiera justilicarse ante la
razon esa manera de pensar, seria preciso, por lo menos, que
todas esas posibilidades estuvieran recalmente representadas, y cs
ficil ver que esta real representaciéon s imposible. Imaginemos
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un volumen cualquiera: la distribucién de las moldculas e uy
gas 0 de un éter cinético en el interior de este volumen estari
determinada en cada momento. Dividamos el espacio en volime
nes iguales: el niimero de éstos serd infinito, pero un infinito
numerable; el mimero de distribuciones de las moléculas dentro
del volumen tiene la potencia del continuo. Es, pues, absolula-
mente imposible que todas las distribuciones se realicen, ni aun
en ¢l espacio infinito.

Pero se pensard tal vez que el tiempo es también continuo,
que un continuo puede representarse sobre otro continuo, y que

ya que el espacio fuera insuficiente para contener lantas posibi-
lidades, éstas podrian encontrar al fin su realizacién en una cter-
nidad condensable en la dummon més fugitiva. Esfuerzo vano,
porque una LOITBprDdCHLILL de este géuero entre continuos de
distinto niimero de dimensiones supone siempre una disconti-
nuidad analitica infinitesimal incompatible con la continuidad
de Jas trayectorias moleculares entre dos choques consecutivos,
que habrian de estar separados por ulgun intervalo de tiempo por
brevisimo que fuera.

Y cuando se hubieran vencido todos esos infranqueables obs-
ticulos, todavia la distribucidn de las infinitas posibilidades en
el tiempo y en el espacio darfa lugar 4 una configuracién que, cn
vez de ser unica, habria que justificar entre una infinidad mucho
mids inmensurable de conliguraciones posibles,

En resumen, que cualquier realidad podrd ser excedida me-
diante combinaciones innumerables formadas con los elementos
de la realidad misma, y que habra que abandonar por contradic-
toria la formula de Ilegel, segiin la cual todo lo posible es real.
El conocimiento del mundo no podrd alcanzarse nunca sino por
medio de la cxjeriencia. Los hechos se condensardn en leyes, las
leyes en teorias y las tcorfas se fundirdn, & su vez, en graudes
sintesis, caminando constantemente en pos de esa unidad que,
exista 6 no en el Universo, serd siempre aspiracion de la ciencia
humana y hasta condicién obligada de su existencia; pero cn los
cimientos del cdificio estarin siempre los hechos: cuando «llos
faltan, toda la construccién se derrumba.

REVISTA EXTRANJER A

Presn de arcos muiltiples de hormigon armado
sobre el Sélune (Mancha, Francia) (1).

El empleo cada vez mis desarrollado de las fuerzas hidrauli-
cas ha llevado consigo la construccion de un gran nimero de
presas para saltos de agua, ohras que no se construian antes mas
que para asegurar el abastecimiento de agua de las poblaciones 6
de los canales. Numerosos tipos de construccidn se han ideado
para estas obras, pero hasta aqui las presas de mamposteria esta-
ban siempre constituidas porbloques, en cuantofuera posible mo-
nolitos, establecidos de manera de resistir la presién del agua
gracias 4 su masa. Para aumentar la resistencia de la obra se ha
tenido la idea en diferentes casos de dar 4 Ja presa una forma.
curva en proyeccién horizontal, de modo que actuase como una
bdveda cuyos estribos estuviesen constituidos por las laderas
del valle,

Desde que el empleo del hormigdn armado ha venido & ser

(1) En el nimero anterior publicamos una nota sobre otra presa de hé-
vedas, proyectada por el distinguido Ingeniero de Caminos D. Alfonso Peia,
euyo sistema difiere de la citada en este nimero y de las demds de hormigdn
armado, no sélo en m nutm‘nle/,a de los mntmmles, sino en la dmposncxén
de elloa, - ot

corriente en las construcciones, se ha introducido tambiéu en
algunos paises, y sobre todo en los Estados Unidos, en la cons:
truccidn de las presas, pero este empleo no se habia ensayado
todavia en Francia, 4 pesar de las ventajas que puede preseutar
en ciertas ocasiones.

Por medio del hormigén armado se puede, en efecto, consti-
tuir una presa formada de un muro delgado sostenido por con-
trafuertes transversales y trabajando entre dos contrafuertes
la manera de un piso ¢ de una pared plana de depdsito. Parare-
sistir con mas facilidad el empuje transmitido & les cim:entos
por los contrafuertes, se ha resuelto inclinar el muro propia-
mente dicho de la presa 45°, préximamente, hacia agua abajo,
no estando el extremo de los contrafuertes mas que llg‘eranunte
inclinado en sentido inverso. La obra forma una estructira de
tabiques, cubierta en parte por el muro de la presa propiamenté
dicho, y que algunas veces ha podido cerrarse completaments
para contener en el interior la fabrica hidroeléctrica, Mas de 70
presas de esta clase se han construido antes de la guerra, conel
nombre de presas Ambur sen, pmncnpalmente en los Lstados
Unidos.

A fin de utilizar todavia mejor la resistencia del hormigtn &
mado que constituye la pantalla de la presa, se ha tenido lu idet






