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Sohre algunas funciones continuas
son infinitas singularidades on ol menor inervalo

 (CONTINUACION)
1L

El otro ejemplo que tratibamos de presentar es el de una
construccién aproximada muy usada en la practica y que condu-
cirfa, rigurosamente aplicada, 4 una curva con infinilas singu-—
Jaridades en el menor intervalo; la construccién es la que se de-
duce de la llamada regla del cuarto. Para trazar sobre el terreno
curvas circulares de gran radio y no mucha longitud, suelen

darse los dos puntos extremos, que reciben Jos nombres impro-

pios de tangente de entrada y tangente de salida, Y el punto medio
de la curva, De este modo, quedan inmediatamente determina-
das la cuerda y la flecha del arco.

A partir de estos datos se intercalan nuevos puntos, proce-
diendo del modo siguiente: se une el punto medio con los extre-
mos y se tienen asi las cuerdas de los arcos mitades; enla mitad

Siendo el trazado aproximado, claro es que la linea & que se
llegue aplicindole no puede ser un arco de circulo, pero si tra-
taramos de representar por una ecuacién la linea de relerencia,
facilmente nos percibiriamos de que tal ecuacion no podria ser
expresada por funciones analiticas. En efecto, por la misma na-
turaleza de la construccién, la linea en tal caso deberia ser si-
méirica con relacién & su normal, por lo menos para un con-
junto de puntos infinito y denso y en una extension limitada,
pero finita, 4 uno y otro lado de cada uno de esos puntos. Se se-
guirfa de aqui que, para todos ellos, la derivada del radio de
curvatura, con relacion i la longitud de la curva, seria nula. EL
adio de carvatura serfa, pues, constante, y la curva una cir-
cunferencia, lo que hemos visto ya que es imposible.

Lo que ocurre es que el eje de simetria no es normal 8 la cur-
va, la cual tiene dos tangentes en cada uno de los puntos de la
serie enumerable que se deduce inmediatamente de la definicidn.
La tangente no es iinic. sino en los puntos limites que acaban de
establecer la continuidad de la curva.

[,a existencia de tangente, simple 6 doble, es facil de demos-
trar para todos los casos.

Bastard comprobarla para uno de fos puntos extremos, y para

Fig. t.*

de estas cuerdas se elevan perpendiculares, sobre las cuales se
loman longitudes iguales 4 la cuarta parte de la flecha del arco
primitivo; los puntos determinados de este modo son aproxima-
damente los que, con los tres dados, dividirian el arco en cuatro
partes iguales. Sobre cada una de estas partesy las que sucesi-
vamente se obtuvieran, se podria proceder ignalmente, dividien-
1o siempre por 4 la flecha del arco doble y determinando de este
modo puntos cada vez mas numerosos de la curva.

La justificacion de la regla es muy sencilla. Seanf y 2a la
flecha y la cuerda del arco, ¥ 92« el angulo en el centro. Se ten-
drd, para la flecha del arco mitad, la expresion

a
a sen —-
2

2 cos a

la cual, si & es muy pequeiio, puede sustituirse practicamen-—
te por
aa
—
y como ademas

f == atang «,

y, en la misma hipétesis, podrd sustituirse por a «, 5€ tendra en
definitiva aproximadamente

“

e ————

a
a 8en —— S
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2 cos a

y con tanta mayor aproximacién cuanto mds pequeiio sea f con
relacién 4 a. '

(1) Véase el niimero anterior.

ello estudiemos el dngulo que con la cuerda primitiva forman las
distintas secantes que unen dicho extremo con el mas préximo
de los puntos sucesivamente intercalados. Ese angulo vendrd ex—
presado por las sumas parciales de la serie

. 3

6) « == arc tang —}-arc tang S 4
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la cual es, evidentemente, convergente porque la relacién de un
término al anterior tiene por limite 5 En el limite serd, pues,

el dngulo perfectamente determinado « el que forme la tangente
con la cuerda.
Este angulo es un poco inferior al que formaria la tangente
4 la circunferencia que pasa por los tres puntos, y que seria
igual & :
J

2 arc tang - =;

los dngulos de las dos tangentes que existenen cada punto serdn,
pues, salientes y la punta convexa.

También se ve ficilmente que la diferencia entre los dos dn-
gulos es tanto mds pequeiia cuanto menor sea f con relacién 4 a,
y que se anula con esta relacion.
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Del conocido desarrolio

2;5 ll‘li .’1}7
arctang o = — — - 4 —— — e,
3 B) 7

convergente para « no superior 4 la unidad se deduce el nuevo
desarrollo también convergente para 4 y ¢ menores que uno

1 3

1 3
arctanga (46 72 w=w (I 4-e) T -~%—(1 ) T w4

Siwy ¢ son menores que la unidad, los términos del segundo
miembro son decrecientes en valor absoluto, y el segundo re-
presentard un limite del error que se comela cuando ‘se tome el
primero por valor de la serie. Este error serfa a fortiori menor
que 2.

También se tendria

3 1:3 e
> -f" 1‘2 '_2;'—.....):

<

:,,,-(1 *‘“5“)‘*‘,“’

Y, como anleriormente, se puede demostrar (ie

@ (1 +e)"'1':w(1_._

R<we,
luego, en definitiva, se tendrd
1 £
arctang w(t +-¢) 72 = a (1 — —-5—)
con un error mewnor que a¢® § que a® (1),
Iisto supuesto, el lérmino general del desarrollo 6) serd
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Sustituyendo en el mismo desarrollo 6) los distintos térmi-
nos por sus valores aproximados que acabamos de determinar,
tendremos, pues,

2/ S 21 4 1
o === —_——a o
a o* 1 21; < 3 3.4]{—-1 )
COn un error menor que .
8 o '
3 a?
Yy como
/o2 A
2 arc tang ~— = —% — —*—
‘ & a a 3a® +
se deduce inmediatamente que
’

a == arc tang —
a

con un error & lo sumo del orden del cubo de —/—
a

(1) Los dos errores no podrin sumarse, porque son evidentemento de sig-
nos ¢ontrarios.
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Se ve, pues, que en el limite las irregularidades desaparecen
y que la linea éshzi, por cousiguientle, formada por un conjuunlo e
arcos de circulo infinitamente pequefios, cuyos centros no coin-
ciden, y, lo que es mais, forman un conjunto discontinuo. La
discontinuidad de las tangenles no es obice para la existencia de
circulo osculador; éste, sin embargo, es doble donde es doble 1a
tangente. '

‘Todos estos circulos osculadores son, sin embargo, iguales,
Para determinar su radio bastard hallar el limite de la relacién
entre el cnadrado de la semicuerda y el doble de la flecha, y se
tendrd asi, después de suprimir factores comunes
a* - AR o ° .

3 a4 /* J

Y EEY, 6
formulas en las que p representa el radio que buscibamos y & ¢l
de la circunferencia que pasa por los tres puntos primitivos. La
diferencia entre los dos radios disminuye, pues, indelinidamente
con /. ,

La linea es rectilicable. La aplicacion reiterada del teorema
de Pitdgoras conduce & la férmula sencilla

1

S*
3

7) L =2 a*

Esta longitud es algo inferior & la del arco de circulo corres-
pondiente. Asi debia resnltar, porque la linea es convexa y queda
envuelta por el arco. Sin embargo, cnando la relacién de £ 4 a es
muy pequeila, la dilerencia entre las dos longitudes es comple-
tamente despreciable en la practica. Para tener una idea del gri-
do de aproximacién, representemos por 2« la longitud del arco
de circulo medido con el radio, la longitud dada por la férmu-
la 7) se reduciria entonces &

4 —8eos 2+ cos* x

. 4 (1 — cos a)*
\/%n.,,,_‘__J—;OBL =___\/1 N :

y para « sulicientemente pequeiios, y despreciando infinitamente
pequeiios de orden igual 6 superior al séptimo, esla expresion
serfa equivalente &
wfn
z (l —_
)

fo que se demuestra por desarrollos ficiles, aunque un poco lar-
gos, (ue omitimos en gracias & la brevedad. , '

El drea comprendida entre la curva y la cuerda estd dada por
Ia serie

s=a/-+{—\/a“+f= +-4 \/a‘=+fﬂ+{7f SR

4. 1
(T — —3-“—"411_1 ) o AP OYPN

que se reduce para f muy pequeilo, y despreciando términos de

13

orden superior al de £°, &

daf 8 /%
3 + 4a "

Con el mismo grado de aproximacion, el drea del segmento
circular correspondiente seria

a‘J _i‘ /":‘ Q /' a‘.! — /'2 4 a/- 4]'3
5] AU ar ang < —_— - == .
”( 2/ ) e tang < - —a—5— 3 5a

Es un poco mayor, como debia ocurrir, perola diferencit es
del orden de f° y aproximadamente igual 4

4/‘:'.
Haq’
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tuando 1a relacion de /4 a no es lan pequeiia cono hemos si -
puesto al calcular las formulas aproximadas que acabamos de de-
lerminar, la curva se aparta ya bastante del circulo. Si se hace en
el caso extremo

a=>0 f=D
se deducird
4D
L= ,l/—"
Dt 1 E 1 21
S=T(‘+T T TtTEVeE Tt
le—lﬂl___l )

A — + .....)::0,3!136 ces DY,

4l\ 3. 4](
valores que se separan ya considerablemente de la longitud de la
circunferencin y del dvea del circulo.

Aunque la linex que estudiamos no es analitica, se podria de-
finir, para cada uno de los puntos definidos, una curva anahmc(t
que tenga comiin con ella un conjunto infinito de puntos en la
proximidad del dado.

Al efecto, podemos limitarnos & uno de los extremos, pues
olro punto cualquiera podria ser siempre considerado como el
éxtremo de un arco mds pequeilo, al que se podria aplicar las
mismas consideraciones.

Representemos, pues, por » y 0 las coordenadas polares, con
relacién al punto y 4 la cuerda tomadas como polo y como eje
del extremo del arco de longitnd ignal &

ITagamos para abreviar

b, =a,b, =2 Ve A

1 / 1 ) _
by == 2]‘\/ _I— T — 3.4]{__1) )

2 bk

se deduce

Vb K ==
4%

9y == arc tang bio -} arc lang --Z/:— - vevir - are tang

v si entre estas dos ecudciones elimindramos 4 %, se tendria una
relacion eutre » y-90 qus seria la representativade la curva busca-
da. Para ello serd preciso que tanto r como 9 , que hasta aho-
ra s6lo estdn delinidos para valores enteros de &, se interpreten
lambién para valores fraccionarios é incomensurables del mismo
pardmetro y que la interpretacion sea tal que una y otra resulten
lunciones analiticas en k.

Para . la cosa no ofrece dificultades; en cuanto & 0y , pod rd
aplicarse la conocida férmula de Eule

Kk 3 ) k
B s f(x>=f e ao— 7] +
o 0 ¥ 0
k Ik
T I N
! 0 0

La funcidn 7 («) seria en este caso

f (v) = arc lang .
. . 23{\/“'.!_}_‘/'2 ;4...___._----—-——-l )

‘x——l

Delinida ast la funcién continua en %, que Loma les valores
0x , habria que sustituir en ella, en vez de %, su valor deducido
de la ecuacidén

n=g= /o (T TE

0 sea

log 2;— [.3 ok Whd== 'V(3 a4 /) —48 ‘/‘*1-!‘:] —2log 7,
) == : ‘ 3

log 4
Tendriamos asi una expresién de la forma

=0 (7'2)1

de la que inmediatamente se deduce que el origen es un centro
de la curva.

La relacidn 9) demuestra también que & se hace imaginario
para

1 3ert

0 9 s .
) =/

Es este limite ¢l que hace maximo & r ¢ ignales las dos rai-
ces de la ecuncion cuyos logaritmos entran en la expresion de k.
Como » entra por su cuadrado, el valor minimo que habrd que
cousiderar en el calewlo de 0 serd » == 0y, en este caso, las raices
de la ecuacidn en 4% son

N N 4 /2
/(k == D Y 4] o= ————-—"/ .
a4 ¢

Para el primero de estos valores, & se hace también infinito
y, como en la expresion 8), en nuestro caso, tanto /' (z) como sus
derivadas son inlinitamente decrecientes, se tendrd

. »

g . ]
0, == j /) de - "‘.:)—/'(0) o1 / (0) -
L

LB

T F10) A = o,

Para el segundo, que es evidentemente menor que la unidad, &
erd negativo y, como & & = 0 corresponde 0 == 0, es claro que
debem pasar por valores negativos. Sdlo se exceptuard el caso

en gue a sea nulo, para el cual & y @ serdn iguales & cero, y la
segunda tangente del punto doble se conlundird con la cuerda.

De la discusion de las térmulas resulta, pues, que la curva

analitica tiene figura de lazo con un punto doble, por el cnal pasa
la cuerda primitivamente dada, la cual corta en genaral & la cur-
va en otros dos puntos. tabrd que oh.ervar, sin embargo, que el
punto doble no es propiamente un punto analitico; si asi (uera, el
radio de curvatura deberia para él ser infinito. El radio de curva-
tura, sin eml)argo, es en este punto, por lo menos para una de
las ramas, igual & p. Vemos, pues, que la curva pierde su regu-—
laridad analitica precisamente en el punto en el que la curva

irregular & quien oscula adquiere esa regularidad para el mter

valo infinitamente pequeilo. »

Huelga decir que & cada punto definido en el Lrazado aproxi-
mado corresponde una curva analitica distinta,

Generalizando la construccion de la linea singular cuyo estus
dio sumario acabamos de hacer, pueden definirse otras lineas en
Jas cuales la relacion de dos flechas sucesivas fuera un nimero

. 1 : .
cualquiera, r, en vez de ser —-. Estudiemos primero el caso en
el que .

1
7'<T.

=3

s
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Se verfa sin dificultad, por los mismos métodos anteriormente
empleados, que la tangente es doble en cada uno de los puntos
definidos y que los dngulos son todos salientes y la curva con-
vexa. Su longitud total vendrd dada por

1‘_'

L= 1—4

a’ —+
No existird ya propiamente circulo osculador, Su radio habria
de ser el limite para n = co de la expresion

]l‘i

)
4" “+1, 27.11./-

que crece indefinidamente. La curvatura, pues, es nula, pero se
podria apreciar un dngulo de contingencia aplicando en vez del
circulo una curva de la forma

10) p == 2 bsenk (¢ — o),

que degeneraria en circulo para k = 1.
En las proximidades del limite se tiene, en efecto, despre—
ciando infinitamente pequehos de orden cada vez mds elevado

L @rk-2S
AT B Y A

- ok-+41

“siendo p y @ las coordenadas polares referidas al extremo de la
linea como polo y & la cuerda primitiva como eje polar, y « el
dngulo que forma con el eje la tangente en el origen.

Dedicese de aqui

7 log»
J 4 2
plo— o) = =5 (_2?> g2

y después de [dciles transformaciones de cdlenlo

logr

__log2 log 2
L 1—-27» Togr | logr+log2 —B
p = T —'/—. . (C/, _ !n)) log 2-1-log»

6 haciendo

log 2
log 2 log »

) A e

y sustituyendo « — w por sen (« — ), lo que es permitido en el
limite, se llegard al fin & la ecuacién 10) con sélo hacer

p L (L\HE (127 \E
= ETEE

Ademds de estas curvas osculadoras, podrian también deter~
minarse, como en el caso anterior, curvas de contacto més inti-
mo que tuvieran con la linea estudiada un nimero infinito de
puntos comunes, en el menor intervalo, conteniendo al punto de
‘contacto.

Consideremos ahora el ¢aso eh que

1

1. 1
2>7>4

h=— )

I.a tangente sigue siendo doble, pero aquf 1os dngulos son en-
trantes, y si » es suficientemente grande, las dos tangentes pue-
den llegar & cruzarse. Se tendria entonces una linea con lazos;
pero estos lazos serfan siempre en nimero finito, en tanto que »
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quede incluido dentro del intervalo considerado. La longitud de
la linea vendri expresada por igual férmula que en el caso ante-
rior, y las curvas osculadoras tendrdn ecuaciones de la misma
forma 10), con la unica dilerencia de que & serd en este caso
mayor que 1.
Si

. 1

r=
el exponente % se hace infinito, la curva osculadora se reduce al
origen, la longitud de la linea se hace también infinita, y los
puntos definidos son todos puntos de lazo, desapareciendo la tan-
gente, aunque conservindose la continuidad de la curva. 8i qui-
sitramos estudiarla en la proximidad infinitesimal de uno de sus
puntos, habria que partir de las ecuaciones

_ VT
pli - 2k
K .
b == 3 arc tang / ,
'l/aﬁ -+ k‘/-! \

entre las cuales deberia eliminarse & k; pero se podria sustituir
estas ecuaciones por otras mas sencillas, porque para % suficien-

temente grande, se tendria, despreciando infinitamente pequeilos
de orden superior,

_ sV
ok

P)
11)

1 1
-

1
Vs | V3 Vo

donde © representa una constante dada por la expresién

=06 41+

K J 1
® =2 (arc tang — — ).
Vet Vi
Esta tltima serie es, en efecto, convergente, porque sus lér-
minos acaban por ser del orden de

1
h 1/;

En cambio, la serie que representa & 0 es conocidamente di~
vergente, y, por lo tanto, el radio rector evanescente gira sin I:-
mite alrededor del origen, describiendo su” extremo una espiril
asint6tica con él, y cuya orientacién quedaria indeterminada, =i
se tratara de hacerla osculadora. En los puntos interme lios, esti
espiral no representaria sino una de las ramas del lazo, pues lu
otra rama serfa otra espiral igual, que se desarrollaria en senti-~
do inverso continuando el trazado.

Prescindiendo de la orientacién, las ecuaciones 11) podrin
reducirse &

P=_"—'f1/kk ) 0=2v;:
R

de donde

/0
—
ol

P =
ecuacién de la espiral que define la naturaleza de la linea en el
punto asintético.

Prpro M. GonzALEz Quisano,

(Continuard,)




