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C) Acinos.

9. Acipos.— La determinacién de los dcidos por el procedi-
miento de la American Railway Engineering Association, 6 por
otros muy empleados, conduce 4 resultados erréneos, razén por
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la cual se aconseja que s¢ coulinte haciendo estudios para en—
coutrar un método aceptable.

D) NAFTALINA,

10, Navrarnina,—Il procedimiento de la American Railwiy
Fugineering Association paradeterminor lanaftaling, no seemplea
mucho y es inexacto. Por regla general, es suliciente lu obser—
vacidn directa de los productes de la destilacion & la tempera-
tura del ambienle para tener idea de la cautidad de nattaling (ue
contiene la creosota.

.
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Sobre alpunas funciones continuas
con infinitas singularidades on el menor intervals

(CUNTINUACION)

Estudiemos ahiora los valores sucesivos de la funcion para los
vitlores aproximados de la variable, y fijEmonos con especialidad
e los denominadores de lus fracciones correspoudientes. 1.os nu-
meradores son menos interesantes y podrinn en todo caso ser bri-
lidos del mismo modo. Hagamus, para generalidad de las [or-
mulas

1y == )

3
al cabo de las r, primeras divisioues, se leudrd pari el denomi-
nador irreducible de la expresion

el mimero u, dado por la igualdad
wy == U = U
8i @ perleneciera originariamente & un seguudo intervalo, se
tendria para denominador de la expresion

) ’ 1
(v = 5er)

(1) Vdéase ol minero 2112,

————

147
¢l nimero
u, = u, - rou,

que designaremos con la misma letra, por ser, en uno y otro
caso, el primer denominador que viene & sustituir & uno de los
primilivos en el cdlculo sucesivo de los denominadores corres—
pondientes & las crecientes aproximaciones.

Las dos [ormulas se reducirian & una misma, si conviniéra—
mos en hacer para este caso

Esto, supuesto 4 la divisién inmediata, el denominador co-
rrespondiente serin 2w, — w,; pero, segiin que r, pertenezca 4 una
U otra clase, se'tendrd para denominador del valor aproximado
de la funcion, al cabo de las r, segundas divisiones,

Uy ==y Uy (”-,» —_ u‘) 0 = u, -1, (1, — w,)

5i convenimos cu que, ¢n wio U olro caso, se tenga, respec—
tivamente,
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lius dos [ormulas se podrdu reducir & Ly Brmula (nici
y e ! !
ty =1y, _l- Wy

y los r, siguientes denomivadores podrin calculares en faucion
do g y de w, — w',, que represeutados, segun la clase de » por
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davinn pava el Wltimo de dichos denominadores Ja formula
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Procediendo del mismo modo en lo sucesivo, se tendria en
general para el denominador que ocupara el lugar R
A= coves g despuls de os dos primitivos, la expresidn

1) U f = Iy ”:\w b - ll’;,-f.:_‘. 1'[}
con
Wl Uy — u
)
7’:5 n T “:\(i-[ Y) , '”sl-il Yo u

segiin que 7y pertenezca & la primera ¢ & la segunda clase. Los
denominadores intermedios eulre wg y wg .y se calcularian sus—
tituyendo en fa Iormula 1), en vez de »4 los valores

9 0 .
1, 2,8, ooy

y podran representarse por la notacion
Uyl oy Uspn s Uspy 5 e Uy

Esto supuesto, / {s) quedard sicwmpre comprendida en un in-
tervalo, en el cual, dado ¢l cardcler crecicute de la funcion, la
oscilacion serd igual & la diferencia entre los valores extremos,
al mismo tiempo que esta difercucia, en virtud de una de lus
propiedades enunciadas mids atrds, serd igual & la unidad divi-
dida por el producto de los denominadores extremos. La relacion
eutre este producto y el intervalo que contiene & w serd, si tiende
hieia un limite, la derivada de f'(2).

Sin entrar en el estudio del casu general baslard el examen
de algunos casos particulares para comprobar la existencia de
derivadus no infinitas, Observemos cn primer lugar que, si to-
dos los vidores » pertenecen & la primera clase, las ecuaciones
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determinantes de las « se reducen ya, sin ambigiiedades; i la for-
ma siguiente:

w, =1 u 4,

w, =r,u, 4w

70‘ TR 7‘:; 1(';‘ - 161

us 41 - “ 'u;. +,¢5 “ .l
y si, ademds, suponemos iguales & los r, los u formardn una sc-
rie recurrente, cuya relacion de concurrencia serd

Ug o | == Vs Us |-ty —1
con lo cual se tendrd

wg == dwe S - Bw,®

siendo w, y w0, las riices de la ecuacion de segundo grado
3) & —rz—1-
y Ay Bdos constantes que quedariau determinadas por los valo-

res iniciales.
Al mismo tiempo se lendria

ug = A (w, = 1wl -5 (2 a5l

y el producto de los dos denominadores consecutivos seri

4) g+ gy == A (e A= 1) e 20T

A+ AB(w, 4 2w w, ) e P Lo =2 o 1 (e J 251

mientras que el intervalo correspondiente de la variable serd
igual 4 1 Qkdrsel,

Cuando s crece indelinidamenlte, si w > o, , los dos illimos
términos del segundo miembro de la ecuacidn 4) son iunlinita-
mente pequeinos con relacion al primero, y la relacidon cuyo Hmi-
te habria que investigar seria eu resumen ’

21\' I IH.I or 8
A* (g -1 1) w*

Esta relacion tenderd hacia cero ¢ hacia inlinito, segin que

2 4+r(r+ Vi ) 6
P

21\' BB DT

A2 (w 1) "“' L

AW == >t
6 bien segiin que » sea & N0 menor qne 3 (1),

Vemos, pues, que sila derivadi es infinita en el intervalo
(0, 1) para infinitos valores de la varviable, hay también olros va-
lores en nuuero infinito para los cuales la derivada es nula. La
demostracion de Duhamel subsiste en lo que tiene de esencial,
pero sus conclusiones abusivas quedan desmentidas.

Parando la atencion en las férmulas 2) se observa que, si
uno de los » »,, por ejemplo, se anuly, ¢l valor de w, tendria’ una
expresion andloga & la que hubiera de lener w, si », siu ser nulo,
perteneciera & la segunda clise. Siguese de aqui que podrian
adoptarse las ecuaciones 2) para el caso geueral, sin mis que in-
tercalar en la scrie de los » tantos ceros cuantos sean precisos,
para tener en cuenta las diferencias de clase que se produzcan
eulre 1os » sucesivos no nulos.

[

(1) Cuando » = 1 su deduce Licilmente de las cousideraviones anteriores

la térmula
o .. L ( P ) »
! ’ =L
! ar +n—1 Iy

O L B N B e T W i Sy
dada por cl Sr. Escott en el [utermediario, en su respuesta de Soptiembro
de 1909 (pag. 212).

con
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be las consideraciones anteriores se deduce también una con-
secuencia importante. Supongamos escrito el valor de x en el sis-
tema binario de numeracién. Sean » el nuimero de ceros que
signen inmedialamente 4 la coma (podrd ocurrir que n, = 0), n,
el de unos que siguen inmediatamente después, n, el de los ceros
(que siguen & los primeros unos, y asf sucesivamente. Bl nime-
ro &, podrd representarse sin ambigiiedad por la serie

Tues biew /(o) viene dado en todos los casos por la Jraccion
continun

Eu gracia & la brevedad, omitimos la demostracién, que po-
drd ser hecha facilmente por el lector.

Consecuencias inmediatas de esta expresion son:

1. Que s6lo para los valores de o de la lorma h : 28 es con-
meunsurable f(w).

2." Que para los restantes valores racionales de w, f (w) es
inconmensurable algéhrico de segundo orden, y

3. Que para .« incomueusurable, f («) es también inconmen-
surable trascendente ¢ algébrico de orden superior al segundo.

Todas las mencionadas propiedades de la funcién en estudio
demuestran clarameute que no se brata de una funcién analitica,
pero pueden, sin embargo, en la proximidad de determinados
valores de la variable, determinarse funciones analiticas que
tengan con ella una ivtinidad de valores comunes. Sean, en elec-
to, como mis atris

h b1
/ e

@ — 5 y 2k

-
dos valores de la variable correspondientes & los valores

" P
y —
2 i
de la funcion, siewdo, por supuesto, ¢stas dos ltimas fracciones
irreducibles.
Para todos los vidores de la variable de la forma

eu la gue A representa un cutero cualquiera, se tendri

o [
[ ) s e

g4 An
pero de la primera de eslas expresiones sc deduce
S N A M- L
y, por cousiguienle, para todos los valores de . de la forma cs
presada, ta funcion podrd calcularse por la fdrmula

(p —— km) log 2 — m log (2 — @)
(g — kn) log 2 — n log (x — a)

0) [ ) = @ (1)

Las tunciones representadas por esta férmula para los distin-
tos valores de a y de k (m, n, p y ¢ sou lfunciones de a y de A,
las cuales deben también satistacer ciertas limitaciones facilmen-
te determinables con lo que antecede), presentan caracleres co-
munes que couviene couocer. Para w == ¢ la funcidn, de forma
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. . . Lm .
indelerminada, tiene como valor hmlte——”—. La derivada para

este valor es infinita y la funcién, siempre creciente, se hace in-
finita para
- kn

n
we=a 42

7
cambia de signo al pasar por infinilo, pero sigue siendo crecien-
. Loom . -
le y tiende de nuevo hacia —— cuando w crece indelinidamente,
W

Para valores de w menores que a, « -— a se hice uegativi, y su
logaritmo imaginario tomaria los intinitos valores comprendidos
en la formula

log (@ — a) == log (@ —a) 4- (2 h -} P« 1T

en la que & representaria un wimero entero cualquicra. No es po-
sible aprovechar la arbitrariedad de % para hacer real la fraceién
que expresa & ¢ (»), ni aun para valores parliculares de m, n, py
¢- Si multiplicamos, en electo, el numerador por la conjugada
del denominador & igualamos & cero la parte imaginaria del pro-
ducto, esta parte imaginaria, que consta, & su vez, de una parte
constante y de otra variable con log (@ — &), du lugar & dos ecua~
ciones, una de ellas idéntica, pero reducible la otra &

(p — km) n — (q — ln) m

5, lo que ¢s lo mismo,

g — mg — 0,
cuando se sabe que se tiene

g — g !

La curva real rvepreseutativa de la fuucion analitica tieue,

pues, un puuto de parada para w-—=a,es decir, precisamente para
el punto en que lienc un contacto de orden inlinito con la linea

(ue representaria ia funcién singular objelo de este estudio.
Eu el caso particular en gue se lenga

Bz == 0 no—=p =g — |

I expresion 5) se reduce d
log 2

P ) —

log 2 —log &

ja cual es igual & f () para los extrewos del intervilo (0, 1),en el
que dicha funcion ha quedado delinida, y en general para lodo
mimero de la forma 1 : 2% | siendo & un entero positivo; ¢ () se
hace infinita, fuera ya de ese intervalo, para a2,y se podrian
prolongar hasta cste valor Jas concordancias entre ¢ (¢) ¥ / (),
veneralizando la ley de formacion de esta 1iltima luncion, me-

1
diante la asignacién al valor 2 de la variable de la fraccion v
Se ve sin diticultad que los valores de Ia funcidn cu los interva~
los (0, 1) y (1, 2) esldn entonces ligados por la relacion
f—w) 7 A=a) =1,
y como, ademis, se lienie
£ = — )=
s¢ deduce
1 1
i ) e -
Fit = — 1=/

lo que reduce la determinaciou de la funcion, en todo ¢l interva-
lo hasta ahora considerado, al cdlculo de losvalores del intervalo

o1 ] . \
(U, '3')’ al cual podriamos Hamar intervalo fundamental.

"Todavia podria extenderse la generalizacidon para valores de
la variable mayores que 2; ¢ (x) se hace entonces negativa y da
para las distintas potencias de ?

1

L

: 1 _
Bl = — 1, 8)m— oy (2N e

y podrian mantenerse las igualdades paia esos valores haciendo

1

7 2

v 2Ry

.]-— B gy seens

y entonces los valores intermedios de la funcién podrian redu-
cirse o los del intervalo fundamental mediante la formula

- R . . 1 L ’ - g
FRN0 ] == (e — o) 0wl

Pava valores negativos de ., la funcion ¢ no puede servir de
punto inmediato de apoyo para la generalizacion, porque hemos
visto ya que se hace imaginaria ¢ infinitiforme. Veamos cdmo se
distribuyen sus valores. 8i suponemos los logaritmos neperianos,
lo que podrd siempre hacerse porque la eleccidon de sistema no
varia el valor de ¢, se ve inmediatamente que ¢l denominador se
reduce 4

log 2 — log (= &) - log @ = log . -~ (2% - 1) n 121

En la representacion geométrica admitida para las imagina-
rias, estos infinitos valores corresponderin & una scrie de puntos
situados i distancias iguales & 27 sobre una recta paralela al eje
imaginario, que corta al eje de lias reales en ¢l punto correspon-
dieute 4 log @ — log ., el cual punto divide en dos parles igna-
les 1o de los intervilos determinados por los infinitos puutos
representalivos de fos vialores del denominador.

A cada uno de estos valores correspoude para ¢ (¢) otro valor,
cuya construccién geométrica seria muy sencilla. Baslaria unir
el origen con el puuto represeutativo del denominador medianle
un radio vector, cuya longitud designaremos para abreviar por g,
trazar la recty simélrica & ésta cou relacién al eje real y tomar
sobre ella nna longitud igual &

log 2

4

La Leoria de la transformacion por radios vectores reciprocos
demosbraria inmedialamente que los puutos asi determinados
estdn sobre una circunferencia, tangente en el origen al eje ima-
ginario y cuyo didmetro es igual-d

log 2

log 2 — lug »

Sobre esla circunlerencia, los puntos (ormarian un conjunlo
inlinito con un s6lo derivado en ¢l origen. ara todos los valo-
res negativos de o habrin, pues, un valor asintdtico del eje de las
yeales, que podria represcutarse por =k 0 ¢ 'l.-v"/f:—lﬁ; pero de aqui
1o podriamos deducir con ldgicy la anulacion de la funcidu,
porque ese valor existe igualimente para w positiva, aungue haya
alli otro valor real que aqui falla.

Procede la diferencia de que entonces la recta que couliene
los puntos representativos del denominador es corlada por el eje
de las reales ew uno de los puntos de division, mientras que en
el caso actual o es en la mitad de uno de los intervalos. Alli el
didmetro de la circunfercucia era en cierto modo realizado por
un valor electivo schre el eje real; aqui es tan solo una canlidad

]
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ideal que no viene determinada sino por el conjunto de valores.
La completa realizacion en el primer caso determina la magni-
tud y el signo; en el segundo, es ¢l valor absoluto el tnico co-
nocido, quedando el signo y aun la direccion indeterminados;
pero en los dos cazos los valores absolutos son idénticos.

Estas considernciones y las analogias anteriormente compro-
badas inducen i generalizar la funcion 7 para los valores nega-
tivos de @ asigndndole un valor absoluto igual al de f( —a); y
en lal caso, si no se ha de salir del campo de las cantidades rea-
les, como parcce exigirlo el cardcter arvitmélico de la funcién,
solo faltard excoger el signo. Dar el mismo signo / («) y 47/ (— @)
no estaria justificado por ninguna asimilacion; supondria, ade-
mis, uua identidad gue en la funciéu analitica correlativa 1o
exisle entre los valores situados a derecha ¢ izquicrda del ori-
gen; el signo — pirece preferible y entonces se tendria

[l — = [ (== )

La luncion seria entonees creciento en todo iutervalo, como
lo era ya para Jos valores positivos de 1o variable.

Ideilmente se ve, sin cmbargo, que esta generalizacion no es
Ja vinica posible, siempre en toda generalizacidn ocurre lo mis-
mo; es ul paso de lo delinido & o indelinido, y en ¢l campo de
fa posibilidiudd los caminos son infinitos; pero hay soluciones mds
6 menos naturales que parccen venir impuestas por un proceso
de evolucion mental, cuyo valor serd ¢ no coufirmado por la fu-
tura lecundidad de los supuestos y por la sencillez o comodi-
dad de las notaciones, Otra generalizacidn podria aceptarse, que
tendria la ventajo de abarcar toda 1o funcidu en nna detinicion
tinica, y es la siguicnte: dadas las fracciones originales

—1 . 1
I I Y A

y asignando la primera al valor —— 2811 ge fa variable y la so-
gunda al valor 2%1°1 Jos valores restantes de ta funcion serian
los obtenidos por mediacidn, en lo forma explicada con todo de~
talle cn lo que antecede.

Eslia generalizacion, sin embargo, no diferivd esencianlimente
de la anterior en lo gue s¢ reliere 4 la sucesion de valores de la
funcién y & la distribucion de las derivadasinfinitas y nulas, oh-
Jelo principal de nuestro estudio. Todo se reduciria & un cambio
de escala para las variables negativis y & una variacion de signo
al paso por el valor que hace & la funcién intinita.

Podria, por ultimo, prescindirse de los valores negalivos de
la variable, aceptando para ellos el imaginarismo ¢ la indelini-
cion de la funcidén, limitando el estudio & los valores positivos
que son las mas intercsautes, L esta parte hemos visto que las
funciones 7 y ¢ tienen iulinitos valores comunes que correspon-—
den & la formula

en la que 7 es un entero cualquiera positivo 6 negative. Estos va-
lores 1o so0i, sin embargo, los tnicos y la razén es obvia: para
todos estos valores de w, la derivada de f (¢) se hace infinila,
mientras que la de @ («) 1o ess6lo para.cs== 0y para x=2;y
como /'y ¢ son ambas crecientes y continuws, sera lorzoso que,
entre cada dos de los valores definidos haya, por lo menos, uno
para el cual vuelvan & igualarse £y ¢. Esta consideracion de-
mueslra una vez mis la existencia de valores de w en niimero in-
{inito para los cuales /7 (#) 10 ¢s inlinita.

Lo qgue acabamos de decir respecto & la funcidn ¢ mds senci-
Ha es igualmente aplicable & lus mds complicadas definidas por

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS

la expresién 5), aunque en éstas la comunidad de valores cou
no se extiende sino al intervalo (a, ), pues solo para

s () log 2

@) mm

P log2 — log @

van las analogias mds adelante, precisamente por haber servido
esta funcidu para la generalizacién aceptada de f.

Pepro M. GonzALrz Quisano.

(Continuard.)
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LA LAMPARA DE PENTANO®

LI, Beglas geuerales para el empleo de las {dmparas de Penlang.—
2. Preparacién de lu limpara. —3. Faneionamicento.
IV. Pentano.—1. Preparacion y engayo.—2. Alteraciones que ¢xpe-
" rimenta y correceion por la densidad.

V. Influencia de las condiciones amtos/cricas.—1. Temperatura.—
2. Presion atmosférica.—3. Vapor de agua.—4. Cuadro griti-
c0.—8. Variaciones de la humedad en los Estados Unidos.

V1. Resumen.
(CONCLUSION)

2. PREPARACION DE LA LAMPARA,

Al preporar la Iimpara para experimentar con ella se obser-
vird Lo situnacion de lo chimenea con relacién al mechero, tanto
vertical como lhorizontalmente; la posicidn de la ventana de
mica, la cantidad de pentano en el depodsito, la altura, orienta-
cidn y verticalidiad de In lmpara y, por ultimo, su distancia al
centro del banco fotomélrico 6 & cualquier punto bien delinido
de la escala del mismo. Es muy conveniente, sobre todo al prin-
cipio, comprobar de una manera direcla en la lorma que se ha
explicado anteriormente la verticalidad y la situacion de la lim-
para.

Alencender o impara habrad en el depdsito una cantidad de
pentano equividente al tercio ¢ i@ los dos tercios de su capacidil
totaly Ia altura del combustible sobre ¢l foudo de aqucl nuuci
serd inferior & Lres milimetros. Como el penlano es muy voldtil ¢
inllamable y mids pesado que el aire, resulta muy peligroso el
verterle en el depdsito cuando la laimpara estd cncendida; esti
operacion uo se hard nunca, y por ln misma razén se prescribin
de una manera lerminante que cerca de cualquier llama eskén
abiertas las vasijas que contienen peuntano.

Antes de encender la Limpara se comprobard la situacion de
Ia ciimenea respecto del mechero con sl calibre correspoudiente,
operacion que se repetird con alguna frecuencia mientras aquélia
esté funcionando.

J. IFUNGIONAMIENTO DE LA LAMIARA.

Pava encender o lampara se abre primere la lHave del tulw
para entrada del pentano en el depodsilo, se acerca despuls uni
cerilla encendida al mechero, y, por iltimo, s¢ abre poco d& poco
lIa llave de salida del deposito; cuando la kimpara tiene una lave
reguliidora cerca del mechero, las dos del depdsilo se abren por
completo antes de eucender, cuando no, la segunda de ¢ste st
utiliza para regular ln llama. Por regla general, desde el mo-
mento que se abren las laves pasa el vapor de peutano al me-
chero y forma la Nama, pero alguuas veces es uecesario soplar
por el tubo de entrada del depdsito y otrus aspirar por la parte

(1) Vcase ¢l nunero anterior.




