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Sohre alpunas funciones continuas
con infinitas singularidades en ol menor intervalg

Lo continuo y lo discontinuo constituyen dos dominios distin-
tosen el inmenso campo de las Malemdticas. Iistas, al menos en
suforma cientifica, han debutado por el estudio de lo discontinuo.
Il1 sido, sin duda, la nocién de numero entero la que primero se
i precisado, y por eso es ella la que aun hoy aparece la mds
clara y definida, justificando asi la lendencia de la mayor parte
de los matemiticos modernos que aspiran & reducir & ese con-
cepto todos los demads.

Pero cuando se ha. querido aplicar 4 la realidad la pura y
abslracla investigacion cienlilica, el niimero entero no ha basta-
do, y no tal vez porque mno sean esencialmente discontinuas nues-
tras sensaciones elementales, sino porque cualquieran que sea la
shicidn de ese problema psicolégico, el andlisis complelo del fe-
nimeno observado exigiria un tal mimero de sutiles distinciones
que harian la operacién prdacticamente inabordable.

Ha sido preciso reducir las comparaciones, efectuindolas tan
s9lo entre conjuntos swficientemente delinidos para ser con facili-
dad distinguidos 6 realizados. Estos conjuntos, organizados sobre
intuiciones cuya elaboracién se pierde en los origenes de la evo-
lucion mental de la especie, planteando por ello su explicacion
todos los problemas del innatismo, han solido revestir forma ex-
tensiva y se los ha podido, por consiguiente, suponer compuestos
e partes exteriores nuna 4 otra, y, 4 su vez, comparables entre
st. De estas comparaciones ha nacido, en una segunda etapa del
progreso del pensamiento matemdtico, la nocién de nimero [rac-
cionario.

Esta nocién parecié que debia ya bastar para todas las nece-
sidindes, CGuando el denominador crece, sin crecer el numerador,
lt raccion acaba por ser inferior & toda cantidad apreciadle; las
fracciones permitiau, pues, expresar con toda la aproximacion
nosible cualquiera cantidad dada por la experiencia. Con la nueva
Adquisiciéon el campo de estudio se imaging ya completo y, por
tompleto, limitado.

El pensamiento matemdtico tardé bastante en franquear es-
s limites, y no lo logré sin hacer antes frente & contradicciones
4l parecer formidables. Paralelamente al proceso aritmético, las
unciones geométricas habian ido desarrollindose y concretdndo-

—————

(1) Comunicacién presentada al Congreso de Valladolid de la Asociacién
Espafiola para el progreso de las Ciencias. Seceion de Matemiticas.

se y aspiraban ya 4 revestir forma cientifica precisa y 4 cousti-
tuirse en dominio auténomo. La autonomia, sin embargo, no
podia ser completa: la medida de las magnitudes geométricas
exigia el empleo de los nimeros; esta misma medida habia to-
mado 4 su vez parte, y no pecueiia, en la nocién de niumero Irac-
cionario. El paralelismo hubo de ser notado y las analogins
aprovechadas.

Pero al extender las analogias se tropezd con profundas dile-
rencias. Las operaciones numéricas encontraban siempre opera—
ciones geométricas en que realizarse, pero no 4 toda operacidu
geoniblrica correspondin igualmente una operacién numérica
correlativa,

La diagonal del cuadrado fué el caso tipico: ningin nimero
podia medirla si el lado se tomaba por unidad. Al intentarlo, la
razén descubria un proceso infinito, oculto en la priclica tras los
inevitables errores de observacién.

La correlacion se presentaba, sin embargo, tan hermosa, se
la adivinaba tan fecunda, que costaba trabajo renunciar a ella,
y, para salvar el obstdculo,se imaginaron los nimeros inconmen-
surables. La idea era atrevida y genial, pero al mismo tiempo
hondamente revolucionaria. No podia prosperar sin resistencias
y las tuvo obstinadisimas. IL.os ecos de la lucha han llegado &
nosolros bajo la sugestiva forma que diera & su oposicién Zendn
de Elea en sus [amosos solismas sobre la imposibilidad del mo-
vimieunto, los cuales, en delinitiva, no son otra cosa sino la ex-
presion de la repugnancia & admitir, entre érminos {initos, una
serie infinita de determinaciones. La victoria quedd por los in-
conmensurables, pero no sin que hayan conservado hasta nuestros
dias, como titulo de gloria, el estigma con que inteutaron afren-
tarles sus adversarios, la denominacién de nimeros irracionales.

La admisién de los inconmensurables ensanché considerable-
mente los horizontes de la ciencia. Gracias 4 ella lo coulinuo
pudo ser ya estudiado de un modo preciso y sistemdilico; excep-
ciones enfadosas desaparecian de los cdlculos; pudo llegar & vis-
lumbrarse la idea de funcién en sus formas mds elementales, y
las leyes algoritmicas alcanzaban una generalidad no consegui-
da antes.

Tales resultados no se obtuvieron, sin embargo, inmedia—
tamente y sin esfuerzo, y aun parece que la antigiiedad cldsica,
fuera de algunos geniales atisbos, entre los que habria que con-
tar principalmente las intuiciones maravillosas de personalidad
cientifica tan saliente como la de Arquimedes, no desarrollo las
nuevas orientaciones en la medida que hubiera podido esperarse,
Detenida en lcs primeros pasos, & causa de la general decadencia
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de todos los estudios, el germen quedé latente, sin embargo, y
pudo desarrollarse siglos mds tarde en ambiente mds libre de
embarazosas tradiciones, preparado por la coincidencia feliz de
asombrosos descubrimientos 4 dar al pensamiento rienda suelta
vy 4 confiar en su poder y en su fuerza para aceptar, sin grandes
reservas, las mas atrevidas concepciones.

Es entonces cuando la Aritmética y la Geometria hacen alian-
za mds estrecha, cuando el Algebra se constituye, cuando la no-
¢cién de funcién aparece y se afirma, cuando el Calculo infinite-
simal se presenta avasallador y dominante, abarcando con sus
aplicaciones toda la ciencia, prometiendo el descubrimiento del
secreto del mundo, incapaz ya de ocultarse por mds tiempo 4 las
inquisidoras investigaciones de la razon. .

En ese juvenil periodo de irreflexivo entusiasmo, es la intui-
cién principalmente la que guia los pasos del matemdtico. ;Como
desconfiar de ella cuando tantos dones prodiga y tantas esperaun-
zas despierta? La nocién de espacio es elevada & la misma cate—
goria abstracta que la de nimero; borranse en éste diferencias y
cnalidades, quedando s6lo los enteros & manera de jalones, que
no tienen otra misién que la de marcar la alineacidn indeflinida
y homogénea, siempre igual & si misma; hasta se la llega d dar
forma sensible, asimilindola y aun confundiéndola con el tiem-
po. Y las nociones de tiempo y espacio son admitidas como no-
ciones ahsolutas y sus leyes como necesarias, hasta el punto de
que, no sélo obligarian & nuestra razén, sino que legarian & im-
ponerse 4 la Suprema inteligencia de Dios mismo, para la que
toda contradiccion es imposible.

Y sobre las puras y absolutas nociones de espacio y tiempo
se intenta construir la Mecdnica, llamando en auxilio al princi-
pio de razén suficiente, con el que se trata de purgar de su ma-
terialidad grosera los postulados fundamentales producto de la
experiencin. Y la Mecdnica se erige en ciencia nniversal que &
las demds cobija, mediante la reduccién de todos los fenémenos
4 fen6menos de movimiento. Y el universo entero quiere conver-
tirse en pedestal inmenso que sostenga el soberbio trono de la
razon soberana.

Al entusiasmo sucedié la critica. En los fundamentos mismos
de la Geometria existia desde la antigiiedad un punto oscuro. Al
desarrollar la teoria de las paralelas, Euclides se habia visto
obligado & aceptar un postulado que habfa resistido durante si-
glos los conatos de demostracion intentados por numerosos ma-—
temdticos, muchos de ellos eminentes. Tal falta de rigor en cien-
cia esencialmente racional era motivo de escindalo que habia
que suprimir & todo trance. Quizds influfa en ello, mds que otra
cosa, el lugar ocupado por el postulado en la obra de Euclides,
pues iguales reproches hubieran podido hacerse & otras proposi-
ciones enunciadas al principio de los «Elementos», y que eran
- admitidas, no obstante, como axiomas evidentes; pero en ello
habra de verse una nueva prueba del peso enorme de la tra-
dicién, aun sobre los espiritus mds selectos, y en maleria tan
ajena al parecer & las imposiciones de la costumbre, como es la
ciencia.
~ Toda obstinacién era ineficaz, sin embargo, y los intentos
fracasaban; pero tanto trabajo no fué del todo estéril. A fuerza
de iluminar el camino, se llegdé & descubrir al fin que la via es-
taba cerrada. El postulado de Euclides no era forzosa consecuen-
cia de los demds postulados; no era siquiera una verdad necesa-
ria; el mundo podria estar organizado de manera perfectamente
inteligible, sin que en él se verificase el pretendido inexcusable
principio.

Los nombres de Gauss, de Bolyai, de Lobachefski sobre todo,
van unidos 4 este descubrimiento, que forma época en la historia
de la Geometria. Fué la primera formidable derrota de la intui-
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cién, y precisamente en la rama de las Matemadticas que mejor
podia recabar para si el caracter de intuitiva.

La critica habia penetrado también en la ciencia de los ni-
meros. Abel y Cauchy habian llamado la atencion sobre los pe-
ligros 4 que exponia el empleo inconsiderado de las series diver-
gentes. Cauchy mismo trataba de introducir el rigor en el Cilcu-
lo infinitesimal, cuyos fundamentos aparecian envueltos en ne-
bulosidades metafisicas; se percibié que aquella primitiva con-
cepcién de la funcién continua, encerrando en el menor interva-~
lo la ley entera de sus variaciones, que brotaba como del germen
merced & misteriosa virtud formativa del desarrollo de Taylor,
sufria excepcidnes numerosas, aun en funciones relativamente
sencillas, combinaciones en mimero finito de operaciones elemen-
tales del andlisis.

Todo ello levantaba dudas que apenas si eran confesadas y
que se pretendia ahogar, ocultando Jas excepciones tras las leyes
generales, vesucitando asi la antigua mixima de que la excepcion
confirma la regla. Todo ocurria en general, y las singularidades
eran algo asi como infinitamente pequelios, cuyo desprecio erd
permitido. Tal posicién, sin embargo, era eminentemente iu-
estable. Se imponfa en las demostraciones un rigor creciente, y
al fin se quizo deslindar de una manera precisa los campos de lo
continuo y de lo discontinuo; pero entonces surgieron en la [ron-
tera conflictos inesperados. Las concepciones tradicionales se pre-
sentaban al fin en quiebra, victimas de su desmedida ambicion.
La continuidad se escapaba de la estrecha cdrcel en que el
cAlculo infinitesimal habia intentado encerrarla, poniéndole por
guardias derivadas y diferenciales, y la discontinuidad, & su vez,
tomaba por asalto el edificio, ocultando su bastardia bajo el
manto de la integracion. Riemann y Weierstrass fueron los prin-
cipales portavoces de la ola revolucionaria, y la intuicién fué de
nuevo vencida y derrotada.

Tan trascendental cambio de valores no podia menos de he-
rir intereses cuantiosos nacidos al amparo del derrocado rigi-
men. No en halde era la antigua nocién de la continuidad la que
habia dado vida 4 toda la ciencia aplicada, demostrando con clla
su fecundidad prodigiosa y aun no agotada, y asi como en los
pasados siglos, en aquel pleito de los irracionales, que hoy pucile
parecer mezquino & nuestros estudiantes de Instituto, la voz del
sedicente sentido prdctico pudo preguutar ;& qué bueno, si cou
los nimeros fraccionarios habra siempre bastante?, asi tambicn
en nnestros dias, espiritus cultivados, aun conociendo & foudo

-estas cuestiones, y sin llegar & negar las conclusiones rigurcsas

de la teoria, pretenden ser lo prudents desentenderse del fallo ¥
mantener el estado posesorio, s6lo atacado por meros entes e
razén, sin realidad acreditada ni aun posible.

No parece que las ensefianzas de la historia autoricen una, con
apariencia de juiciosa, tan radical manera de pensar. Ciertamente

. que los nuevos conceptos no son por el momento de inmediath y

general aplicacidn; pero, aunque no otra cosa, siempre serd el vul-
garizarlos de la mayor importancia, porque las limitaciones jue
suponen deben ejercer poderosa influencia sobre la manera como
hayamos de representarnos el mundo y emprender su estudio.

En las aplicaciones, en efecto, la continuidad se postula, il
4 conciencia 4 veces de que es s6lo aproximada y aun ficticia, ¥
es preciso no olvidar nunca el punto de partida, para no dar vi-
lor excesivo & las couclusiones, y no considerar como leyes male-
méticamente demostradas lo que es s6lo consecuencia de hipote-
sis muy naturales, muy sugestivas, que casi se imponen & nurs-
tros habitos de pensar, pero que podrian fallar en la prictica, al
desarrollarse en un doble proceso de descenso &4 lo infinitamente
pequeiio, para ascender después mediante la integracién al plane
de las cosas reales,
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Y esla ilusidn tanto.mas temible, cuanto que puede sugestio-
nar, pasajeramente al menos, hasta & los maestros. Poincaré
mismo, que de modo tan admirable ha sabido precisar el alcan-
ce de las concepciones matemdticas aplicadas al mundo real, ¥
que ha puesto de manifiesto cémo los principios fundamentales
de la ciencia son més bien cémodos ¢ infecundos que verdaderos
6 falsos, admite, sin embargo, en alguna ocasién que, cualesquie~
ra que sean los futuros descubrimientos de fendmenos ignorados,
serd la Geometria eucliden siempre la mis cémoda, que una Me-
cinica de cuatro dimensiones no puede ser en ningein caso objeto
de estudios fecundos, que la continuidad de la funcién de proba-
bilidad es hipdtesis que se impone con tal fuerza al espiritu que
parece imposible prescindir de ella, proposiciones todas que, aun
siendo verdaderas, pugnarian evidentemente con las conclusiones
con tanta brillantez por él sustentadas.

Son estas consideraciones las que principalmente me han de-
cidido 4 dedicar & estos asuntos la siguiente nota, en la que he
de presentar algunos ejemplios de funciones continuas con infini-
las singularidades en el menor intervalo. El tema o s nuevo;
numerosos ejemplos de esta especie se han dado con anterioridad
y 4 algunos aludiremos en la continuacién, pero los que he de se-
flalar tienen la particularidad de ofrecerse naturalmente & la con-
sideracién del matematico, sin necesidad de recurrir 4 rebusca-
dos artificios; alguno de ellos se refiere & lineas empleadas por el
m&s rutinario empirismo, que no ha podido sospechar que tenia
entre sus manos un objeto de estudio digno de las miradas de las
Matemdticas superiores. Es un nuevo testimonio de la {recuencia
con que pasamos al lado de curiosas verdades, sin que la aten—
cién se fije en ellas, por impedirlo habitos arraigados 6 el peso de
la tradicién; es también una prueba, aunque sea sélo indiciaria,
de que no se est4 tan lejos de la realidad y de las aplicaciones al
estudiar estas teorfas, no por extraias, menos interesantes.

Creyése por mucho tiempo que toda funcién continua poseia,
en general, para cada valor de la variable, una derivada deter—
‘minada, finita y continua. La representacion de las funciones por
medio de curvas habia ayudado, sin duda, & arraigar la creen-
cia. Funcién sin derivada parecia equivaler & curva sin tangente,
4 movil sin velocidad, & un absurdo, en fin, irrealizable.

La claridad de esta intuicién no bastaba para declarar el
snunciado del todo evidente. Se intentd demostrarlo y algnunos de
¢5t0s ensayos fueron autorizados con los nombres de Ampére, de
Lamarle, de Gilbert, Duhamel, en su notable tratado de Cilcu
lo, que tanta boga tuvo en su tiempo (1), admite el Leorema,
aunque con algunas limitaciones, y lo enuncia en esta forma:

«Teorema general.

»Sea y una funciéu cualquiera de una variable x, sujeta tan
=0lo 4 las condiciones siguientes:

»1.* Que cuando & partir de un valor cualquiera se da un
incremento h 4 x, resulta un incremento unico % de y, que tiende
hacia cero, si se hace tender k hacia cero, y

»2.2  Que 4 partir de todo valor de # se pueda tomar otro que
difiera de él en una cantidad finita determinada, tal que si x varia
en el mismo sentido en todo el intervalo comprendido entre
ellos, y varie constantemente en un mismo sentido, es decir,
siempre aumentando 6 siempre disminuyendo.

»Esto supuesto, es ficil demostrar que, bajo estas condiciones,

(i) Elements de Calcul infinitdsimal, Paris, 1856, tomo I, pag. 04.
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para todo valor de xexiste un limite finito para la relacién de los
incrementos infinitamente pequeios correspondientes h y k; es
decir, que no puede haber mds que valores excepcionales de w
para los cuales esta relacign crezca 6 decrezca indefinidamente.»

La demostracion se reducia & lo siguiente:

«En efecto, sean a,, X dos valores de x que satisfacen & las
condiciones arriba indicadas; y,, Y los valores correspondientes
de y; dividamos el intervalo X — a, en n partes iguales, que de-
signaremos por h y sean k, k,, &y, ..... By los valores correspon-
dientes de los incrementos positivos de y; se tendrd
Y—y, =k +k + ...+

X — w, =nh

de donde resulta

Y—1, h L A

X—ua, n

es decir, que la relacién invariable de los incrementos finitcs
de » y de y, cuando se pasa de x, & X, es la media aritmética de
k,

/L n

iﬂ"—,cualquiem que sea el nimero en-
teron.
»Si ahora se hace crecer 4 » indefinidamente, los términos de
estas relaciones tenderdan hacia cero, y siendo su media aritmé-
Y —1
X —m,
tiendan todos hacia cero ¢ (ue crezcan todos indefinidamente.
»Como esta conclusién, relativa al intervaloX — ,, pueile ser
aplicada & cualquier parte de este intervalo, se sigue que es im-

tica siempre igual & la cantidad (inita ,es imposible que

. T - &
-posible que, en ninguu intervalo finito, el valor de — tienda ha-

h
cia cero O crezca indelinidamente para todos los valores de wx.

Sélo, pues, para valores excepcionales, y en numero limitado, po-
) , .
dra vy dejar de tener un valor finito, y eso es lo que queriamos

establecer.»

Lo que primero salta d la vista en esta pretendida demostra-
cién es que se presupone la existencia del limite y que la nica
preocupacién es probar que este limite no puede ser ni cero ni
infinito. Parece no sospecharse que el limite puede quedar inde--

termidado. Es lo que en realidad ocurre en la funcién de Weirs-
trass:

[ve]
fle) = .‘30 Wcos mat

en la que b es una constante positiva menor que la unidad y @ un
mimero entero impar con la condicién

3
ab>1+—2§-

Tal funcién, sin embargo, queda en realidad excluida del
enunciado de Duhamel. Si se quisiera representarla geométrica-
mente, se veria en efecto que su ordenada es la suma [inita de
las de una infinidad de sinusoides, las cuales, aunque tienden &
confundirse con el eje de las @, introducen una creciente varia-—
hilidad en la direccidn de la tangente. Dedticese de aqui que la
funcién llega 4 ser creciente y decreciente en el menor intervalo
y deja de cumplir, por consiguiente, la segunda de las condicio-
nes por Duhamel impuestas; pero aun cumpliendo esta condi-
ci6n, el limite podria no existir, y, en todo caso, nada se inten-
ta para asegurarse de su existencia.

En segundo lugar, es excesivo concluirdeque todos los valores
de la relacién no pueden ser ni nulos ni infinitos el que hayan de
ser en numero limitado los que alcancen alguno de estos extre-
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mos. No es extrailo, pues, que pocos aiios més tarde, en 1873,
Schwarz presentara un ejemplo de funcién continua y creciente
cuya derivada se hacla infinita para todo valor racional de la
variable (1).

Un ejemplo andlogo es el primero de que vamos 4 ocupar-
nos con algiin detalle (2). Me lo inspiré el esludio de las series
de Brocot. Fué éste un relojero francés, que publicé en Paris en
1862 un folleto Litulado: Calcul des rouayes par approximation, en
el que empleaba las fracciones de que vamos & hacer uso, por
ser las que con términos mas sencillos podian con mayor aproxi-
macion representar una relacion dada, y deherian ser, por lo
tanto, las que determinaran el mimero de dientes de un tren de
engranajes que hubiera de realizar lo mejor posible una deter-
minada relacién de velocidades. Surgen, pues, como se ve, de un
problema eminentemente practico. Estas series, cuyo estudio su
mario puede verse en la leorfa delos nimeros de Lucas (3), don-
de se las considera tan solo desde el punto de vista aritmético,
pueden definirse del siguiente modo. Sean en primer término
las dos {racciones.

0 1

T Y

1
Si se suman separadamente sus numeradores y sus denomi-
1
nadores y se forma con estas sumas la nueva fraccién —-, s€

<

tendrd ya la serie de tres terminos:

T 7 2

|-

Si entre los dos primeros términos, y lo mismo entre los dos
filtintos, se intercalan por el mismo procedimiento otros dos
nuevos términos, se tendria la serie siguiente de cinco tér-
minos:

y por inlercalaciones sucesivas, aplicando siempre la misma re-
gla, se obtendrian, sucesivamenle, series de 9, de 17 ...y Y,
en general, de 2% 4- 1 términos, cada una de las cuales contiene

0 1 .
4 la anterior y todas ellas las [racciones TY T que son la pri-
mera y la tllima de cada una de las series.
0
Si ahora hacemos corresponder con 0 la fraccion Y con 11la
1 e . : .
fraccién B podremos dividir el intervalo (0,1) en 2% partes igua-

les y hacer corresponder con los puntos de division las 2k — 1,
fracciones restantes de la serie de Brocot de 2k 4~ 1 términos. Si
se hace crecer & & indefinidamente, 4 todo valor & comprendido

(3) Haciendo .
o (@) = E(2) + 'l// nm— I

y ropresentando por @y, @, ..... constantos positivas cuya suma soa convergon-
te, la Funcion de Schwarz puede representarse por
S (@) = T an v (nr)

(é) Tn ol nimero de Septiembre de 1908, pig. 194, presenté este ejomplo
en L' Intermediaire des Mathematiciens, proguntando si habia sido antes es-
tudiado 6 examinado, desde ¢l punto do vista de la teoria de las funciones.
No tuye mas respuosta que una del Sr. Escott, publicada en Septiembre de
1400 (pag. 12), en la que, sin dar indicaciones de trabajos sobre ol particnlar
anteriores 4 los mios, se uxponian dos propicdades de la funcion, una de cllas
precisamente la que yo habia utilizado para la demostracion de las propieda-
dos que en mi progunta anunciaba.

(3) Theorie des nomhres, Paris, 1891, pag, 469, Para las aplicaciones de
las sovies y tablas de Brocot, ademds dol folleto original, pueden vorse los
apuntes atografindos de Mocanismos do la Eseucla de Caminos para ol curso
de 1802-03, redactados por el entonces Profesor de la asignatura D, Recaredo
Uhagon (paginas 53 4 H6).
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en el intervalo, acabard por corresponder una cierta fraccion, si
@ es de la forma —, 6 un cierto valor limite en caso contrario.

En el primer caso, la demostracidn se deduce ficilmente del
liecho de que cada serie de Brocot contiene todas las anteriores
y que lo mismo ocurre con las divisiones correspondientes del
intervalo (0,1). La existencia del limite en el segundo caso no es
mds dificil de demostrar. Por la ley misma de su formacién, en
toda serie de Brocot cada [raccién es una mediana entre las dos
inmediatas, y la serie es, por consiguiente, creciente. Ademis,
entre dos fracciones consecutivas, la diferencia es un quebrado
cuyo numerador es la unidad y el denominador el producto de
los denominadores; es propiedad que se comprueba inmediata-
menle en las primeras fracciones y se generaliza con facilidad en
segnida por via de recurrencia.

Resulta, pues, que cuando % crece, el vaior de a quedard
siempre comprendido entre dos valores de la forma

h h+1

ok Y 2k
4 los cuales corresponderan [racciones cuya diferencia decreceri
indefinidamente, tendiendo, por consiguiente, & un limite co-
mun. Este limite es el valor que se hard corresponder con =.
Tendremos asi delinida en el intervalo (0,1) una cierta funcién
continua y creciente que representaremos por f/ (z).

Se demuestra ficilmente que esta funcién tiene una derivadi
e , h
infinita para todo valor de « de la forma o
‘

. " . ‘ . 1y
En efecto, sea > la fraccidén correspondiente, y — la que
. q

b1
corresponda & —L%;— Aplicando la ley de determinacion de lu

funcion, se tendrd

A+ . 1 im = p
f( 2k + 1 ) =f(‘°'”*‘ ok +1 > = n+ ¢
de donde
. 1 m - P m 1
f ( + ) — = i P
y por consiguiente
. 1 _
-/(w_l_ 21{+i)_-f($) ok +1i
-1 _ T oa(in+q)
ok + 1

6 pasando al limite ({ = o),
e+ 0) = o

De una una manera andloga se demostraria que f/ (@ — 0) ¢es
también infinita.
La misma demostracidon no es ya aplicable si @ es de formi

distinta que la indicada. Sean en este caso — 'y —l;—- los valores
n [/
de la funcién para los valores de la variable

h h+1
a= ? Y b= 2k
que supondremos comprenden al valor de # en una primera
aproximacion,
Dividiendo este intervalo en dos partes iguales, para obtener
una aproximacion crecienle, o deberd quedar forzosamente den-
tro de uno de los dos intervalos parciales. Supongamos, par:

fijar las ideas, que es en el primero. Dividiendo ahora este in-
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tervalo en otros dos, # podrd quedar comprendido en el primero
4 en el segundo de ellos; pero si estuviera todavia en el primero,
no siendo igual & a, se podra al cabo de », divisiones dejarlo con-
tenido en un segundo intervalo.

Dentro de este segundo intervalo a quedard también mds cer-
ca de un extremo que del otro y pertenecerd, por consiguiente.
Al primero 6 al segundo de los intervalos que se formen a la pri-
wera nueva division. En las divisiones sucesivas o podrd seguir
octipando intervalo del mismo nombre, pero s6lo durante un nu-
mero 7, finito, de divisiones.

Si la aproximacion se prolonga indefinidamente, repitiendo
las mismas consideraciones, llegaremos & obtener una serie infi-
nita de valores enteros.

g 1 meere Tnoy eeens

divisible en dos clases, seglin que correspondieran & casos en los
que . permaneciera en primeros intervalos ¢ 4 los casos contra-
vios. La serie clasificada de los » y los valores iniciales a y b de-
terminarfan por completo al nimero .

Pepro M. (GoNZALEZ QUIJANO.

(Continuard.)

- . R epmmna

LA LAVMPARA DE PENTANO®™

II. Comprobacidn de ldmparas.—2. Gabinete fotométrico. Ventila-
cién. Aparatos.—3. Preparacién de lag lamparas.

(CONTINUACION)
9. (ABINETE FOTOMATRICO.—VEN ILACION. —APARATOS,

El gabinete [olométrico utilizado hasta ahora tiene 7,90 me-
tros de longitud por 3,70 metros de ancho, y se ventila artifi-
cialmente con aire temp'ado que conducen unas tuberias. La
veutilacién ordinaria no conservaria el airas suficientemente puro
si los gases procedentes de la combustion del pentano se espar-
cieran libremente en el gabinete, razén por la cual se coloca so-
bre la Jdmpara una chimenea de 0,60 metros de didmetro en co-
municacion dirvecta con uno de los tubos de la ventilacidn; el re-
sullado que se obtiene es completamente satisfactorio, tanto que
no se ofrecin variacion alguna en la potencia luminosa de las
limparas después de haber funcionado algunas horas, por efecto
de 11 alteracién de la composicion del aire. En circunstancias or-

por 1o menos.

Rl gabinete fotométrico estd situado en un dngulo del edifi-
¢in, & cuya circunstancia se atribuy6 la causa de algunas co-
‘rrientes de aire que perturbaban el funcionamiento regular de la
limpara y cuyos efectos se han evitado posteriormente con la
colocacién de tres cortinas verticales perpendiculares entre si, y
4 veces con cuatro colgadas de un bastidor de madera que tiene
0,90 > 0,60 metros de base por 0,90 metros de altura, las cor-
tinas no llegan hasta el suelo, queda por debajo de su borde in-
ferior un espacio libre de unos 15 centimetros, por el cual pe-
netra el aire que rodea & la ldmpara sin perturbar 4 la llama ni
A4 1a corriente de aire que la alimenta directamente. Esta dispo-
sicidn de cortinas se adopté después de haber ensayadd otras va-

(1) Véasc el nitmero anterior.

dinirins se ventila el gabinete por completo una vez cada hora’

rias, con las que se observé que los valores fotomeétricos obteni-
dos eran algo distintos, por regla general, de los correspondien—
tes al caso en que se experimentaba sin cortinas, aun cuando la
pureza del aire del recinto no sufriera la mds pequeila alte-
racidn.

En algunos ensayos especiales se determiné la cantidad de
CO, contenida en el aire con el refractometro de Zeiss. La hu-
medad atmosférica se media periédicamente con dos psicréme-
tros Assmann y la presién con un barémetro de mercurio. Miés
adelante se exponen los cdlculos detallados de la humedad y las
correcciones correspondientes.

El banco folométrico empleado es el corriente en el Bureau
of Standars, con la disposicién Lummer-Brodhum para observar
los focos luminosos, y cou el aparato registrador de lecturas (1).
En todos los trabajos de precisién se ha empleado el método de
sustitucion con intensidad constante sobre el disco, que consiste
en colocar una «ldmpara de comparacion» en el fotdmetro 4 dis-
tancia invariable del carro, y al otro lado de éste los patrones
eléctricos y las ldmparas de pentano, alternalivamente, para
hacer las lecturas en la escala.

3. PREPARACION DE LAS LAMPARAS,

Antes de colocar la ldmpara en el fotémetro se mira por la
parte superior de la chimenea en direccién del mechero para ase-
gurarse de que ocupa la posicién debida, y antes de encenderla
se colocard siempre el calibre que sirve para situar el horde in-
ferior de la chimenea & 47 milfmetros del mechero, cuando estd
fria; rara vez es necesario repetir esta operacion, aunque algun
movimiento se produce siempre por los enfriamientos y calenta-
mienlos inevitables que tiene que experimentar la limpara.

La ldmpara se ha de colocar sobre el banco de manera que su
chimenea sea vertical, sin dar gran confianza & las indicaciones
de la plomada 4 ella unida; es preferible pasar una plomada por
la chimenea y comprobar con ella si el centro de su base supe-
rior y el del mechero estdn en la misma vertical. La situacion de
la lJdmpara serd la necesaria para que el centro de la llama y el
del disco del carro estén al mismo nivel. Las instrucciones de la
Gas Referees prescriben que la base inferior de la chimenea y el
centro de dicho disco se coloquen & la misma allura, porque asi
la iluminacién del segundo sigue la ley de la inversa de los cua-
drados con mds aproximacién que si la ldmpara estd mas alta.
La situacién anterior es la que recomienda el American Gas
Institute para la determinacién de la potencia luminosa de los
mecheros de gas, y ha sido adoptada por el Bureau of Standards
para evitar confusiones.

El eje del fotémetro ha de pasar por el tubo de aire, por el
centro del mechero y por el de la chimenea; algunas veces, sin
embargo, y & peticion de los interesados, se le da un giro de 90°,
lo cual no influye de una manera sensible en los valores de las
Jdmparas que se han estudiado; tanto en un caso cOmo en otro
se colocard la chimenea de manera que la luz procedente de la
ventana cerrada con mica no llegue al disco del carro, ni ila
Jdmpara patrén ni al tubo por el que desciende el pentano.

Las distancias de la limparase miden desde el centro del me-
chero. La que hay entre éste y el disco del carro es casi siempre
un metro, y para que sea asi efectivamente se ha adoptado el sis-
tema segnido en Inglaterra, que consiste en apoyar los extremos
de una varilla metdlica en el mechero y en el frente de aquel ca—

(1) G. W, Middlekanff, Bulletin, 1, pig. 18, 1910.—Electrical World, 56,
pag. 1563, 21 Julio 1910,




