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Sobre la resistencia 4 la rotura
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segtin un punto & segin una linea
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D. PEDRO M. GONZALEZ QUIJANO

Ingeniero de Caminos, Canales y Puertos (1).

Cuando un cuerpo natural se encuentra sometido 4 un siste-
ma de fuerzas, se desarrollan en su superficie y en su interior

reacciones moleculares que tienden 4 mantener la solidaridad

entre sus distintas partes y 4 prevenir la rotura. Estas reaccio-
nes, que corresponden siempre 4 deformaciones mas ¢ menos
acentuadas del cuerpo, no pueden crecer por cima de determinado
limite, y cuando éste es alcanzado por las fuerzas exteriores la
rotura se produce al fin.

Ensena la experiencia que, cuando las dimensiones del cuerpo

crecen, las fuerzas necesarias para romperie deben crecer tam-
bién y que han de ser, en general, del mismo orden de magnitud
que el cuadrado de aquellas dimensiones. Es, pues, natural, y
asi se hace en la practica, referir 4 la unidad de superficie las
fuerzas exteriores y las reaccioues que originan.

Esto supuesto, si para una misma fuerza la superficie de apli-
cacién disminuye indefinidamente, la intensidad de su accion cre-
cerd sin limite y llegaria 4 ser infinita si la superficie se redujera
rigurosamente 4 cero. Eslo que ocurriria en el contacto de dos
cuerpos que se tocaran en un punto ¢ segun una linea.

Ahora bien; una accién infinita no puede ser resistida por los
cuerpos naturales: las superficies ceden, la materia se deforma y
el punto 6 la linea tedricos son de este modo sustituidos por una
zona de contacto que ird creciendo, hasta que la accién quede
reducida dentro de los limites que soporta la resistencia del ma-
terial, 6 hasta que la rotura sobrevenga, si tal fuera la intensi—
dad de las fuerzas que hiciera imposible el equilibrio final.

Cuando los cuerpos son suficientemente duros estas zonas de
contacto son, sin embargo, muy pequehas y, aunque siempre se
esté 4 infinita distancia de la concepcién tedrica, los problemas
que en tales casos se plantean difieren bastante de los demds que

(1) Memoria leida en el Congreso de Valladolid de la Asociacién espaiio-
la para el progreso de las ciencias.

se presentan en la prictica, para que sea 16gico concederles una
atencidn especial.

Aumentan por otra parte el interés de estos problemas la fre-
cuencia de sus aplicaciones, de gran importancia muchas de ellas
en la construccién y en la maquinaria. Sirvan de ejemplo los ci-
lindros de apoyo de los puentes metdlicos para prevenir los efec-
tos de las dilataciones y contracciones debidas & las diferencias
de temperatura, las rétulas de los arcos de fibrica, los trenes de
rodillos, ruedas de vehiculos, juegos de bolas y demas mecanis-
mos con los que se procura reducir 4 un minimo los roza-
mientos.

Hécese uso en Ja mayor parte de estos casos de férmulas em-
piricas, que suelen bastar en la prictica ordinaria, pero que no
dan & conocer el mecanismo intimo de los fenémenos, y son sélo
una gufa insuficiente é insegura cuando hayan de excederse los
limites de lo ya experimentado.

Algunos ensayos, sin embargo, se han hecho en este sentido,
v & dar cuenta del estado actual del asunto, de las deficiencias
que aln se notan, y de la necesidad de recurrir para subsanarlas
4 nuevas investigaciones experimentales se dirige principalmente
la presente nota, en la que estudiaremos separadamente tres
puntos distintos, &4 saber:

1.° La reparticién de las presiones en la zona de contacto.

2.° 8Su distribucién en el interior de los cuerpos y las cau-
sas determipantes de la rotura; y

3.° Las resistencias que por razén de estos fendmenos se
oponen al movimiento de los cuerpos en cuestidn.

Respecto al primer punto, la teoria quizds mds antigua es la
de Grashof (). Considera este autor el caso de un cilindro de
seccidn recta circular, colocado sobre una placa plana, 4 la cual
es tangente y contra la cual es comprimido por una cierta fuerza
normal 4 ambas superficies, y uniformemente repartida & lo lar-
go de la generatriz de contacto. Bajo la accién de esta fuerza, el
cilindro y la placa se deforman y el contacto se establecerd final-
mente segin una superficie cilindrica de generatrices paralelas
& las del cilindro, y cuya directriz se supone ser una curva tal
como AM'B, intermedia entre la cuerda 4B, que prolonga la
primitiva superficie plana de la placa, y el arco A3B, directriz
del cilindro antes-de la deformacién. '

(1) Theorie der Elasticitit und Festigkeit. Berlin, 1878
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Admitido esto, las deformaciones superficiales paralelamente
4 la direcci6n de la fuerza en un punto cualquiera N de la zona
de contacto, serdn respectivamente Nz, para el cilindro, y Nn,
para la placa. Grashof admite que las reacciones moleculares
correspondientes & estas deformaciones sean

E E
—EXNn, Y —- XX N,

representando por » v e el radio del cilindro y el espesor de la
placa y por E, y E, los médulos respectivos de elasticidad de las
materias de que estin constituidos ambos cuerpos; iguala en se-
guida ambos valores por razén de equilibrio, y como la suma de

ambas deformaciones, que son siempre muy pequeiias, depende

s6lo de la situacién del punto y del ancho total de la zona de
contacto, deduce de fciles consideraciones .geométricas, y des-
preciando infinitamente pequefios de orden superior, que la pre-
5i6n comun en ese punto es

1) fe= ——— )

1‘1+E-.'

fé6rmula en la cual ¢ y.¢ representan los dngulos en el centro co-
rrespondientes & los arcos Mn, y MA = MB. En ella sélo es des—
conocido el angulo ¥, que puede determinarse igualando la fuer-
za total de compresion P & la integral de todas las reacciones
moleculares.

Salta, sin embargo, & la vista que la fdrmula 1) no puede ser
de aplicacién general, pues si se hiciera en ella e = oo, f seria
nula cualquiera que fuera ¢, y ocurriria, por consiguiente, que
4 la presién mas débil, y aun bajo la accién de su propio peso,
el cilindro se hundiria en su soporte, supuesto indefinido en es-
pesor. ‘

Siguese esta consecuencia del error fundamental de referir
las deformaciones, principalmente superficiales, 4 las dimensio-
nes totales de los cuerpos en contacto. En lo que 4 la placa se
refiere, el error resulta patente, y sin duda huyendo de él, Cul-
mann elude tomar. en cuenta el espesor de aquélla, y admitiendo
una relacién constante entre las deformaciones de ambos cuer-
pos, refiere al radio 1a del cilindro, como Grashof, y llega, por
dltimo, & representar la presién en el punto N por la formula

cos v
cos @

f=w(1-—
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la que, si se sustituyen cos ¥ y cos ¢ por los primeros términos
de sus desarrollos, prescindiendo de infinitamente pequefios de
orden superior al segundo, se transformard en

. T —_—p?

2) f=2XE: _"p_.2__$_’

que, en el caso de ser iguales los materiales del cilindro y de la
placa, s6lo diferird dela 1) por el coeficiente A, que deberia ser

ignal & — . para que la identidad fuera completa.

) A resultados analogos son conducidos por la misma via Resal
v Canevazzi, y Bach llega 4 prescindir por completo de la con-
traccién de la placa, lo que equivaldria & hacer » = 1 en la fér—
mula de Culmann.

En realidad, si nada justifica el referir la deformacion de la
placa & su espesor total, comparar la del cilindro con su radio y
tomar esta relacion por base para aplicar la ley de Hooke, no es
mais congruente. Tanto en un cuerpo como en otro las grandes
presiones se encuentran concentradas en las inmediaciones de la
zona de contacto, desde donde se propagan hacia el interior, de-
bilitindose en intensidad lo que ganan en superficie de apli-
cacion.

Si pues por un punto cualquiera de contacto se traza en el
interior del cilindro una recta paralela & la fuerza, que supon-
dremos vertical, las presiones & lo largo de esa linea irdn dismi-
nuyendo desde la superficie hasta el plano diametral horizontal;
las deformaciones elementales seran proporcionales 4 esas pre—
siones, y la deformacién total, igual & la integral de las defor—
maciones elementales, deberd ser referida 4 una longitud menor
que el radio, y tanto menor cuanto mis rdpidamente la presién
disminuya de la superficie al centro.

La verdadera medida de la presion en la superficie no la da—
ria, pues, la deformacién total, sino la derivada de esta defor-
macion con relacion al espesor comprimido. Esta derivada de-
pendera de la forma del contacto y en su expresion deberd en-
trar, por consiguiente, el radio del cilindro; pero en tanto eun
cuanto este radio define la curvatura de la superficie en el punto
de tangencia y con independencia casi completa de las dimensio-
nes del cuerpo, de tal suerte que la expresion hubicra de ser la
misma para un cilindro de seccién eliptica, por ejemplo.

Sin embargo, como las mayores presiones se locaiizan, como
ya hemos tenido ocasién de notar, en las inmediaciones del con-
tacto, puede admitirse, con las debidas reservas y & titulo de
primera aproximacién, que la derivada sea proporcional 4 la de-
formacién misma, dejando 4 la experiencia el determinar cudl
hubiera de ser el coeficiente de proporcionalidad. Podria asi lle-
garse 4 la misma férmula de Culmann, 4 la que no habria que
hacer entonces otra observacidn que la ya apuntada sobre la sig-
nificacion del coeficiente.

En esta hipdtesis se tendria haciendo o= 0 en la expre—
sién 2) que la presién mixima, seria
x Eq®

2]

&

F

y, si llamamos p 4 la presién por unidad de longitud sobre la
generatriz de contacto, se tendrd

v 21,
p=‘lf S frd ¢= r Er’y

‘0
de donde se deduce para valor de ¥

3

—_ 3p
*"‘V 2nEr
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lo que permite poner ya 4 F en funcién de la fuerza conociday
del radio del cilindro. Se llega asi 4 la férmula '

3 D ———
QLE P2

y para ancho de la zona de contacto &

3 3
12
a—'——i’ p—= e 2
' tl’fr T E o

Es ficil ver que la presién media serfa igual en tal caso & los
dOa tercios de la presién maxima. En cuanto al coeficiente A se-

1
ria wual a Y segin Culmann y & 1 segin Bach; su valor con

aproximacion suficiente s6lo podria darlo la experiencia.

La teoria que acabamos de exponer podria igualmente apli-
carse al caso de dos cilindros tangentes & lo largo de una gene-
ratriz. Ya hemos dicho antes que la distribucién de las presio-
nos no debe depender del radio del cilindro, sino en cuanto éste
define la curvatura de la superficie. Por la misma razdn esa dis-
tribucion de presiones deberd quedar definida en este otro caso
mas general por el angulo de contingencia de las superficies en
contacto, y, por consiguiente, si representamos por r, y r, 10s ra-
dios de los dos cilindros, la distribucién de las presionss y el an-
cho de la zona de contacto serdn los mismos que para un cilindro
reposando sobre un plano y cuyo radio viniera dado por la ex-
presién

1 1 1

e
R ” 7

1 2

en la que el signo = corresponderia al caso de dos cilindros exte-
riores uno & otro y el signo — al de un cilindro macizo reposando
sobre la concavidad de otro hueco.

Con igual facilidad podria tratarse el caso de una esfera apo- -

yada sobre un plano. La zona de contacto seria entonces un circu-
lo, cuyo radio designaremos por p, y las lineas de igual pre-
sién circunferencias concéntricas. El valor de la presién vendria
dado por la misma férmula 2) en la que ¢ y ¥ tendrian andlo-
ca significacién, y si se representa por P la fuerza total de com-
presién se tendra

Y o
T A Er®
P__——‘Zm-f fr¢d¢_————14 P

. .0
de donde

KE'q:' AEP

Fe=—"%.=
2 e

Si 1a esfera reposara sobre un casquete céncavo 6 se apoyara
sobre otra esfera, las mismas consideraciones hechas anterior—
mente para el caso de dos cilindros, y aun la misma férmula
alli empleada, permitirfan determinar el radio de la esfera Unica
que en contacto con un plano daria lugar & las mismas reac-
ciones.

Alguna mayor complicacién, aunque no mds dificultad, ten-
dria el caso de dos superficies cualesquiera que se tocasen en un
punto. Si tomamos este punto como origen de coordenadas y por
plano de las zy el plano tangente comun & las dos superficies, es
sabido que los valores de z en las inmediaciones del punto de
tangencia vendran expresados en el caso mdis general, desprecian-
do infinitamente pequeiios de orden superior al segundo, por
ecuaciones de la forma

zl=Alx"'—|—‘ZB§a;y+Clyj
~2=A2x—+232xy+cﬁy-

en la que z, v 5, serdn del mismo signo 6 de signo contrario, se—
glin que las dos superficies se toquen interior ¢ exteriormente.

Si dos puntos de ambas superficies vienen al contacto, la de-
formacién total, que segun la hipdtesis ha de repartirse en rela—
cién constante entre los dos cuerpos, serd igual & z, — z, y las
curvas de igual presién se proyectaran sobre el plano de la ay
segin curvas de segundo grado, que serdn homotéticas con rela—
cion al origen, y elipses si se trata de superficies de curvatura
positiva, como ocurrird en casitodos los casos de la practica.

Siguese de lo que acabamos de decir que las presiones y la
extension de la zona de contacto serdin en este caso las mismas
que si tratava de la superficie representada por

s=(4,—4,)a* +2(B, —B)wy+(C, — C) ¥

comprimida contra un plano por la misma fuerza P. Bastard,
pues, tratar este caso. ‘

Tratindose de un paraboloide eliptico, un giro de los ejes
coordenados alrededor del eje de las zz permitird dar & la ecua—
cién la forma

72 7

27 207,

en la que », y r, representan Jos dos radios de curvatura princi-
pales del paraboloide en el punto de contacto. Si los dos fueran
iguales el paraboloide seria de revolucién y el problema gueda—
ria reducido al caso de la esfera. Siendo desiguales, como las
elipses de igual presién son homotéticas, podrdn considerarse
como las proyecciones de las circunferencias de igual presion de-
terminadas por la esfera de radio R dado por la expresién

R=Vrr

Si las indicatrices de ambas superficies fueran de grado supe-
rior al segundo, los radios de curvatura serian infinitos y las for-
mulas no serian ya aplicables. Seria preciso hacer directamente
la integracién de las presiones elementales para, después de
igualada 4 la presién total, calcular la presién maxima y la for-
ma y dimensiones de la zona de contacto, que dependerian ahora
de los infinitamente pequelios despreciados en el cdlculo anterior.
El problema, sin embargo, seria quizd mds teérico que practico,
pues mientras mds intimo fuera el contacto, mayor exactitud
exigiria la labra de las superficies para que pudieran ser aplica—
das las conclusiones del cilculo, y esta exactitud tiene un limite
impuesto por las condiciones del material y del trabajo.

Las hipétesis que sirven de fundamento & la teoria general
que acabamos de Dbosquejar som, como hemos visto, tan s6lo
aproximadas. La teoria de la elasticidad permite una aplicacién
mas precisa y correcta de la iey de Hooke para la determinacion
de las deformaciones y de las reacciones correspondientes. Es lo
que ha intentado Hertz integrando para este caso las ecuaciones
fundamentales

N m de

A E —_ — =0
‘°+m—-—2 dz
m de

Al —_— =0
n+7n-—2 ay

Ry m de___o

St a2 d

en las que &, » Y & representan, como €; sabido, las componentes
de las deformaciones lineales, e la dilatacién cibica, m el coefi-
ciente de Poisson y A® el simbolo de Lagrange.

Como resultado de sus investigaciones, llega Hertz 4 la con-
clusién de que la superficie de contacto es también en el caso ge-
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neral una elipse cuyos ejes coinciden en direccién con los de la
elipse més atrds considerada, pero que la relacién de sus longi-
tudes es distinta, salvo en el caso en que una y otra elipse de—
generan en circulo. Esta relacién es, sin embargo, funcién exclu-
siva de la que existe entre los ejes de Ja primera elipse, y Hertz
ha calculado una tabla que da para cada caso los valores de los
correspondientes coeficientes que designaremos por w y v.

Esto supuesto, los semiejes de la elipse de contacto vienen
dados por las formulas

3
a=r 1 3P1(01+32) 1
Sttt
3
by 3L(0, +10,)

1 1 1 1
8(—+—+-—+—)
14 T2 Tay 720

en las que 8, y 8, son coeficientes que dependen de las constantes
elasticas de los dos cuerpos y que responden para cada uno 4 la

férmula
4 1
6 == e— —_—— .
E (1 m2) ’

en cuanto 4 los » representan los radios de curvatura principa—
les de ambas superficies.

La presién en un punto interior & la elipse de contacto viene
dada por

e 3P 1_3:’__y*

2mab a*

y serd maxima para x =y = 0.

En el caso en que el contacto tuviera lugar entre dos puntos
umbilicales de ambas superficies 6, mds en particular, cuando se
trate de dos superficies estéricas del mismo material el radio del
circulo de contacto serd

P= 1 1
B =)
y la presién méxima
' 8
3 PE2

g

1 1 \*
= - (L=t

2 9 (1 _ _1_)‘ N 7y

m2

correspondiendo en estas férmulas el signo - 4 los contactos ex-
teriores y el — & los interiores. En este witimo caso, y la obser-
vacion es igualmente valedera para la teoria anterior, es claro
que las férmulas no podrian aplicarse si r,=r,, 0 si la dife-
rencia entre ambos radios fuera muy pequeiia con relacién & P.

Si los cuerpos en contacto fueran dos cilindros tangentes 4 lo
largo de una generatriz, la misma teoria conduce & las férmulas
siguientes:

2(1-5)s

a=4 R 1
ﬂiE(-’—.’—i Ta)
F = Ep(:_‘j:%)

en las que las letras tienen la misma significacién que en la teo-
ria anterior. :

3i se comparan estas férmulas con las alli obtenidas se ob-
serva, desde luego, que, prescindiendo de coeficientes numeéricos,
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sometidos siempre & la comprobacién experimental, el orden de
magnitud de los valores dados para las présiones ¥ para las su-
perficies de contacto no es el mismo: el ancho de la impresidn
que segin las primeras obtenidas debia ser proporcional 4 la
raiz cibica de p, habria de serlo segun las segundas & la rafz
cuadrada, el radio del contacto en el caso de esferas habria de
ser seglin unas proporcional 4 la raiz cuarta, y segdn otras 4 la
rafz cibica de la compresion total. La influencia del radio del
cilindro 6 de la esfera tampoco serfa la misma: su exponente
en las {6rmulas pasaria en el primer caso de % a % y de
-};— a —é— en el segundo. En cuanto al mddulo de elasticidad,

entra siempre en sentido inverso de la fuerza de compresién y la
acompaila en sus variaciones.

Los resultados no pueden, pues, ser ¢oncordantes ni la dife-
rencia acusarse siempre én el mismo sentido. Para grandes va-
lores de la {uerza de compresion, las férmulas de Hertz darian un
contacto madas extenso que las de Grashof y Culmann, pero en la
prictica, antes de que la fuerza alcance esos valores, el material
en la mayoria de los casos cederd bajo la carga. Seran, pues,
estas ultimas férmulas las que de ordinario den valores mayores
para la superficie de contacto y menores, por consiguiente, para
la presién mixima.

Los grandes valores de la compresién harian ademds inapli-
cables las férmulas de Hertz, porque éstas suponen la exactitud
rigurosa de la ley de Hooke v que las deformaciones son perfec—
tamente eldsticas y suficientemente pequehas para que puedan
considerarse infinitesimales en comparaciéon con los radios de
curvatura.

Y es sobre todo de observar que estos limites de aplicacién
son mucho mdas restringidos en la prictica de lo que pudiera
pensarse. Si se aceptan, en efecto, las férmulas de Hertz y se

toma en ellas para el coeficiente de Poisson el valorm =1,—30,
cable con aprovimacién suficiente 4 los metales usuales, seria
preciso, para no exceder con la presién mdxima el limite de elas—
ticidad del material, reducir la carga de los rodillos de dilatacion
de los puentes metdlicos 4 la quinta parte, por lo menos, de las
que se admiten sin dificultad en la préactlica, y en algunos casos
i la octava.

De aqui que, & poco que aumenten las cargas, aparezcan ya
las deformaciones permanentes, como pudo comprobar Deslan-
dres en sus importantes experimentos resumidos por él en una
nota publicada en 1893 en los Anales de Puentes y Calzadas.
Estas deformaciones permanentes parecian crecer proporcional-
mente & las cargas, hasta un cierto valor critico de éstas para el
que se producia un ripido aumento, que pronto cesaba, para cre-
cer de nuevo con mds lentitud.

Ahora bien, traspasado el limite de elasticidad, las deforma-
ciones crecen con mas rapidez que las fuerzas y, por otra parte,
las deformaciones permanentes han de contribuir & igualar las
presiones en la zona & que alcancen, de aqui que los contactos
efectivos han de ser mayores y menores las presiones de lo que
acusarian las f{drmulas de Hertz, y que podrdn tal vez, por con-
siguients, 4 pesar de su menor rigor teérico, dar en los interva—
los de la prdctica valores mds préximos 4 la verdad las de
Grashof y Culmann, sobre todo si se determinan conveniente—
mente sus coeficientes.

No sabemos que se hayan hecho investigaciones suficiente—
mente precisas para decidir experimentalmente la cuestién. El
profesor Greco, en un notable trabajo no hace mucho publicado
en el Giornale del Genio Civile, y del que mds adelante nos ocupa-
remos, se inclina, sin embargo, 4 la-formula de Hertz, fundado

apli-
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en determinadas experiencias de Bach, que parecen confirmarla.
Eflectudronse éstas sobre cilindros de granito comprimidos con—
tra prismas del mismo material. Una vez desaparecidas las car-
gas y ob:ervando las superficies de contacto de ambas probetas,
se notaban huellas discontinuas y mds 6 menos irregulares, cuya
superficie total, dividida por la longitud de la generatriz, se ha
tomado por ancho de la zona. Comparando estos resultados con
los deducidos de la férmula de Hertz, la concordancia es bas—
tante grande, y aun son con {recuencia menores 1os observados
que los calculados.

Pero esta comprobacién parece un poco fortuita, porque las
huellas observadas después de descargado el cilindro responden &
delormaciones permanentes y han de quedar, por consiguiente,
limitadas & una superficie menor que la del contacto.

Es, sin embargo, notable, que en los experimentos de Bach
la deformacién permanente crezca aproximadamente con la raiz
cuadrada de la carga y no con la carga misma, que eslo que
parece ocurrir con los materiales metalicos, como se deduce del
trabajo de Deslandres y de las observaciones scbre la dureza de
estos cuerpos que han dado origen al cada vez mds acreditado y
extendido método de prueba de la bola de Brinnel (1). Todo ello
parece indicar la unecesidad de nuevas investigaciones experi-
mentales que den & conocer mejor el fendémeno real y que sirvan,
en su caso, de base 4 una clasificaciéon racional de los mate—
riales.

Entretanto parece lo mds probable, dentro de nuestros actua-
les conocimientos, que las deformaciones y las presiones empie—
cen & producirse bajo cargas minimas obedeciendo 4 las fdrmu—
las de Hertz, que al crecer las cargas crezcan también aquéllas
acercindose cada vez mds 4 los valores indicados por las teorias
de Grashof, Culmann y similares y que, si las deformaciones
permanentes se acentian, pueden avin ser traspasados estos limi-
tes en un periodo pldstico, si la naturaleza del material lo con-
siente antes de que se produzca la rotura. '

Las condiciones que determinan ésta es otro de los puntos de
la mayor importancia prictica y del cual pasamos & ocuparnos.

IT

En las aplicaciones suele ser, en efecto, mds interesante el
limite de rotura que la entidad de las deformaciones, y si se pro-
cura que éstas no crezcan excesivamente, es principalmente por-
que revelan la proximidad de aquélla; pero respecto 4 las causas
que la producen la unanimidad no es completa.

Es un h-cho experimental que, cuando las fuerzas crecen, la
rotura acaba por producirse y, segin como las fuerzas obran,
tres clases de roturas suelen de ordinario considerarse: rotura
por compresién, rotura por traccion y rotura por deslizamiento;
las demds suelen reducirse & ellas mediante Ja aplicacién de teo-
rias mds 6 menos justificadas. Para cada una de estas tres clases
de rotura la experiencia da un limite 4 las fuerzas cuando las
pruebas se efectiian en condiciones comparables.

Esto supuesto, la primera idea que ocurre es limitar las com-
presiones en la zona de contacto, que es donde alcanzan su maxi-
ma intensidad, para alejarse del esfuerzo que determina la rotu-
ra por compresion. Es lo primero que se ha pensado, y de aqui

"la importancia concedida 4 la distribucién de las presiones de
que acabamos de ocuparnos. '

(1) A lamisma conclusién han llegado Foppl y su discipulo Schwerd,
operando sobre probetas semicilindricas de hierro 6 de acero, que colocadas
con las generatrices en eruz se¢ comprimian fuertemente. Desde que el did-
metro de la hualla excedia de 1,5 6 2 milimetros, el drea de la superficie de
contacto era sensiblemente proporcional 4 las fuarzas de compresién corres-
pondientes.
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Pero la rotura por compresién es una idea que repugna &
muchos. Cuesta trabajo, en efecto, admitir que sélo fuerzas que
tienden & aproximar Jas moléculas puedan destruir los enlaces
que mantienen la solidaridad de un cuerpo y, de todos modos,
cualquiera que sea el efecto que pudieran producir fuerzas colo-
sales de las que no disponemos dentro de nuestros actuales me-
dios de accién. parece que, cuando la rotura por compresion se
produce en la préctica, son esfuerzos secundarios de dilatacién 6
de deslizamiento los que en la realidad destruyen la solidaridad
de los elementos materiales.

Esta observacién no resta, sin embargo, todo valor 4 la indi-
cacién que puedan dar en nuestro caso las presiones de contacto,
porque si el cilindro 6 la esfera se rompieren por dilatacién é por
deslizamiento, también se rompen de este modo las probetas que
sirven para fijar el limite de compresion, y las causas que en un
caso producen efectos secundarios suficientes bien podrian pro-
ducirlos también en el que ahora nos interesa.

S6lo la experiencia puede, pues, dar una contestacién segu-
rd; pero para interpretarla debidamente convendré estudiar cémo
s¢ reparten las presiones en el interior de 10s cuerpos en contac—
to. Boussinesq ha aplicado la teoria . de la elasticidad al caso de
una fuerza aislada aplicada normalmente 4 la superficie plana de

-un medio eldstico indefinido; sus conclusiones podrian aplicarse

4 una placa horizontal sustentadora de una esfera que la com-
prime. ) .

Las presiones, concentradas en la superficie, van extendiéndo-
se al repartirse sobre los planos paralelos 4 la misma y cada vez
mas distantes de ella. Segun la linea de accién de la fuerza, las
presiones unitarias decrecen proporcionalmente al cuadrado de
la profundidad.

En cada plano horizontal las presiones verticales son inversa-
mente proporcionales 4 la quinta potencia de la distancia al punto
de aplicacién. Los esfuerzos tangenciales van dirigidos en estos
planos hacia el punto de paso de la fuerza, son mdximos en este
punto y varian 4 lo largo de la linea de accién de la fuerza en
sentido inverso del cuadrado de Ja profundidad, y en cada plano
en ¢l de la cuarta potencia de la distancia al punto de aplicacién.
Estoorigina otros esfuerzos que se desarrollan en cada puuto sobre
los planos verticales normales al plano radial que pasa por el
punto y la fuerza. Finalmente, sobre estos planos radiales el des-
lizamiento es nulo.

Como consecuencia de esta reparticion, los esluerzos se ate-
nuan 4 medida que penetran en la placa. y bastari un espesor
no muy grande para que lleguen de tal modo reducidos 4 la cara
opuesta, que desaparezca todo peligro de rotura fuera de la zona
misma de contacto. Claro es, sin embargo, que.si ésta cede, la
reparticion se altera y la rotura iniciada podrd propagarse.

En la esfera la reparticién de los esfuerzos serfa mucho mis
compleja. Se atenuarian, indudablemente, los esfuerzos de com—
presién al retirarse de la zona de contacto; pero esta atenuacion
tendria un limite, porque habrian de concentrarse de nuevo en
los puntos de aplicacidn de las fuerzas que mantienen el contac-
to. Si accién y reaccién actuan, por ejemplo, sobre los extremos
de un didmetro, la simetria exigird que sea la seccién diametral
normal 4 la fuerza la que sufra los esfuerzos minimos. Pero al
atenuarse las compresiones nacen de urna parte esfuerzos tangen-
ciales y de otra dilataciones que se propagan hasla la superficie
donde nada las contrarresta. La estabilidad, como se ve, es mds
dudosa. :

Consideraciones andlogas podrian aplicarse al cilindro sopor-
tado por un plano, pero habrd que recordar de nuevo que Jas hi-
potesis fundamentales de la teoria de la elasticidad dejan de
verificarse en nuestro problema, no sélo para el caso de la rotu-
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ra, que si es el que hay que prevenir, debe quedar siempre alejado
en la practica por amplio margen, sino hasta cuando las condi-
ciones del trabajo son las usuales.

Cierto es que esta extralimitacién no tiene lugar en todos los
puiitos del cuerpo, pero para aplicar correctamente la teoria,
aun-en las regiones donde los esfuerzos se mantienen dentro del
intervalo eldstico, seria preciso poder trazar la superficie diviso-
Fia y conocer sobre ella la reparticién de los esfuerzos que deter-
minara las condiciones en los limites de la integracién de las
ecuaciones fundamentales.

Por otra parte, las leyes aproximadas de que suele hacerse
uso en el estudio de la resistencia de los materiales no podrian
tener tampoco aplicacién adecuada. La ley de reparticién plana,
tan usada en muchos casos, s6lo puede justificarse entre ciertos
limites cuando las secciones por donde las fuerzas se transmiten
no varfan sino de un modo gradual. A falta de comprobacién ex-
perimental, cualquiera otra teoria dejaria siempre amplia en-
trada 4 1o arbitrario; alguna, adelantada, sin embargo, por perso-
na competente, seria, francamente, inadmisible. Bach, por ejem-
plo, eu el caso de cilindro contra placa, supone que la presion se
reparte siempre sobre el primero i todo lo largo del diimetro
vertical sobfe una superficie igual & 1a del contacto. Greco, que
‘hace la cita, rechaza la HipGtesis con razdén y aun hace notar que
quedaria desmentida por experimentos nechos por el propio Bach
sobre un cilindro de plomo comprimido entre placas del mismo
material.

No cabe, pues, dentro de nuestros conocimientos actuales,
un andlisis elemental completo del problema y si sélo comparar
10s esluerzos medios que se desarrollan en las distintas secciones,
y que pueden ser conocidos por la sola aplicacion de las leyes de
la Mecdnica, con los que provocan la rotura en las pruebas ordi-
‘narias ¢ los que suelen ser resistidos en las obras.

Ahora bien, si se estudia en estas condiciones um cilindro 6
una esfera en equilibrio bajo la accién de dos fuerzas iguales y
opuestas, aplicadas 4 las generatrices 6 puntos extremos de un
mismo plano diametral, toda seccién plana que pase entre los
puntos de aplicacién cortard & las fuerzas y estard sometida aun
esfuerzo cortante total igual 4 la proyeccion sobre su plano de la
resultante. Si llamamos, pues, « al dngulo de la seccién con la
horizontal, el esfuerzo cortante serd, pues, P sen a 6 p sen «,
total en el primer caso y referido en el segundo 4 la unidad de
longitud de la generatriz. De todos los planos que correspondan
al mismo-« los que dardn mayor esfuerzo medio seran, por con-
siguienle, 10s que presenten seccion mis reducida, que serdn,
precisamente, 10s que pasen por uno de los punt0a 0 generatri-
ces de contacto.

Siguese de aqui que para los cilindros el méximo esfuerzo

cortante medio serd para todos los planos igual 4 —0—-?::-, mientras

que en la esfera tendrd por expresion , ¥ seria maxi-

s 7*sen o
mo en el contacto mismo aunque no llegaria & ser infinito, como
indica la féormula, gracias, precisamente, 4 la deformacion.
El esfuerzo cortante, tal como acaba de ser valorado, no es,
‘sin embargo, el que provoca la rotura, pues suele considerdrsele
contrarrestado en parte por una fuerza proporcional d la com-
presién que obraria:d la manera del rozamiento, & la que se da
.de ordinario este’ mismo nombre y se evalua haciendo uso del
mismo coeficiente; Convendria, sin embargo, hacer la debida
distincién y buscar en la. experiencia directa la justificacién
de los valores numéricos adoptados, porque no puede llamarse
con todo rigor rozamiento sino 4 las fuerzas desarrolladasen las
superlicies de contacto de dos cuerpos diferentes. Es & eslas fuer-
zas i las que se refleren las mediciones efectuadas, que sélo por

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS

analogia pueden extenderse & fuerzas desarrolladas antes de la
rotura y que se supone han de afiadirse 4 las resistencias mole~
culares puramente tangenciales. ’
Conforméandonos, sin embargo, con el uso, después de hechas

las precedentes reservas, admitiremos la existencia de esa fuerza
que parece probable que se desarrolle, aunque quede incierta su
evaluacion, y representaremos por R el coeficiente que intervie—
ne en su medida. El esfuerzo tangencial que hubiera de provo-
car la rotura Seria, segun esto, ’ '
p(sena — Rcosa) &  P(sena— RCOSa)

y referido & la unidad de superficie

V4 r 1 R cotang a
-—~— (1 — R cotang 6 ( —_ 2
2r ( v g ) xr2 \ sen a sen o

debiendo tener presente que estas expresiones deberdn ser siem-
pre nulas ¢ positivas por lo que R tomard valores crecientes con
«, hasta un cierto limite que corresponderd al dngulo cuya tan-
gente sea igual al valor de I que consideramos.

Si se toman valores de « mayores que ese limite, se ve inme-
diatamente que el esfuerzo cortante medio aumenta en el cilindro
hastaalcanzar suvalor mdximo en el plano diametral vertical. En
la esfera la formula daria para el aumento un limite, si R tiene
valor adecuado. Derivando con relacion & « corresponderia, en
eleclo, un maximo para los valores que satisficieran 4 la ecuacién

3R+ Rcos2a—sen2a =190

que haciendo
€032 =u
corresponderia &

U469 —1=0,

ecuacion que sélo tendrd raices reales cuando se tenga

l/~

E< X = —=0,3714.

Ahora bien, si & tiene un valor mayor como de ordinatio se
supone en la préctica, el crecimiento del esfuerzo medio no se
detendrd tampoco, sino cuando el plano seccion llegue & ser ver-
tical. La seccién vertical serd, pues, en ambos casos la mds pe-
ligrosa desde el punto de vista del esfuerzo cortante.

En cuanto & las dilataciones mds intensas, deberdin ser nor-
males & la direccion de las presiones dominantes que Jas provoé
can, y que deben estar con ellas en la relacidén indicada por el
coeficiente de Poisson, cuya constancia serd probablemente alte-
rada, una vez excedido el limite de elasticidad. Estas dilatacio-
nes, equivalentes & tensiones, deberdn, por consiguiente, también
tender 4 romper el cuerpo segin un plano diametral vertical. '

Vemos, pues, que las dos acciones de tensiéh y de esfuerzo
cortante deben conducir al mismo resultado: 4 la rotura del
cuerpo por una de las secciones que vendrian indicadas por la si-
metpia y por aquella precisamente por la que en la prictica se
produce.

Asi resulta, en efecto, de 105 interesantes experimentos efec-
tuados por el prolesor Greco en el laboratorio de ensayo de ma-
teriales de la Real Escuela de Aplicacion de Palermo y de los
cuales da cuenta en un interesante trabajo al que mds atrds he-
mos ya aludido (1). Efectudronse las pruebas sobre cilindros y
placas de cemento y de mortero que, 6 bien se comprimian entre
si, 6 bien los c1lm(lros solos, ya en contacto directo con'los pla-
tillos de acero de la prensa 6 con inlerpo=icidn de hojas de cartén
6 de plowmo. o

(1) Giornale del Genio Civile, 30 de Septicmbre de 1914,
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Los-resultados no han variado gran cosa con el modo opera—
torio: las cargas medias de rotura para cilindros de ignal mate-
rial y didmetro no eran muy diferentes de uno 4 otro caso, y en
casi todos ellos son los cilindros los que se han roto en la direc-
¢ién indicada por la teoria.

En cuanto & las.cm-ga.s totales de rotura fueron, préximamen-
te, proporcionales & las secciones diametrales correspondientes y
casi iguales & vez y media las que corresponderian 4 la misma
superficie rompiéndose por traccién. De aqui cree poder deducir
el experimentador, que es la tensién, en efecto, la que actia en
la rotura, y confirma su opinién por el hecho de que, calculadas
las presiones maximas que resultan para la zona de contacto, ya
sea por la férmula de Grashof Culmann ya por la de Hertz, los
numeros & que se llega son muy superiores 4 las cargas de rotura
que se obtienen rompiendo & la compresién cubos de ensayo del
mismo material.

La conclusién es verosimil, pero su fundamento nos parece
insuficiente. Es verosimil porque las tensiones, aunque desigual-
mente repartidas sobre la seccién diametral, deben ser menores
" que las compresiones, y por eso no debe extrafiar que el limite

" de rotura se aleje cuando se toman como cargas las fuerzas ac-

“thiantes, tanto mds cuanto que es sabido que los valores encon-

trados para la resistencia & la traccion de los cementos y morte-
‘#os son inferiores & los verdaderos, y muy proximamente la mi-
tad, si hubiéramos de considerar como exactos los que resultan
de los ensayos 4 la flexidn.

No nos parecen suficientes las indicaciones que se deducen de
1as formulas de Hertz y de Culmann, porque habria que demos-
tra previamente que estas formules eran aplicables al momento de
la rotura. Ya hemos indicado mds atrds que, para ese caso,aun la
ultima de estas formulas podria ser deficiente, y esto no sélo por-
que el ancho del contacto podrd ser excedido en la realidad, sino

porque al producirse deformaciones permanentes se altera la dis—-

tribucién de las presiones, tendiendo 4 una uniformidad cada vez
mayor. El mismo Greco confiesa que, al tratar alguna vez en
sus experimentos de determinar la anchura de Ja zona de con-
tacto, ha llegado 4 valores que se aproximaban mucho & los in-
dicados por la férmtla de Grashol-Culmann, aungue no se cree
autorizado para sacar partido de esta concordancia, por creer
que la deformacion local se hubiera exagerado por el hecho mis-
mo de la rotura. ‘

"~ Ahora bien, los resultados obtenidos con la férmula de
Grashof-Culmann que Greco presenta en uno de sus cuadros son,
para una serie de cilindros de pasta pura de cemento y de did-
_m'eti-qs diferentes, los que se copian 4 continuacion:

Didmetro en centimetros.....
Presion maxima............

25 5,0
867,6 7189

75 10,0
695,3 T13,4
de donde resulta un valor medio para la presién de rotura de
748,8 kilogramos por centimetro cuadrado. Pero esta presion
' mzixima, calculada admitiendo la proporcionalidad entre las
reacciones moleculares y las delormaciones correspondientes,
supondria una presién media de 499,2, mientras que la carga
de rotura & la compresién fué para el mismo cemento de 504,5.

. La casi igualda'd de las cifras no es tampoco prueba plena de
que la rotura haya tenido lugar por compresion, dada la inse-
guridad del cdlculo y dado, sobre todo, que la misma rotura d
la compresion de las probetas de ensayo puede ser debida, y pa-
rece 1o mas probable, 4 efectos secundarios; pero siempre cabriu
Ja duda de si la rotura de los cilindros pudiera haber tenido Ju-
gar por esfuerzo cortante, como suele cresrse que ocurre con las
probetas mencionadas, y entonces, la asimilacién 4 éstas seria
la mas légica, y el limite de compresion el que deberia ser to-
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‘mado para los cdlculos de resistencia como término de compa-

racion.

Bl mismo Greco cita también otro hecho que viene & confir-
mar la idea de que la rotura del cilindro depende muy poco de
las condiciones del contacto, y mucho de las dimensiones gene~
rales del cuerpo. Soun las experiencias de Bach efectuadas sobre
probetas de granito, & las que mds atrds hemos aludido. En ellas
el cilindro no es completo, sino que queda limitado por dos ge-
neratrices distantes entre si 350 milimetros, termindndose el
bloque por planos que con el de Jas dos generatrices vendrian 4
formar un paralelepipedo recto rectangular. La carga de rotura,
aunque creciente con el radio, tiende cuando éste aumenta hacia
un limite al que ripidamente se aproxima. Parece deducirse de
aqui que, aunque l}a rotura llegara & iniciarse en la zona de
contacto, serfa preciso para que se propagara al resto del cuerpo
que las dimensiones de éste fueran sulicientemente débiles para
ceder ante los esfuerzos secundarios, unicos que romperian defi-
nitivamente la solidaridad entre las distintas partes del bloque.
Por otra parte, el beneficio de un gran radio, que segun las for-
mulas habria de reducir sin limite la presion mixima, no podria
aprovechar en la experiencia desde que la anchura teérica de la
zona de contacto excediera de la distancia entre las generatrices
extremas.

Pero si este nuevo argumento contribuye indudablemente &
restar importancia 4 la compresién como tal en el fendmeno de
la rotura, todavia quedaria indecisa la cuestién de si es la dila-
tacion ¢ el deslizamiento el efecto predominante. Aun pudiera
ocurrir (ue el predominio fuera de uno 1 otro, segin la natura-
leza del material, y quizds en esla via hubiera que buscar la ex-
plicacién de una circunstancia interesante observada por Grecoen
sus experiencias. Es el caso que, mientras los cilindros fabrica-
dos con mortero parece que han presentado siempre una linea de
rotura unica en la direccion tedrica, con pequeilos aplastamientos
en los puntos de contacto con las placas, 103 de pasta de cemen-—
to puro, ademds de romperse segun el plano diametral, presen-
taban otras dos superficies de fraclura simétricas con relacién i
la principal, y hacia la cual volvian la convexidad en la lzona
central y la concavidad en las extremas, con presencia menos
marcada de los aplastamientos terminales, 6 mds bien aparecien-
do en estos puntos el material mds astillado que aplastado.

Podria ser la razén de la diferencia que el mortero se hubie-
ra roto por esfuerzo cortante y el cemento por traccién, bien
porque en cada material fueran esos limites de resistencia los
primeros alcanzados, bien porque la reparticidn de los esfuerzos
fuera distinta de uno & otro caso, lo que nada tendria tampoco
de extrafio, pues sin gran dificultad se comprende que las hipé—
tesis de hcmogeneidad é isotropia habrian de admitirse siempre
con menos reservas para el cemento que para el mortero.

Si estas consideraciones tuvieran algin valor, bien se pudie—
ra pensar que las dilaiaciones transversales hubieran de encon-
trar en el cemento mayor faciiidad para propagarse, dando lugar,
por consiguiente, & esfuerzos de tensién mayores, mientras que en
el mortero, debiendo transmitirse 4 través de materiales distintos
y poseyendo tal vez distintos coeficientes de Poisson, podri:m ser
compensadas en parte 6 distribufdas en suma de modo mas uni-
forme 6 con intensidades relativamente mis reducidas. Los es—
fuerzos cortantes, mas directamente ligados 4 las fuerzas de
compresién, no admitirfan reducciones semejantes y liegarian
por eso & preponderar en el mortero, mientras que en el cemen—
to quedarian por bajo de la resistencia del material.

A esta diferencia en la-propagacién de dilataciones y desliza~
mientos podria igualmente referirse tal vez la independencia re-—
lativa que parece exislir entre las dos especies de resislencia,
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¢uuo con gran copia de datos ha tratado de demostrar Ieret.

Tan interesantes cuestiones estdn, como vemos, bastante le-
jos de quedar resueltas de un modo decisivo. El ndimero de ob-
servaciones parece todavia pequeilo, y no han sido ain suficien-
temente variadas las condiciones de experimentacién, para que
Jas conclusiones tengan suficiente peso. ElL ensayo de morteros
de distinta riqueza, el de cilindros de directrices de formas dife-
rentes 6 apoyados sobre mds de una generatriz, las discontinui-
dades 6 el refuerzo de las secciones resistentes y otras andlogas
disposiciones experimentales podrian llegar, en electo, & dar al-
guna idea de las causas determinantes de la rotura y aun de la
distribucion de los esfuerzos, revelada quizds con mds § menos
precisién para las tensiones del cemento, si no fueran errdneas
las ideas apuntadas, por las lormas muy caracteristicas de esas
superficies de rotura que, segun los experimentos de Grecon, acom-
pafian & la principal.

En espera de datos mds precisos, fuerza serd acomodarse to-
davia en la prdctica & las dimensiones ya experimentadas y & las
férmulas empiricas usuales.

IIT

Un ultimo punto habfamos anunciado al principio de esta
Memoria, y es el del estudio de las resistencias que se oponen al
movimiento ll"elativo de los cuerpos somelidos & fas condiciones
va definidas. No lo trataremos sino someramente.

8i los contactos han de mantenerse, y abstraccién hecha de
los trabajo de las fuerzas aplicadas fuera de los contactos 6 nor-
malmente 4 ellos, las resistencias habrin de reducirse & roza-
mientos que podrin ser de dos clases: rozamientos de deslizamien-
miento y rozamientos de rodadura. Las leyes del rozamiento de
deslizamiento son bastante conocidas, y no hemos de entrar en su
discusion: si el deslizamiento del contacto tiene Jugar 4 lo largo
de una linea, como el rozamiento parece depender tan sélo de la
presién total, el problema no diferird del de los rozamientos or-
dinarios de superficies de dimensiones finitas, igualmente carga—
das, que deslizan paralelamente 4 si mismas siguiendo trayecto-
rias de igual longitud.

Teéricamente al menos, no hay diferencia ninguna esencial,
y en o prdactica el problema careceria de importancia, pues
cuando en las mdquinas 6 en las construcciones han de rozar
cuerpos diferentes, se procura que las superficies de apoyo sean
suficientes para que las deformaciones no hagan el movimiento
mas premioso.

Pero podrian presentarse deslizamientos sin desplazamiento
del contacto. Es lo que ocurriria si nno de los cuerpos gira-
ra apoyado en el otro alrededor de la normal comun. Supon-
gamos que el contacto tenga lugar entre dos puntos umbilicales;
su forma serd la de un circulo y la distribucién de las presiones
alrededor del eje de giro se mantendra constante durante el mo-
vimiento. Esta distribucién ha sido ya estudiada en la primera
parte de esta Mémoria, y ya alli se h2 sefialado cudn imperfec-
tos son actualmente nuestros conocimientos en la materia.

Para calcular el rozamiento en este caso, supuesta conocida
Ta: ley de distribucién, habria que determinar la integral

P o
fopady,

0

2a R

en la que » representa el Angdlo de giro, R el coeficiente de ro-
zamiento y 7 y p tienen Ja significacién que se les dié anterior-
mente. Es de observar que como las mayores presiones corres-
ponden al centro del contacto, estos rozamientos serdn siempre
débiles. Suponiendo, en efecto, Jas presiones uniformemente re-

partidas, lo que habtia de dar evidentemente un maximo, se ten-
dria para valor de la integral

cantidad del mismo orden de pequeiez que p.

Si en vez de una reparticién uniforme se admitiera la que de-
riva de la teoria de Grashof y Culmann, la expresién seria la
misma, con la sola diferencia del coeliciente numérico que se re-
duciria 4 ST De adoptar la de Hertz tampoco variaria mas que

el coeficiente, que ser'a entonces
1

o g 3x
3f u 1/ l-—u® du = T.

n

Los tres valores encontrados se encuentran comprendidos
entre 0,53 y 0,67, lo que demuestra la poca influencia que ejer-
cen los distintos modos de reparticién.

Cuando los puntos de contacto no fueran umbilicales en
ambas superficies, la zona comin variaria de forma durante el
movimiento y también, por consiguiente, la distribucién de las
presiones; los cdlculos se complican, y ademds del rozamiento
propiamente dicho, intervendria en el fenémeno el trabajo de de-
formacidn resultante de estos cambios. Es ficil demostrar que la
resistencia es en estos casos del mismo orden de magnitud que la
longitud de la elipse que limita el contacto. Admitiendo hipdtesis
andlogas & las que sirven de hase 4 las teorias de Grashol y Cul-
mann, Leauté ha llegado, para representar el momento del roza-
miento con relacién al centro del contacto, 4 la expresién

0,085 RPL

siendo ! la longitud de la elipse. De la teoria de Hertz se dedu—
ciria con las mismas notaciones

0,093 RPL.

En el caso limite de presiones uniformemente repartidas, se
tendria:

0,106 RPL.

8i se hiciera 1 == 2 w0 se recaeria en las férmulas del caso an-
terior.

Pasemos ya & ocuparnos de la resistencia & la rodadura. Es
esta una cuestién que, como afirma Lecornu (1), es de las més
oscuras de la Mecdnica aplicada. No hay acuerdo ni sobre su
causa ni sobre sus leyes y De Mauni ha llegado & decir:

«No existe fuerza pasiva, especifica, general, uniforme que
pueda llamarse resistencia 4 la rodadura. En ansencia de una
causa externa cualquiera, la resistencia d-1a rodadura no existe.»

La resistencia aparenle provendria, segin este autor, de ad-
herencias accidentales, de la resisteucia del aire y, sobre todo, de
la rugosidad de las superficies que podrian ser causa ya de aplas-
tamieptos, ya de desplazamientos de las presiones con pérdida en
uno 1 otro caso de fuerza viva. ’

Ciertamente que todas estas circunstancias vaviables é im -
precisas ‘tienen sn importancia, y aun podria admitirse que en
los casos mds ordinarios de la practica sean ellas las dominan-
tes en el fendmeno, quedando como oscurecida 6 casi anulada la
influencia de la naturaleza y de la forma de los cuerpos en con-
tacto; porque si éstos fueran absolutamente rigidos y perfecta-
mente lisos, ninguna resistencia pareceria justificada; pero 4 la
manera como tampoco existiria rozamiento de deslizamiento en—
tre las superficies ideales de los sélidos invariables de la Mecd~
nica racional.

(1) Dyuamique appliguée, Paris, 1908.
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En Ja préctica, sin embargo, acabamos de ver que los cuer-
pos naturales estdn sujetos & deformaciones y, si éstas son muy
pequeias para fuerzas débiles, su importancia aumenta con las
cargas y, cuando éstas sean considerables, como ocurre para los
rodillos de las compuertas de los pantanos, la influencia de las
deformaciones puede hacerse sentir con mayor intensidad, alcan-
zando valores que sean ya comparables y aun superen & las otras
causas de resistencia. El punto seria entonces tanto mas digno
de estudio, cuanto que en tales casos la interposicion de los ro—
dillos, que siempre suponen una complicaciorn, tiene precisa—
menle por objeto el disminuir resistencias.

Si se reflexiona sobre el electo que las deformaciones pueden
producir, todavia no aparece muy claro como de ellas se deriva
una resistencia al movimiento, por lo menos mientras se trate
de deformaciones eldsticas, pues si la deformacién exige un es-
fuerzo y consume una cierta cautidad de energia, esta energia
serd devuelta cuando la materia recobre su forma primitiva. Esta
devolucién, sin embargo, no serd completa, en primer lugar por-
que no es instantinea, y en segundo porque la deformacién no
consiste sélo en contracciones en el sentido de la normal & la
superficie de contacto, sino que va acompaiiada de dilataciones
transversales, y por una y otra causa las fuerzas de resorte, que
van quedando libres durante el movimiento, no siempre encon-
trarin superficie & qué aplicarse, dando origen & vibraciones que
se propagaran por el cuerpo 6 se disiparin en el medin.

Se concibe, sin embargo, que estas pérdidas pnedan ser muy

‘pequeiias y, desde luego, considerablemente inferiores 4 las re—

sistencias resultantes de causas accidentales; pero cuando su im-
portancia es innegable es, cuando traspasado el periodo eldstico,
la deformacién llega 4 ser permanente, pues entonces ninguna
devolucién puede esperarse de lo que podriamos llamar su com-
pouente pldstica, y
procedentes de su componente eldstica. _

Existe, pues, una resistencia 4 la rodadura, pero sus verda-—
deras leyes son poco menos que desconocidas. Para darse cuenta
de ella en la practica se ha tratado de estudiar la fuerza que,
aplicada tangencialmente 4 la seccion recta de un cilindro car-
gado, inicia y conserva el movimiento. Un momento antes de
romperse el equilibrio, la carga y la fuerza, que le supondremos
paralela, tendrdn una resullante vertical, cuya distancia al eje
del cilindro recibe el nombre de pardmetro de rodadura.

Parece haber sido Coulomb el que primero se ha ocupado
en 1781 de la determinacién de ese parametro, llegando como
resultado de sus experiencias, muy poco numerosas por cierto,
4 la conclusidn, aunque en otra forma expresada, de que el pa-
rametro en cuestion es independiente del didmetro. A igual re-
sultado llegé el general Morin en experiencias posteriores, pero
Dupuit mas tarde crey6 encontrar que era independiente de la
velocidad y del ancho del contacto, pero proporcional 4 la raiz
cuadrada del didmetro del cilindro, leyes que parecen conlirma—

das por las experiencias hechas hacia mediados del siglo pasado

por Poirée en el ferrocarril de Lyon.

No parece, sin embargo, que unas y otras experiencias, por la
escala reducida en que algunas de ellas se han realizado y por la
falta de garantia de que hayan sido eliminadas todas las influen-
cias accidentales, puedan ser fundamento suficiente para una leo-
ria un poco segura. Faltaria en todo caso conocer la naturaleza
precisa de la resistencia para ver hasta qué pupto podrian exten-
derse las fdrmulas empiricas encontmdas mis alld de los limites
de ]a experimentacién. v, ’

Segtin la ley de Dupuit, por ejemplo, el pardmetro seria in—
dependiente del ancho del contacto, pero proporcivnal d la rafz

persistirian ademds las pérdidas inevitables .
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cuadrada del didmetro. Ahora bien, segin las férmulas de llerts
aplicadas al caso, el ancho del contacto es precisamente propor-
cional d esa raiz cuadrada. Es verdad que dicho ancho es, segiin
las mismas [6rmulas, proporciontl también & la raiz cuadrada
de la carga; pero si en las experiencias éstas hubieran variado
menos que los radios, la influencia de esa raiz cuadrada de la
carga, que hubiera podido parécer a priori muy poco probable,
habria pasado inadvertida y habria quedado englobada en la di-
vergencia siempre concedida 4 los errores experimentales.

Si en definitiva conviniéramos en lamar resistencia 4 la ro-
dadura, i la que de la existencia de las deformaciones depende,
6 si redujéramos al menos el problema & la parte de resistencia
4 ellas debidas, es claro que el ancho del contacto no podria ser
despreciado. Es, en efecto, casi evidente que el pardmetro de que
se lrata no puede ser mayor que la mitad de ese ancho, pues
cuando asi ocurriera, la resultante de la carga y de la fuerza
molora caeria fuera de la base de sustentacién. No parece que
deba ser ni aun igual, mientras se trate de deformaciones elds—
ticas, pues algo habrd que esperar siempre en este caso de las
fuerzas de resorte que se desarrollan en el contacto; pero porlas

razones apuntadas mas atrds no podrin admitirse tampoco que
llegara 4 ser, ni aun en este caso, rigurosamente nulo.

Fuera ya del periodo rigurosamente eldstico, un limite infe-
rior perfectamente delerminado parece probable, & saber: el se~
miancho de la deformacién plistica, que obedecerd quizds sam—
bién en su origen 4 la fdrmula de Hertz, como parecian demos-
trarlo Jas experiencias de Bach; pero que acaba al fin por ser
proporcional & las cargas, como se deduce de los ensayos de
dureza.
 Si estas inducciones fueran exactas, parece probable que el
parimetro en estudio fuera igual al semiancho de contacto .uiul-
tiplicado por un factor variable y siempre creciente que, empe-
zando por cero, acabara por ser iguald la unidad cuando las car-
gas excedieran de Jdeterminado limite. La resistencia que de aqui
resultaria, y es un punto de la mayor importancia, creceria en
tal caso mucho mds deprisa que la carga, mientras el rozamiento
de deslizamiento crece, como es sabido, con la carga misma, de
suerte que, aun siendo para presiones débiles muy superior 4
aquélla, podria verse superado para las altas presiones, circuns—
tancia muy de tener en cuenta cuando se trata ple(:bameute de
facilitar el movimiento.

Serd, pues, siempre muy interesante en tales casos limitar
las deformaciones, aunque, como se haya visto, puedan alcanzar
valores de cierta importancia sin provocar la rotura; pero pira
quedar siempre dentro del.intervalo eldstico 6 para no excederlo
demasiado, seria preciso anmentar las dimensiones de los cuer-
pos, que habrian de alojarse en espacios reducidos que no seria
posible aumentar tampoco sin aumentar al mismo tiempo las
fuerzas actuantes, con 1os que se estaria encerrado entre condi-
ciones contradictorias, de las que habria que procurar sacar el
mejor partido posible.

Para proceder con seguridad en la eleccion, serd preciso co-
nocer & fondo el fenémeno, y éste, como acabamos de ver, se en—
cuentra todavin envuelto en muchas nebulosidades. Por eso ha
de ser tambiéun la conclusién de esta tercera parte, como de toda
esta Memoria, la necesidad de una experimentacién minuciosa y
metédica que ponga en luz tantos extremos oscuros.
~ Ella siempre es la madre de todo conocimiento cierto, y 4
ella habrdn de acudir siempre los que hayan de arrancar sus se—
cretos & la Naturaleza, para establecer sobre el mundo aquel do-
minio del hombre que las mds antiguas tradiciones sefialan como
ideal de la especie, condensado en aquellas palabras divinas: «Id
y poblad el mundo y domadie».



