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LIS ISTRUCTURAS DE ELEMENTOS TRAPECIALES

EXTRACTO,

leido en el Congreso de la Asociacion espafiola
para el progreso de las Ciencias, de un extenso trabajo (*)

PRESENTADQ POR

Juan ManursL bE ZAFRA
2

Ingeniero de Camings, Profesor de «<Puettoss v de «Hormigon armado~
en la Escuela especinl de Caminos,

Durante largo tiempo ha sido el tridngulo forma unica de la
célula elemental de casi todas las estructuras ingenieriles. Un
conjunto de piezas rectas, unidas por articulaciones, formando
mallas triangulares, simples é complejas, ha sido y es adn para
algunos el ideal constructivo. Ideal utdpico, pues 36lo con piezas

sin peso individual, con articulaciones sin rozamiento alguno y*

coun sobrecargas exclusivamente concentradas en los nudos, se
realiza el desideratum de reducir el trabajo eldstico al de simples
tracciones y compresiones.

En la realidad las piezas tienen peso nada despreciable; las
uniones ofrecen resistencia bastanle grande, aun siendo, como en
América, articuladas; grandisima cuando, como en Europa, son
enlaces remachados; las sobrecargas actian en y fuera de los nu-
dos. A las formas simples de trabajo se agrega en todas las pie-
zas del sistema la de flexion, el mal llamado trabajo secundario,
4 veces de importancia mis decisiva que el por comodidad con-
siderado como principal y aun para aigunos tnico.

El rapido desenvolvimianto del hormigéu armado ha hecho
surgir nuevas formas constructivas, racional y priclicamente de-
rivadas de su cualidad caracteristica, el monolitismo. El nudo de
enlace resulta con este material precisamente el inverso de una
articulacién; 4 menos de quererlo hacer mal é de adoptar dispo-
siciones especiales, forzosamente es, por necesidades practicas de
unién de armaduras y de moldeo del hormigén, mas robusto, en
general, que el resto.

Los buenos constructores, los que consideran desatinado co-
piar con hormigén armado las construcciones metilicas ¢ Jas de
madera con sus caracteristicas cruces de San Andrés, 1os enemi-
gos del rutinarismo y del cdlculo por férmulas-recetas, y 4 la
cabeza de todos, los Ingenieros alemanes, vienen estudiando con
ahinco en lo que va de siglo la Mecanica de las nuevas estructu-

(® Parte del segundo tomo de la obra Construcciones de hormigén ar-

mado que con el titulo <Calenlo de estructuras» prepara su autor.—
N.dela R.

cibles,

ras nacidas del nuevo material. Son éstas, puede decirse en ge—
neral, esencialmente hiperestiticas, con indeterminacién de orden
d veces elevadisimo y calculables tan s6lo mediante el estudio de
las deformacicues 6 del trabajo elisticos.

Base fundamental ¢s la verdad ya indiscutida y hasta la sa~
cieduad contirmada, de que el hormigén armado pasa, como todos
los materiales metilicos, de un primitivo estado de imperfecta
elasticidad y mediante un proceso de adaptacién molecular i las
cargas sucesivas, 4 un estado final perfeclamente elistico.

Justo es reconocer que no s6lo al hormigon armado se debe
la evolucidu de Lt Mecdnica moderna; el estudio del llamado tra-
bajo secundario en las construcciones metdlicas ha coadyuvado
también & su desarrvoilo vy & la adopeidn de formas no triangu-—
ladas.

Lo que pudiéramos llamar tejido celular tipico de las nuevas
formas constructivas se reduce, como muestra la fignra 1.4, &
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Fig. 1.*

una serie de elementos trapeciales, compuestos por montantes
6 pilares paralelos y por dos cabesas que forman cada una sola
pieza-continua, recta 6 quebrada.

Hasla alora, que sepamos, nadie ha logrado calcular un sis-
tema trapecial sino en casos particulares y mediante numerosas
hipétesis simplificativas, muchas de ellas en completo desacuer-
do con la realidad.

Permitasenos 12 inmodestia de afirmar que hemos llegado &
resolver el problema con toda la generalidad y exactitud apete-
¥ que la solucién es no una lucubracién imposible 6 difi-
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cilisima de llevar 4 la prdctica, sino perfectamente factible, en
una palabra, una solucién ingenieril.

Véase en qué términos planteamos el problema. Los pilares,
todos paralelos, de longitudes y separaciones diversas, pueden
estar empotrados por continuidad eldstica, 6 simplemente articu-
lados todos, 6 alguno, 6 en alguno solo de sus extremos, en las
cabezas. Sus momentos de inercia, I, pueden ser, en unos cons-
tantes, en otros variables, segiin una ley geométrica, en la pric-
tica parabdlica de segundo 6 tercer grado. Estas leyes, distintas
en cada pilar, son simétricas si los dos extremos estin enlazados
del mismo modo, 6 asimétricas si un extremo esti empotrado y
otro articulado. Las dreas rayadus representan dichas leyes.

Las cabezas ofrecen inclinaciones diversas, momentos de iner-
cia, i, ., variables en ley y en valor de un elemento & olro.

Una sola condicién necesitamosimponernos: In constancia de
la relacién de lns proyecciones ¢ cos a, t cos «, sobre la direccién
de los pilares, de los momentos de inercia correspondientes en li—
neas paralelas 4 aquéllos. Por lo demis, esa relacién, constante
para todo el sistema, puede tener cualquier valor, nulo, finito,
intinito; ¥ nuestro postulado, lejos de estar en desacuerdo, puede
slecirse que esti 1égicamente impuesto por la distribucién del
trabnjo eldstico real y por las conveniencias constructivas.

Las causias exteriores que actian sobre el sistema, acciones y
reacciones que necesariamente han de resultar en equilibrio, pue-
den ser cualesquiera, fuerzas y pares, concentradas 6 repartidas
aqguellas en los nudos y en cualquier parle de los pilares y cabe-
zas. Pneden ser también variaciones de longitud por cambio de
estado higrométrico 6 térmico.
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Fig, 2.2

La delormacién de las células trapeciales obedece 4 la condi-
cién intrinseca al sistema, de ser iguales los ingulos descritos por
los elementos inmediata y eldsticamente enlazados en cada nudo.
Asi, las rotaciones a’, a”, de las tangentes 4 los extremos dere-
cho ¢é izquierdo de dos parles sucesivas de una cabeza, son igua—
les entre st y lo son también 4 la rotacién 4’ del extremo del
pilar (lig. 2.%).

Dichas rotaciones son expresables en funcién de las dimensio-
nes elisticas y geométricas y leyes de distribucién de las mismas
en cada parte, datos concretos del problema, y de las flexiones,
esfuerzos normales y tangenciales que los elementos extremos de
esas partes soportan, todas ellas incégnitas.

El ecquilibrio del nudo exige, estdticamente, el de dichas
flexiones y esfuerzos con las causas exteriores que alli actian.

De tener en cuenta todas esas causas inmediatas de deforma~
ci6u, el cilculo resulta, como la inmensa mayoria de los de Me~
canica eldstica, perfectamente planteable, pero de una complica-
ci6n espantosa é imposible de ser llevado & la prictica. No bas—
uiria tener en cuenta las variaciones de orientacién de los nudos;
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habria que hacer cosa andloga con sus coordenadas. Pero se sabe,
de un modo cierto, racional y experimental, que la influencia de
los esfuerzos normales y tangenciales en la produccién de Jas de-
formaciones y desarrollo del trabajo elistico es insignificante
{salvo en casos muy especiales) comparada con la influencia de
las flexiones. El error cometido al prescindir de aquellos esfuer—
203 y lener sflo en cuenta las delormaciones por flexién es de
menor orden que el implicado por las bases generales de la Me-
cinica en su estado actual de adelanto.

Las incégnitas quedan asi reducidas i las flexiones marca-
das en la figura, m', m'', 35 o' o', ®; seis por cada pilar, salve
los extremos, en que se reducen 4 cuatro. Las ecuaciones de ro-
tacion eldistica, mas las de equilibrio estitico de cada nudo, suman
igual numero.

La primera consecuencia de las igualdades de rolaciones
a' = a'', o' = 3!, es que, con entera independencia de las fiexio-
nes de pilares M, @, hay entre cada cuatro momentos extremos
correspondientes & dos tramos consecutivos y ciertas funciones de
las sobrecargas en ellos actuantes, una ecuacién caracteristica.
Es la que, cnando el pilar intermedio se articula en lugar de em-
potrarse, degenera en la conocidisima de los tres momentos.

Es ficil expresar, directa y separadamente, cada una de
las flexiones en las cabezas m. o, en funcidn de las causas exte-
riores y de los momentos M, B, de todos los pilares, & partir de
un extremo del conjunlo, que son el lazo de unién de ambos sis-
temas de piezas, virtualmente independientes. Mediante esto se
logra eliminar las 4 » incégnitas m, ¢, v establecer, de un modo
sencillo y directo:

1.°  Los valores de las {lexiones 37, {0, en los pilares primero
y ultimo, cada uno en funcién de las causas exteriores.

2.° Los valores de cualquier momento 7, %, en funcién cada
uno de dichas causas y de todos los a7, @, de los pilares prece-
dentes y por tanto ya calculados.

El problema, de pavorosa complicacién en un principio, re-
solver un sistema de 6 » - 2 ecuaciones, irrenlizable, puede de-
cirse, & poco que valga =, se reduce i la resolucién sucesiva de
n - 1 sistemas binarios independientes.

Conocidas las flexiones de pilares, todas las demads resultan
directamente determinadas y con ellas se calculan facilisima-—
mente las reacciones hiperestiticas en cada nudo y el estado elds-
tico, definido por la flexién, esfuerzo normal y tangencial, en
cada punto del sistema.
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La forma que hemos planteado y vesuelto.en toda su generi-
lidad abarca la mayoria de las estructuras usuales, variantes ¢
degeneraciones del sistema lipico. Véanse las principales. .

Figura 3.*—~Puente de arco, con lim pano de simples mon-



REVISTA DE OBRAS PUBLICAS

. . a1
tantes; los tres momentos de inercia y la relacion — tienen va-
4

lores finitos.
Puente colgado moderno, con viga de rigidez; son nulos

. 1 ; . : .
i, I, —;: momento de inercia de Ja viga, es constante ¢ va-
4

riable. .
Figura 4.*—Puente de arcadas ¢ Vierendeel, cuyas cabezas
pueden ser rectas paralelas ¢ una recta y otra poligonal.
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Fig. 4.8

Puente mixto, de arco atirantado por el piso.

Figura 5.*—Cajones Ilotantes para construceién de diques.
Los mamparos pueden ser tales, empotrados y corridos, tipo de
Barcelona; ¢ ser suslituidos por grupos de riostras con simple

e

Apoyo 6 con empotramiento en los costados. Los depésitos, silos
v varias construcciones andlogas entran dentro de esta forma de-
senerada.

Figura 6.*—Pilas de puente 6 viaducto, de forma ordinaria
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Fig. 6.2

6 con la forma especial que para un puente en el Guadiana he—
mos proyectado y que permite reducir considerablemente las Ju—
tes de los tramos que soporta. Esta disposicién ha sido aprobada

339

oficialmente, aunque imponiéndonos rendir tributo & las viejas
tradiciones introduciendo la triangulacién marcada con puntos.
Este aditamento, cuyo trabajo serd mucho mis moral que elisti-
¢0, tan sdlo alivia de la flexidn por peso propio & la pieza supe—
rior, siempre tensa aun en el caso extremo de fultar uno de los
tramos y cargar excéntricamente en cada cercha 78 loneladas.

Todas estas estructuras son completas, es decir, conservan las
dos cabezas, aunque una de ellas pueda (pbuente colgado), sin per-
der la seccidn necesaria, carecer en absoluto de rigidez 6 momen-
to de inercia.

Figura 7."—Una cabeza se hace infinitamente rigida, desapa-
recen las flexiones ey 103 pilares se empotran ¢ se articulan so-
bre el lerreno. Llegamos & los entramados de editicios industria-
les, pérticos simples 6 muiltiples, con cubiertas planas, escalo-
nadas ¢ poligonales.
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Fig, 7.2

Figura 8.%—A ese mismo Lipo corresponde el puente 6 vin—
ducto, en horizontal 6 en rasante quebrada, continuo sobre eni-
poiramientos en general eldsticos. Nuestro estudio arranca preci-
samente de haber construido hace afios varios viaductos de tal
4ipo, algunos hasta de 23 tramos seguidos, de 9 metros de luz
sobre pilares hasta de !4 de altura, para ferrocarril milero, con
locomotoras muy pesadas (*). Desde entonces ha sido nuestra ob-
sesion lograr el cdlculo exacto y minucioso de tal sistema, lo
que desarrollamos con todo detalle en nuesiro trabajo, abarcan—

' Z o0

I'ig. 8.

do toda clase de acciones en vigas y pilares, variaciones de lon—
gitud, asientos de los cimientos, elc., con todas las formas po-
sibles (fig. 9.%) de variacién de momentos de inercia, de empo-~ -
tramientos absolutos e, articulaciones a, en la viga, 6 empotra-
mientos eldsticos ¢ de la misma, con pilares empotrados ¢, ¢, 6
articulados ¢, «.

Los asientos sistemdticos, es decir, los producidos en cade
nudo por la deformabilidad propia del pilar ¢ de su cimiento,

(*) Embarcaderos de Cala, en Sevilla. (REVISTA DE OBRAS PUBLICAS, 24 de
Agosto de 1905.) . .
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proporcionalmente i la reaccién que en cada caso de sobrecarga
liene que desarrollar, dan d este tipo un cardcler de absoluia ge-
neralidad interesantisimo. Demostramos la exislencia de un len-
rema que podemos llamar de los ocho rmomentos consecutivos,
ligados por dos ecuaciones, cdada una de las cuales comj’wende
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seis (lig. 10) en las secciones marcadas. Es el caso del puente
sobre pilares eldsticos llotantes, del que constituye una sencilla
degencracion el problema de In via férrea, cuando los pilares
desaparecen y la viga se apoya simplemenle sobre las traviesas.
Estas fotan, puede decirse, cn el balastb, que actila como un
liquido virtual de enormisima densidad (3.000 4 8.000). Las dos
ccuaciones de los ocho mmomentos se reducen entonces i una sola
que liga cinco flexionegs sucesivis sobre 1os apoyos, con [uncio-
ues de las sobrecargas actunutes en alguno ¢ en los dos tramos
centrales.
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Aun en casos tan complicados como éste llegamos & deducir
las lineas de influencia de las flexiones, esfuerzos tangenciales,
reacciones y deformaciones, relativas i las cargas mdviles. Todas
estas lneas, ordinariamente consideradas de lercer grado, en la
supuesta constancia del momento de inercia, son de quinto 0
sexto, cuando este elemento varia segin parabolas de segundo &
tercer grado, respectivamente.

En este largo estudio aprovechamos una porcién de elemen-
tos de soluciones parciales de 1os numerosos problemas de detalle
que involucra, debidos & diversos Profesores ¢ Ingenieros alema-
nes, suizos y daneses (¥). Pero reivindicamos como propia, no séio

(*) Suum cuigue. Despucs de impresos nuestros articulos <Los métodos
de caleulo de estructuras derivados del trabajo elistico», (REVISTA DE ORRAS
pGrLicAs de Noviembre y Diciembre 1912, Enero 1913), dedicados & divulgar
la obra y enaltecer 1a Memoria de Alberto Castigliano, encontramos en el Bo-

PARA FIJAR LA CAPACIDAD DE UN EMBALSE REGULADOR

la solucién general y amplisima del problema de las estructuras
trapeciales, sino también la solucién completa, 4 la vez amplia,
rigurosa ¢ ingenieril, del viaducto eldsticamente sustentado, del
que hasta hoy s6lo existen soluciones llenas de hi potesis restric—
tivas y sumamente incompletas, en particular respeclo 4 las
acciones horizontales vy 4 los cambios de estado higrométrico ¥
térmico. ' |
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REPRESENTACION GRAFICA

DEL REGIMEN DE UN RiO

En un estudio de aprovechamiento de un lago en Noruega,
para formar, mediante su cierre en ¢l punto de partida del emi-
sario, un embalse que regularizase el régimen de este rio, tuve
ocasion de ver empleada una representacién grifica que, usada
més tarde por mi, me ha demostrado practicamente la gran co-
modidnd que ofrece para resolver todos los problemas y lantear
todas las soluciones que con aquella cuestién se relacionan, dan-
do cuenta rdpida y exacta de la influencia de los. diversos faclores
que en ella intervienen. Por ejemplo: determinar hasta qué gra-
do de regularizacién permite un pantano de capacidad determi-
nada; cuil ha de ser, viceversa, Ja capacidad de un embalse para
conseguir una regularizacion lijada a priori, €s decir, una maxi-
‘'ma discrepancia entre el minimo y el miximo caudal de un rio;
en qué época se producirin €stos; cudl es la minima capnrcidad
del embalse que permita la regularizacion absoluta del rio & cau-
dal constante, etc., elc.

El no haber visto, ni aun apuntada, la idea de este sistetni
de represenlacién en ninguna de las obras que, usualmente, mi-
nejamos en Espaila los Ingenieros, y la experiencia de la como-
didad que ofrece para tratar eslos problemas y otros similares,
me induce 4 dar de aquél una idea en las columnas de nuestra
revista.

Supongamos que en el elegido emplazamiento de la presa del
pantano 4 proyectar, se hayan practicado aforos que permitan
fijar, con la necesaria exactitud, el régimen del rio durante ui
aflo. Tomemos dos ejes coordenados: el de abscisas para los
tiempos, y el de ordenadas para los volumenes de agua que, des-
de el origen escogido para los tiempos, pasan por la seccion con-
sideradi. Asi, dibujaremos una curva (ne representa, en este sis-
tema convencional, el régimen variable del rio. ‘

De la definicién de esta curva se deducen algunas de sus pro
piedades. Asi, Ly diferencia entre las ordenadas correspondientes
4 dos instantes determinados, representa el volumen de agua que
entre dichos dos instantes ha pasado por la seccién transversal
del rio en el punlo considerado. Las ordenadas de la curva sevd
siempre crecientes, 0, como caso limite, aquélla tendrd un seg-
mento rectilineo y paralelo al eje de Jos tiempos, si el caudal dc!

letin dela Sociedad de Ingenieros civiles de Paris (1838), cierta Memoria acer-
ca de las deformaciones elasticas, subtitulada «Théorie nouelle et applict-
tionss, recibida por dicha Sociedad con gran aplauso. Aparecen en olla Io¥
teoremas de Maxwell y de Mohr y casi entera la teoria fundamental de Cas
tigliano; jamds sus nombres. Pudiera creerse en una reinvencion, pero pol
fin, en un apéndice, aparece el nombre de Castigliano, tan sélo para sentar
que su teorema, el de las derivadas del. trabajo elistico, os un mero corola:
rio de la «Théoriec nonvelles..... y para demostrarlo se estampan no menos que
dos paginas llenas de integrales. Una de las demostraciones que, inspirando-
nos en la de Foppl, damos en los articulos citados, suma catorce lineas ¥ sin
embargo establece con absoluta generalidad el trascendental teorema qne
formulado en 1873, en 1888, gnince afios después, habia de quedar en modes:
tisimo corolario.....! : :




