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VII1

Aplicacién 4 las lineas de influencia.

Conaocido es este poderoso medio de cdlculo, por fortuna bas-
tante difundido, aunque nunca lanto como debiera. Lo que re-
sulta casi ignorado es su origen, pura y exclusivamente debido 4
la tinica verdadera fuente, al principio del trabajo eldstico, del
que Mohr lo derivé en 1868, para aplicarlo poco después al cileu-
lo de reacciones indeterminadas y de fuerzas superabundantes.

I.a base fundamental de las lineas de influencia es la recipro-
cidad de las delormaciones, & teorema de Maxwell, que ya hemos
visto con qué facilidad se deduce de los teoremas del trabajo.

La deformacién total en un punto » debida 4 un tven de fuer-
zas, de valores A, A, ..... 4y, aplicadasd los puntos 1, 2, ..... n,
es, segun la expresién general (12), prescindiendo del factor uni-
dad, es decir, pasando de la igualdad entre trabajos & la igual-
dad entre recorridos total y parciales:

.....

1 1
ap(lza...,. S apl x4, + apz x4, +

Y como, seglin el teorema de Maxwell,

1 1
a =a
rq ap

podemos, permutando el orden de todos los subindices, escribir:

1
= q

2128 i) p 1p (79)

: 1 1
XA, ta, XA, 4. b <A,

Recordemos que prescindir de la unidad equivale 4 conside-
rar, no las acciones propiamente dichas, A, sino sus valores nu—

meéricos
A unidades

1 unidad

. o 1 . :
Todas las deformaciones ummtnasakp (ue intervienen en esta
expresidn son las producidas en los puntos 1 2 ..... & ...u. 2 poI
la unidad actuante en p, y, como hemos visto en el ejemplo 14.°,

basta una sola eldstica, la relativa 4 la unidad, aplicada en D,y
para obtener todos esos valores, cuyas sumas de productos dan el

recorrido total Urag..... wp

Nos remitimos i Jo ya dicho en ese ejemplo respecto 4 la de-
terminaciéf, analitica 6 grifica, escalas de representacidn, etc.,
de la eldstica producida por la unidad de fuerza.

Si p es el punto de aplicacién de una indeterminada, de valor
Y, (I[ 6 V) su recorrido es la deformacién unilaria apy, medida
en el mismo punto y en la misma eldstica, multiplicada por el
valor de Y. Si dicho recorrido, por las coudiciones de la su:ten-— ‘
tacidn es nulo, 6 una funcién de ¥, la ecuacion

XY
pp

a —+a

(128..un)p =y=

. 180
(1) (80)

da el valor de Y originado porel tren de fuerzas A 4, G4y

Ta eldstica (p) es 1a linea de influencia de la indeterminada ¥
cualquiera que sea la composicion y dislribucién del tren de
fuerzas, con aquella linea tendremos siempre el valor correlativo
de la reaccién ¥, sin mds que medir las ordenadas ayp, hacer la

X 4
kp k

En clcaso mds general y es pricticamente nulo y la expre—
sion se simplifica:

u I
suma 2, a y resolver la ecuacién (80),

v
a(123.... “nlq)

aQ

n'p

[ (81)

pp »p

\

expresion independiente de la escaln de representacién 6 de la
distancia polar de la elistica ().

Reproducnendo la eldstica (p) con orvdenadas reducidas, to-
mando a,, bor umdad 6 (akp ta, =op, ) la linea represen-

El
signo, que asi resulta manifiesto, corresponde al sentido de Y
opuesto al de las 4.

Si hay varios apoyos p, q, » ..... con otras tantas reacciones
indeterminadas,las eldsticas (pj (q) (r) ..... dan para cada posicidn
del tren tantas ecuaciones como incégnitas:

pp

N . n
tativa de ; da por simple suma el valor de ¥ = — 2 p

ap(12 ..... nl+app < Jﬁp}"i‘“pq > )’((1)+a1)r>< 1'(”"1‘ -..-.:0
q(12... m-i—aquY p)+a ><Y‘“+a,><l’“‘+.....=()
Crig.mt ey X TP e < VW pq <704 =0
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Reduciendo el tren & una sola fuerza en el punto 1, de abs-
cisa ¢ y permutando todos los subindices:

typ+ oo X TP gy YW g < T4 ...=0 (p)

8y gt g X TP g X F@ g < FO4..=0  (q)

bty X FP g < PO g < FO4+..=0 (1) (82)

R I R I R I B N N N N R I R R I I R R A N A A N A I N )

R R I S R R R R I R R RN

Los valores de las & de cada ecuacién estin dados por la
eldstica correspondiente al segundo subindice: los que son coefi~-
cientes de las ¥ s6lo dependen de las posiciones de los apoyos p,
¢, r ....., ¥ son constantes. Resuelto el sistema, quedan las ecua-
ciones de cada indeterminada en funcién de aquellas a constantes
y de &y @y qr Gy que Son funciones de la \nica variable inde-
pendiente, la abscisa ¢ del punto 1. Asf, pues,

YO =f() ; YQ=9o() ; YO =4¢(@ ...

son las ecuaciones de las lineas de influencia respectivas 4 cada
sustentacion.

Claro es que cuando hay mdis de dos indeterminadas, el
calculo se hace laborioso. Pero, repetimos, se alcanza cuanta
exactitud es posible conseguir, teniendo en cuenta las variacio-
nes de momento de inercia de Ja pieza y las desnivelaciones por
asiento preexistente ¢ por deformacién eldstica de los apoyos.

Ejemplo décimoséptimo.

Terminaremos este estudio con un ejemplo que podrd ser de
inmediata utilidad prdctica: el cdlculo de un puente de arco em-
potrado (6 articulado), en sus arranques, por medio de las lineas
de influencia de sus tres (6 una) mdetermmadas m, H V(6 H
solamente).

En los arcos bastante 6 muy rebajados, en los que la relacién
(f : 1) es igual 6 menor que —-, la seccién y momento de inercia
son en la prictica 6 bien proporcionales 4

al 1

d» cus T

inversa del coseno de la inclinacién del elemento dl sobre la ho-
rizontal, = (fig. 31),.6 bien constantes.

Adoptaremos la primera forma, que es la mds racional: en
funcién de los valores en la clave, S, ¢ I, en un punto cualquie-
ra tendremos:

P . T . N SR
T " 4z et ' T % dw  cost (83)

Cuanto mayor es el rebajamiento menor es la diferencia en-
tre el arco circular, el catenario y el parabélico, mds racional y
usado este tiltimo, que es el que adoptaremos, definiéndolo por
la ecuacidn:
(84)

47
y= " all—a
referida 4 la cuerda (arco simétrico) y 4 1a normal & ella en el
arranque izquierdo.

Para un sélo peso P, que actie en la abscisa 7, considerando
ademds, en general, una variacién de longitud A, uniforme en

todo el arco, la expresién general del recorrido da una reaccicn \

M dM
EI 4R
o

Ny
+J S AR f hdi=p, (85)

aplicada 4 las tres, m, H, V, de la sustentacién izquierda y
para p. = 0, nos dard los valores de las tres indeterminadas en
{uncién de la unica variable independiente, i, que define la posi-
cién de P y del pardmetro A,

Con los valores de I'y de 8, (85) resulta:

1
EIfM . E’Sf

dw-l—lf—cu—o (86)

Salvo en el término relativo 4 la variacién A, ha desaparecido
el elemento del arco dl, al que reemplaza dz. Sabido es, por otra
parte, que la diferencia (di — dz) es tanto menor cuanto mayor es

=002%..

1]
[
’
:
&
&
—_
I
™N
&4

Fig, 81.

el rebajamiento y que el error cometido sustltuyendo dl por dwx -
es muy pequefio (¥).

Los valores de Ar, momento flector, y ¥, fuerza normal en el
punto de abscisa a;, son

i
o =m — Hy + Vo

. wde 04
N =—HcosT—Vsenr

(4]

‘ (87)
J[j=m—-—IIy+Va;—-—Pm+ pi '

' wdeidl

1 '
Nﬁ::—Hcosr——Vsenr—}— Psent

(*)- Si elnrco es do seccion constante, se admite la sustitucion do
dl por dx como aproximacién para valuar los efectos de M, N.Deotro modo
resultan expresiones complicadisimas que difieron de las aproximadas en
cantidades insignificantes. Los errores relntivos asi cometidos respecto al
ompujo JI' y al empotramiento m son de 0,018} y 0,6605 para el rebaja-

1

/ 1
miento =, = —; de 0,002 y 00141 para * = —y u)mp]otumcnto des-

Kt k]

1

preciables para ¢ < 3
'

de Puentes y,.Calzadas, 1893).

(Belliard, Mémoiresur 'encastrement des ares, Anales
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El dnguto T, de la tangente con la cuerda, nulo en la clave,
alcanza un miximo en los arranques

ay r
tangr.—.(dw>o_.47

Como la influencia de  solo interviene en la evalucién del
trabajo de N, se comete un error tanto mds pequeiio cuanto mds
rebajado es el arco y, por otra parte, en general por exceso, su-
poniendo

&
oS T = = ..... 1 ; senr=..... 0

T
equivalente 4 confundir di con do. Asi se hace siempre, toman—
do N = — H para todo el arco. Dicho error sélo afecta al térmi-
no en N. En el relativo 4 A ya veremos que la evaluacién se hace
exactamente.

Para la nulidad del recorrido de m, multiplicando (86) por la
constante EI,, sustituyendo el valor (84) de y, resulta:
aM { - aN

— = —— =0

am Y odm T

1

1
f(m-——ﬂy—i—Vm)da:—}—f (Pi — Po) dov = 0
[ i

(-

1
-2

2 iy Y p—o0 (A
b — o= i+ 5 V— P=20 (A)

Del misc.o modo, para la nulidad del recorrido de H:

aM 4f gN
—g = y=——Z—zl—a) ; —g TS T {*)

1

f (m—Hy‘l"V-’;’)X—‘il,Lw(w—l)da:—{-

o

1
4
+f (Pi — Pu) ><7f-w(x——t) dw -+
i

1 1

I
-+ S" fﬂdm——moxf cos 7 dl
4] f
o ]

se obtiene, observando que cos t dl = dw:

2 8 . 1, I
—"'é—lfm—i— 5 f*H — 3lfV+—S7:lE—E[cAl+
1 1 x N
+-3—ZfP)1——‘Z 7 42 T h %——0 (B)

Y, finalinente, resulta de la nulidad del recorrido de V:

aM- aN
—_—= j o= -—sen T

*#
av av ()

|
f (m — Hy -+ Vo) wdw +-
[}

1

1
—{—f (Pi—P.v)wda:—EIcAf sentdl =0
i [}

L S

(*) Valor exacto, aplicable al término en A, Para el relativo 4 N se toma

dy .
el val imad -=—1
valor aproximado 77 -
(**) Valor exacto, aplicable al efecto deA. Valor aproximado, == 0,

ar
para lo tocante 4 N,

Pero como:

1 1

4r
sentdl=dy ; Lfdy:-— l—2a)de=0
‘ o

Zi

1}

resulta integrando:
1 1
Brm— g IS

1, 1,
V= P

i .
2 —3 T+T€=0 2(C)

Tomemos por unidad la luz 7, refiriendo 4 ella las demés di-~
mensiones, y hagamos:

El rebajamiento............ .

I
La relacién del radio de giro r = \/_SZ- 4 la luz. —lr- =p
El momento de empotramiento por unidad de luz....

La relacién de la abscisa ¢ 4 la lnz, !

Los elementos ¢, p, & son nimeros abstractos y las tres ecua—
ciones simplificadas toman la forma, prescindiendo por ahora del
término relativo 4 A:

6 >xp— 49 XH+3 x7=3 P|1—2¢+p|

109xp—(8¢*+15p") < H+5¢x V=59 P| 1 — 2t 2852 |} (88)

8 xp— 29 }XH}2 xXV= P|2—3¢+8|

Este sistema se resuelve ficilmente: las ecuaciones I y III dan
desde luego:

v=P{1—3¢ 428} (v)

que para P igual 4 la unidad es la linea de influencia de la reac-
cion vertical. Se comprueba desde luego que para § = 0, V = P;
1 1
parag=1,v=0 y pam£=—2— V=—2-P, y siempre Vv
tiene el valor correspondiente & la pieza recta empotrada en sus
extremos,
Sustituido v en I y Il resultan;

3ok — 29 H =3 p;_g_|_25=,._ga”

(89)
10— (8¢ + 159"‘)H=59P§ —25-{—35’-5“ s
de las que obtenemos:
) . P2 g
o=Ppr Berig > 15 ¢ (h)
- o | — 4F+ 188 — 2454108 | —d5p% | E—28 -85 |
p=—=P (m)

l He*tde

L.as ecuaciones (h) y (m) son, para P =1, las de las lineas
de influencia del empuje y del momento do empotramiento.
Se comprueba inmediatamente que

pata g =0, 0=0,m=0
paira¢ =1 ,H=0,m=20

¥ que si la pardbola degenera en recta (p = 0), H es nulaym =




i
]
P
A

e T e

I3

= L L -3

4 Pemd

e T ey Y e ] i e A,

J
i
i

_ presentativo del trabajo de N,
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{ u, es el momento en la susltentacidn izquierda de la pieza recta
empotrada
[)

me=—E(l — g X Pl=— ,

i(t— )

Lu linea (v), de tercer grado, es puramente geométrica: la re-
i
accién verlical sélo depende de & = Y mo cambin con el re-

- . /'
bajamiento ¢ == 7

- Las lineas (h) y (m), ambas de cnarto grado, son geomdtricas
Y eldsticas: intervienen 1o s6lo & yq, sino la caracteristica de ri—
gides del arco
. r* 1 1

=0 < g T

N IR
que afecta en las ecuaciones fundamentales al \inico término re-
] .
—50— LH en la(B). Prescindir de

(Y]

éste 6 de los términos en p* implica un error, inadmisible cuan—

1 .
dooz R pero (ue decrece rapidamente cuando aumenta ¢y

N 1 i
para rebajamienlos de T & — es pequeiisimo.

En la figura 31 estin las tres lineas representadas para un

~

rebajamiento ¢ = 0,08 = io p conven—

i
12,5

L l
cional, que por sencillez hemos supuesto p* = Ty > T =

0,0022 ..... .
Resulta asi el denominador:

49 " -4 ¢ = 0,1 44 >< 0,08° = 0,1256
Los mdximos de ¥y de H corresponden respectivamente a
E=0y&=20,5; el de 6 de m depende de py de ¢: en el caso

supuesto corresponde sensiblemente & £ = 0,30. Sabido es que
en la viga empotrada:

=0 ; p=—Jg—2s4g{p

p—

el miximo corresponde 4 & = 35

mientras que en el arco (¢ = 0,08) sélo alcanza 0,125.

Tengamos ahora en cuenta la variacidn de volumen, que
como no depende de condicién geométrica 6 posicién de la causa,
no da lugar & linea de influencia. El término — E/g A0 dela
ecuacién (B) conduce, con las rmsm'xs simplificaciones y para
P=10,4

== 0,333 y vale T =0,148,

6 pu— de¢xX 438 X V= 0 )
109 p— (8¢ + 150) X H+5 93 P=—15 B,k x -~ (90)
Ixp— e H4-2 <X V= 0
de donde:
V=10 {vi)
_ B 1 BB ' -
B+ de? { 4522 4-4 (91)
30 BI, ) 1 30 E7, X o
Zy=m=—m?><-l—'=mf (mt)
valores que para ¢ = 0 dan Unicamente
0 Elc EI, ’ i

l!

fuerza normal en la pieza recta cuyos extremos no ceden, coar-
tando en absoluto 1a variacién lineal a,

Invitamos al lector & que pase la vista por los cdlculos del
arco empotrado hechos por los métodos usuales, hien en lasobras
de Bresse, Résal, etc., bien en los estudios especialmente dedici-
dos-al problema en l0s Anales de Puentes y Calzadas, por Collignon
(1890), Belliard (1893-4), Souleyre (1895), Boulongne (1909),
Pigeaud (1905-6) y aun en los mélodos mds modernos de Ritter,
Weyrauch, etc. Compave los laboriosisimos cilculos allf desarro-
llados con el que acabamos de exponer (¥) y resaltard ante su
dnimo la aplastante superioridad del método del trabajo eldstico
sobre los usuales. Y, sin embargo, el planteo del problema es
idéntico: igualar 4 cero los, para nosotros, recorridos de las reac-
ciones izquierdas, que para los autores cilados son las variaciones
Ax, Ay, delas coordenadas y A4 del dngrlo de orientacién de
la seccidn extrema, Pero de expresar esas variaciones 6 recorridos
en funcidn del trabajo eldstico, derivando Ja expresion de éste, &
valorarlas por los métodos nsuales, la diferencia en facilidad y en
tiempo es enorme,

Résal consigna en sus Puentes metdlicos que para calcular el
célebre de San Luis, resolvieron sus autores para cada combina-
cién de sobrecargas viaxTiSIEYE ecuaciones diferenciales simul-
tdneas!! ’

El mismo Résal estudia en su Estabilidad de las conslruccio-
nes el arco especial, portico, de nuestro ejemplo quinto. Aunque
desde luego lo simplifica, tomando pilares de igual altura y li-
mitindose & considerar una sobrecarga uniforme en la viga, no
necesita menos de TRECE ecuaciones para plantear un problema
que hemos resuelto, para cualquier combinacién de sobrecargas
verticales, horizontales y para variaciones de volumen solamen—
te con taEs de aquéllas!!

En cuanto & los métodos grificos, excelentes, 4 nuestro modo
de ver, como medios de representacidn 6 auxiliares, nada diga-
mos: aun con los mds sencillos, la construccién de cinco funicu-
laves, los tanteos respeclo 4 las bases de reduccidn, escalas, dis-
tancias polares, posiciones mds convenientes, etc., y el no dar
con regular exactitud mds que lo relativo 4 fuerzas aisladas, ha-
cen dichos métodos muy inferiores, por todos conceptos, al des—
arrollado. El cdlculo, 6 la construceion, del recorrido de un ex-
tremo del arco, como rotacion alrededor del antipolo de Ja fuerza
que lo produce, es, como el método de la elipse central, suma—
mente penoso.

[.as tres ecuaciones (v), (h), (m), relativas 4 una fuerzn aisla-
da, sobre darnos las tres lineas de influencia y con ellas deducir
por simples sumas los valores de V, H, m, producidos por cual-
quier tren de fuerzas méviles, resuelven el problema para cual-
quier clase de sobrecarga.

Haciendo P = cdi == cl " d£ é integrando, resultan las si-
guientes expresiones generales, en funcién de la abscisa unitaria
£, para ¢ == constante..

1 \
V=cl><{a—s“+7e‘§ < g

feoa_ 16, e |
H= B 4,‘,5_ 2..+3‘,} ,
(92)
ol
"2—"‘159’4-4-«;‘ X‘I:' ;"253 HOE— G 2553

1 2,
—wefge—getge]]

(*) Hecho por nosotros (en esta forma, no lo trata ninguno de los autores
alemanes ni yanquis que conocemos) on tres horas, repitiendo por separado

.{otlas 1as integraciones, para comprobar si habia algiin error numérico 6 de

signo. Castigliano opera de un modo bastante mas pesadd y no tan general
como el nuestro.
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La carga uniforme en toda la luz da, de s = 045 =1y
haciendo para simplificar la constante
AD 2t e 4wt = A
1 .
V= -5- > el
Homs e s — (93)
iy 5 '
¢ {2 . 1) \
o= o e X () — 45 gt e — b L
) ! . 2)

Esta expresién de m hace palpable el error que se cometerin
al prescindir del trabajo.de N, es decir, del término en p%: el pri-
mero, debido & la flexidn, es, como en un arco parabélico preci-
s, nulo.

. . . 1
La misma carga en media luz, de £ = 0 4 §= — da:
. 13 . l
Voo ETN > ol ’
¢ 1
H == — ¢ — . (94
Tl (94)

v

¢ . 1 ' 11\ \
= — > T = — ) — 45 ° . 3
m A \<3$ >~( lG) 15 ¢ x(l!)?)Sl

Una carga uniforme en la regién central, desde & hasta
(1 —£), produce

, 1 \
V=-':~Cl><§—2———5§
¢ S | § 15 3 ,,2
] om — N - - s _——t T el *
1 199)

m == — [?“3‘32“—85‘4— 105‘—45“£__

by § 1 l 2 1\-3
"‘“93—1«:—3€+?=§Jl

'

!

Puede. convenir, para el caso poco usual de timpanos corri—
dos, conocer el efecto de su peso, que corresponde 4 una carga
¢ variable segiin dos tridngulos parabélicos:

e Tl Y i T i ol Tl £ e e 1 e
tdi =c' [1 — P il—i]di==c'[1 — L1 (E— E*)] >< 2 d& (96)

desde ¢t =¢' =nf kg.:m. l. en el arrancue, ha la cero en la
clave. para crecer nuevamente hasta ¢ en el otro arranque. La
obtendremos, por simple resta.

Para la carga sustraendo 4 f (t—£%), la integracién de (h)
y(mjda(deg=04¢=1),

(97)
’ 2
nm el (i) = ()

Las reacciones debidas & los timpanos son las diferencias en—

tre (93)y (97)'y para V la mitad del peso total % e'l.

V= l >< ’l .
¢’ 1 (
!I==T><'TI‘ (98)
= V(2 — 45 a(____L
’”—;X;*( 105) P 320 ) ¢

(RN

El empuje y momento son en este caso relativamente peque-
fos, por acumularse la mayor parle de la carga en las zonas
extremnas.

El arco articulado, degeneracion del empotrado cuando por
las condiciones de suslentacién es m de suyo nulo, se obtiene
sencillisimamente. La tnica indeterminada es la renccion horvi-
zontal f1: 1o vertical es, como en la pieza recta apoyada,

b=
¢

[N

=ril—3

‘Bustituido este valor en la derivada del trabajo eldslico res-
pecto & H, es decir, en la segunda ecuacidn de las (82) y anula-
do u resultn:

Para el empuje debido & la variacién A subsiste la misma
expresion segunda de Ins ecuaciones (90), anulado el término
en m, que da:

15 BT | 15 51 ,
I ST e T~ WAy Wh (100

De (99), linea de influencia del empuje cuando ' == |, se
deducen como antes, haciendo P = cdi = cl dg ¢ integrando los
valores de H relativos 4 sobrecarga conslante en toda 6 parte de
la luz, cuya expresién general es:

Bef 1, 2 1y
e e D, — )
)i sty el T + 5 5 (101)

Lia carga total da, haciendo para abreviar D= 8+4° 4 {5 p%
=3

ef

— Y D)
== (109

que, cuando p’ es despreciable, ¢ lo que es igual, » muy peque—

1o comparado con ¢, degenera en la conocida expresién aproxi-
2 .

mada ~——
8 f

La carga en media luz produce:

¥y, si alecta & la region central, desde £ hasla (1 — &) :

L/

H=D

P—dgr ot — 28 % (104)

Por dltimo, la carga triangular parabélica correspondiente &
los timpanos corridos, origina, procediendo como en el caso ge-
neral:

Como se ve, no cabe mayor sencillez en la resolucién de pro-
blemas harto diliciles para los métodos ordinarios.

.
El caso del arco de flecha bastante 6 muy grande, ¢ > n
}

dl
con seccidn y momento de inercia proporcionales 4 - s6lo di-
(18]

fiere del ya tratado en que se puede prescindir, cometiendo lige-
risimo error, del trabajo de las fuerzas normales ',
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Las tres ecuaciones fundamentales resultan:
1 ;

aM
fo M ——dp+0=0

1
aM
fo M—(Z'Ed.»+0=EI°U (106)

1
dM 4r 2
—_— =EL A —— (' —2 =) =
f Mdvda,+0 Bl A XX —; (z 2) 0
(o]

Seitalamos con ceros los términos en N despreciados. Resul-
tan las mismas ecuaciones (88), salvo desaparecer en la segunda
el término en p*, que es precisamente el que valda el efecto de N
Las lineas de influeucia son, asi, las siguientes:

v=r{t—3g 28| (v')
g—-2e+¢
H=7P TX 15¢ (') (107)
Com o —4E1BE 2P 10 ,
u == . =P iy g (m’)
y las reacciones debidas 4 la variacién A:
V=0 (v't') 3
45 Ble ) 1 45 El; ,
H iy X% ¥ (R't") (108)
S 30EL) 1 30EL) 't
lp=m= e P =27 (m't)

Todo se reduce, por tanto, & prescindin en los denominadores
de 45 ¢%, dejdndolos reducidos 4 4 ¢*. En el arco estudiado, con

rebajamiento de

121 5 el error seria enorme, pues 459*=0,1000

' ; 1
es mucho mayor que 4p* = 0,0256. Pero en un arco al T

4 ¢* vale 0,2500 y el p*, entonces necesario, no tiene ya el valor su-

puesto, 50" sino otro muchisimo menor, porque el momen-

45
to de inercia y la seccidn en la clave Je, So, requeridos respecti-

vamente por las maximas flexiones y compresiones en la regién
central, decrecen muchisimo para una misma luz al aumentar g.
" El caso mas general del arco bastante peraltado y por tran—
quil, 6 disimétrico, en que la luz es mayor que la cuerda hori-
zontal, , que con la flecha f define la paribola, se estudia con la
misma facilidad: basta sustituir en.los Hmites de las integrales
! por la distancia horizontal entre arranques L.

Las tres ecuaciones fundamentales son:
I,

aM
fo dmdw.*_o =0

L
aM
f M—rdz—40 =El)L
o _

{109)
aM s ar
M—-—d:o 40 =ER+x o ({L—1L') =
o .
L L?
—prascr (£ - L)
l it
Conservemos como medida del rebajamiento ¢ = TV refira-

mos 4 la luz segin la horizontal L, las abscisas i, el momento m
y la cuerda 7, haciendo:

n ) . l 1
=M i T=X T==

Las ecuaciones fundamentales (109) dan, simplificadas y pres-
cindiendo de lo relativo 4 A, el sistemas:

6O —(12—8V) ¢ < H+83x V=3P 1—2X +X{ |

(30 —204) g3< AT — (80 — 120v < 48+%) ¢* >< A+ (20— 15v) o X V=
, (110)
=5¢P|4—3v—(6—4v) X+ 2X5 X4}

3 M —B—6V o< H+2xV=P|2-3X+X?|

Se comprueba inmediatamente que para L =1, 6seay =1,
el sistema (1 10) degenera en el (88) ya conocido, relativo al arco
simétrico, caso particular del general que ahora tratamos. Sdlo
falta en (110) el término en p* relativo 4 las acciones normales
despreciadas. ‘

La resolucién algebmlca del sistema no es ahora tan ficil;
la reaccion vertical no es ya independiente de los elementos ca-

« .

racteristicos del arco, sino funcién de v == —E—
v=ri t—3xX 42X | —4p—1)E

Las expresiones de 91T, H, serian muy complicadas y no
ofrecen interés. Aritméticamente, sustituidos los valores de v y
de ¢, la resolucién es facilisima y se obtienen las tres lineas de
influencia y, si se quieren, los valores de 1T, H, V para cual-
quier sobrecarga constaute 6 variable, ¢, en todo 6 en parte del
arco, del modo tan sencillo ya expuesto.

La influencia de la variacién de volumen A se traduce por el
sistema siguiente con los mismos primeros miembros (¥} (/, {—JT(,)
(IT, H) (111, V) de (110).

(1,%)= 0
1
1
(I, V)= 24 EIoA(l — 3) 3 —— —

que para v = 1 degenera en el (106), que resuelto, da los valo~
res (108).

Por tltirho, el cdlculo de-la deformaclén del arco en un pun-
to cualquiera, se lleva & cabo con la rapidez y facilidad que ya
conoce el lector por los ejemplos. Evaluados m, H, V por las su-
mas de los correspondientes 4 un tren de fuerzas méviles y 4 las
cargas repartidas (timpanos, peso muerto, firme 6 via, etc.), el
momento flector M y la fuerza normal N sonconocidos. In-
troduciendo en el punto de que se trate una accién unidad, las
lineas de influencia dan inmediatamente m', H', V', y por

1 1 . -
tanto, M y N que valian directamente las derivadas parciales
P p

aM 4N : . .
d—l', =T y la expresién de la derivada del trabajo eldstico
total,

] L ' L L . _

, =3 112

7 M><Mp><dw.+ ZS, foNXNdem (112)

[¢]

es la deformacion en el punto p buscadd. En el ejemplo undéci-
mo lo hemos hecho detalladamente, calculando la dilatacién del
faro seglin uno de sus didmetros.

Tinalmente, si con toda la generalidad y exactitud posibles
queremos calcular un arco por tranquil de fibra neutra cualquie-
ra, y = ¢ (a), cuyas secciones y momentos de inercia varien, se-

(*) Primera ecuacién, derivada respocto 4 9]2,, otc., abroviaturas ya usa-
das en el gjemplo quinto.
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gin cualquier ley, todo se reduce & evaluar las integrales com-—
prendidas en el desarrollo de la ecuacién fundamenlal (85) que

s0n.
Lo iy L a
7 7 © 7
f — 4 ~ dl f “—a
i
co8 < dl gen < SN TCo8 T dl
S S S
cos®t . sen® t &
) 8 S

Dividido el arco en trozos a I, dentro de los cuales las varia—
ciones de I, S, @, ¥, 7, no sean bruscas y adoptando para cada
uno de aquellos los valores medios I', 8/, a/, y', 7' ' éy' co-
rresponderdn 4 la seccién media dentro del elemento de fibra
neutra 4 I; I, S, 7, serdn las medias aritméticas de los valores en
los extremos de A ?), formaremos tablas numéricas de las magni-
tudes,

Al o' Al y*al  cos<’Al genzt' A}
T Ry T g 5

cuyas sumas respectivas de cero 4 L y de ; 4 Z dardn los coefli-
cientes numéricos de las tres ecuaciones (A) (B) (C) que determi~
nardn m, H, V.

Y si quisiéramos apurar la exactitud podriamos tener en
cuenta hasta el trabajo de las fuerzas tangenciales, restableciendo

en (85) el término
Yoy g a
) Ees Tar

para lo cual habrd que calcular los coelicientes de forma x é in-
troducir el valor de E: en funcion de E. Los de I'y sus deriva-
das son: ‘

T‘°=——Hsenr+Vc03r; "f‘=——Hsen r—4-VcosT— PcosT
ar ar aT
W=0 _,;E'—""S‘m"' 7 .-._—}—co:n

Como los coeficientes de forma x serdn en general variables
con las secciones §, habrd que valorar las magnitudes

x'cost' Al ' gsen® < Al
s Y §

y hacer las sumas correspondientes.

El conjunto de operaciones numéricas, aungve pesado, no
ofrece dificultad alguna. Claro es que dentro de la lormidable
complicacién su pflesta, arco disimétrico de cualquier forma y
cualquier ley de variacién de secciones y momentos de inercia,
sobrecarga disimétrica, efecto de las variaciones de volumen (¥},
todo ello teniendo en cuenta las acciones normales y aun las tan-
senciales....., no cabe obtener expresiones algebraicas, que den
los valores generales de m, I, V, en funcién de la variable que
define la posicidn de una fuevza mdvil. 86lo se pueden calcular

——

{(*) Podriamos suponerlas variables, introduciendo el término

-, dM As—-—)i

—_— i,
dR > e ‘

€z
yue no requiere sino dos tablas mds, de las magnitudes -

-6 implican el factor

los valores particulares de m, H, V, correspondientes 4 cada
fuerza 6 grapo de fuerzas, variaciones de volumen, etc., es decir,
4 cada sistema de causas externas que se considere.

Hay que resolver otros tantos sistemas de tres ecuaciones.
Pero simplifica muchisimo el problema ser invariables los coefi-
cientes de m, H, V, lunciones exclusivas de los elementos geo-
métricos y mecdnicos del arco é independientes en absolulo de las

‘causas exleriores. Los primeros miembros de las ecuaciones son

constantemente los mismos,
Ya lo hemos visto en los ejemplos quinto y sexto relativos &
un portico, que no es sino un verdadero arco por tranquil, de

fibra neutra quebrada, un caso particular, simplificado, del que
ahora exponemos.

Volvemos & invitar al lector & que pase la vista por los trata-
dos de Mecdnica aplicada y & que compare los métodos clisicos
con los derivados del trabajo eldstico.

X

Rectificaciones.

Por error de copia aparecen equivocados en la pig. 562 ,dosﬂ
términos del trabajo eldstico producido por variaciones de vo—
lomen. =

A la fuerza normal Nt corresponden

N
f;xz Esdl-{—f > A, dl

Yy al momento flector M

)l
fm TR ll—{-fM; ———dl

Los recorridos elementales originados por la compresién y
flexion directas se desarrollan gradualmente & compds de Ny M
%. .Los recorridos correspondientes & las
variaciones A, se-producen por causa independiente y son cons-
tantes durante el crecimiento gradual de N y ir.

Una momentdinea obcecacién nos ha hecho incurrir en un
error, dificilmente explicable, que reclificamos en lo que sigue.

Es el trabajo eldstico TOTAL (S'):), desarrollado en la longi-
tud, 7, del sélido entero y no el trabajo parcial correspondiente al
trozo 1y (5)::’, 24 -4 2R,
cuyas derivadas parciales respecto & cualquiera de ellas, €y, mi-
den los recorridos correspondientes (¢ )p .

Asf, pues, todos los limites parciales Iy, Im, Iy, Iy, de las ex-
presiones contenidas en las pdginas 566 y 567, deben ser susti-
tuidos por la longitud 6 desarrollo total, i, de la fibra neutra.

la funcion de las causas exteriores,

. . . oL I . X
La derivada del trabajo parcial, (5) , 80lo mide un recorrido
0
cuando se toma (pdg. 345) respeclo & la [uerza de enlace 6 re~
accién total R, , que sobre el trozo terminado en p eJexce el trozo

restante. Pero, en realidad, no ¢s en ese caso (3) un trabajo

parcial, sino el total en ese troso, el cual subsiste en equilibrio
cuando se le aisla realmente del solido, siempre que al mismo
tiempo se le someta & la entonces causa exterior & reaccién to-
tal &, ,, ignal 4 la resultanle de todas las reacciones moleculires
que el resto del s0lido desarrolla cuando esld entero.

La derivada del trabajo total (5):) , respecto 4 R, , 6 R, que
en el sélido entero son, en lugar de causas externas, efectos inter-
nos, es idénticamente nula, Y esa nulidad per se es la que de-
muestra el hermozo teorema de Castigliano.
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En la segunda ecuacidn del pdrtico (pig. 590), el coeficiente
de Ven (1, 1) es :
S P -t
2

En el ejemplo séptimo falta, por olvido, .un factor 2., La
flecha estittica g,, producida por 1.000 kilogramos (pig. 599}, es
0,000.6, doble de la estampada, porque, por la simetria, el tra-
hajo eldstico lotal es el doble del alli tenido en cuenta. La altura
de calda «, es 0,118, también doble, asi como la energin trans-
formada en Lrabajo eldstico 30 kgm., y como la flecha dindmica
0,022, que guarda la misma relacioén, casi 'igual 4 4, con la
flecha 0,006 debida & los 10.000 kilogramos estdticos. Ias mag-
nitudes de equivalencia ¢ son, en cambio, dos veces menores que
las estampadas, vy asi, la dllima, para Q"' = 100 kilogramos,
es 11,00, casiiguald la resultante de los experimentos de la Co-
misidn francesa,

X
L.
Conclusion,

La moda, que hasta la ingenieria llega, consiste hoy en abo-
minar de la teoria. Un estudio donde & cada paso sallan integra~
les y derivadas, donde se tropieza con ecuaciones de fercero y
cuarto grado, amen de alguna transcendente..... no sirve, segin
los elegantes de nuestra profesién, mds ghe para anquilosar el
cerehro de quien lastimosamente pierda el tiempo en leer tales
engendros de un teorizanie!

Mucha prictica y poca teoria es el grito de moda., Mucha
practica y mucha teoria arménicamente concordadas, debiera ser
y lo es para nosotros. La teorin es para el Ingeniero tan necesa-
ria como el oxigeno para la vida. Hay, sin embargo, dentro de la
escala bioldgica, seres anaerobios que vivéh sin ese elemento,
como hay quien fiado exclusivamente en la rutina, armado de
punia en blanco con fusil y manual, construye & diestro y sinies-
tro, copiando obras preexistentes, ¢ haciendo otras por férmulas-
recetas securidum artem. .

El extremo 'opuesto, el oxigeno puro, como la teoria sola,
produce moment:ineameme una vitalidad exagerada que pronto
concluye en la muerte. Quien se entrega exclusivamente & la
teoria, sin concordarla armoniosamente con'la practica, no debe
tampoco llamarse Ingeniero, dista de serlo casi tanto como el
rutinario. ) '

El Ingeniero, como el sér aerobio normalmente organizado,
tanto necesita del oxigeno como del nitrégeno y demds gases en
apariencia inerles, de uno y otros, de teorfa y experiencia, inti-
mamente mezclados y siempre en justa y constante ponderacion.
Bl progreso de la cxperiencia debe llevar consigo el adelanto de

a teoria; el perfeccionamiecut> de ésta debe producir forzosamen-
te la mejora de la prictica. Y ambas aunadas y siempre armé-
nicamente reunidas, sin predominio de una ni de olra, constitu—
yen la verdadera Ingenieria.

Fieles 4 nuestro criterio de la necasidad de esa justa ponde~
racion y en nuestro deseo de cooperar & ella y al progreso de
nuestro Cuerpo, hemos hecho el presente estudio para vulgarizar
una teoria utilisima, contrastada de sobra por la prdctica, y
cuya asombrosa fecundidad bien paiente han hecho los ejem-
plos. Muchos de nuestros compaieros, nada rutinarios, In-

genieros de verdad, no han tenido ocasién de conocer los teore-
mas del trabajo eldslico, casual 6 intencionadamente ignorados
en los libros mds en uso en Espaia. Temos querido compilar, de
un modo racional y sucinlo, lo necesario y suficiente para que 10s
compatieros que quieran dedicar unas cuantas horas al estudio de
la poderosisima arma que es el trabajo cldslico, puedan mane-
jarla con seguridad y utilizarla inmedialamente en la prictica.

Lo necesario y suficiente....., el eterno desideratuwm del Inge—
niero, ha sido nuestro ideal. Ilemos huido tanto de la avidez y
sequedad de exposicidn de los autores alemanes, en los que hay
que adivinar buena parie entre lineas, como de la excesiva pro-
lijidad, & veces un tanto confusa, con que Castigliano desarrollé
sus principios. Hemos tratado de manlener la ilacidn mds rigu-
1053 posible y, sobre todo, de proceder siempre de lo general 4
lo particular. Y hemos multiplicado los ejemplos, buscando al—
gunos raros y dificiles, después de olros sencillisimos, para fa—
miliarizar al lector con la esyrima del trabajo eldstico.

Quienes hayan lenido paciencia y aficiédn para estudiar esa es-
grima, sencilla por demds, pronto habrdn recogido el fruto ¥
experimentado el hermoso y universal principio del minimo tra-
bajo.

Huelga decir que demostrados con toda generalidad 16s teo-
remas, los mélodos son aplicables lo mismo 4 los sistemas cons—
tructivos de tres dimensiones que 4 los planos. Por sencillez y
porque lfj. inmensa mayorfa de los casos prdcticos corresponden
4 dos dimensiones nos hemos circunscrito 4 6stos en los ejem-—
plos. : '

Curioso es observar que mientras algunos alemanes, y sobre
todo el mds significado, Miiller Breslan, reconccen y admiran el
colosal mérito de Castigliano (%, otros muchos, y con ellos los
yanquis, apenas paran mientes en ¢l y lo posponen & Mohr, re—
produciendo en cierto modo el caso de Colén y Americo Ves-
pucio,

En el fondo, como hemos visto, son una misma cosa la deri-
vada parcial del trabajo elistico y el trabajo virtual unitario:
ambas expresiones miden lo mismo, el recorrido. Si Castigliano

.ge hubiera limitado 4 su primer teorema, solo le quedaria la

ventaja de la anterioridad (1873), sobre Mohr (1874).

Pero Castigliano hizo mucho mids: edificd, puede decirse, una
nueva Mecdnica (*¥) con su segundo teorema, el del minimo tra-
bajo elistico, presentido por muchos, pero por nadie hasta en-
tonces demostrado.

jHubiera sido francés y su nombre gozaria de fama univer—
sall -jFué italiano y casi nadie lo conoce, sobre todo en Espaiia!

jQue este ‘humilde trabajo de un Ingeniero espaifiol, enamo-
rado de su profesidn.y ferviente admirador de todos los grandes
Ingenieros, sirva para que los espailoles aprovechen el fruto de
la obra del gran italiano y ehaltezcan su glorioso nombre!

‘Enorme es el desnivel que de Miiller-Breslau nos separa,
salvo.en una cosa, en la admiracién que, como él, manifesta-
mos dedicando, cada uno en la medida de sus fuerzas, él su ma-
gistral obra, nosotros nuestra modesta compilacion, i la me-
moria de ALBERTO CASTIGLIANO!

(*) A cnya memoria osti dedicada la obra citada Die neneren Methoden
der Festigheitslehra, )

(**) Publicada en francés (‘Turin, 1879) por 81 mismo: Théorie de l'équili-
bre des systémes dlastiques el ses applications, Demostrs sus teoremas on 1873,
en su revdlida para obtener el titule de Ingeniero.



