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Aplicacién & los entramados,

Los teoremas y métodos relativos 4 los trabajos virtual y real
se._encuentran, casi siempre, expuestos y razonados relativamente
4 los sistemas reticulares 6 entramadds con articulaciones; vy,
por extensién, se generalizan después aplicdndolos & las piezas
prismdticas formadas por infinidad de fibras elementales.

Enemigos de lo que, si no en el fondo, en la forma parece
dar cierto cardcter de particularidad & principios tan hermosos
como fecundos, y, sobre todo, tan absolutamente generales, den+
tro siempre del periodo de elasticidad perfecta, hemos invertido el
orden de exposicion.

Descender ahora de lo general, el sélido cléstxco, integral de
las fibras in(initesimales, 4 lo particular, el entramado, suma de
unas cuantas barras finitas, es facilisimo.

Recordemios previamente que un sistema compueato por ha-
1ras unidas mediante articulaciones que se suponen sin rozamien-
lo alguno, puede ser, por su constitueidn geométrica: deformable,
rigido 6 estrictamente indeformable y. superabundante.

Si v es el niimero de nudos-6 articulaciones y g el de barras,
un sistema plano, 4 los que limitaremos el estudio, es:

deformable si P<C2v—3
rigido si B==2y—3 b\ (64)
superabundante si B>2v—13

Por sus condiciones mecdnicas, un sistema esld somelido i un
cierto nimero de acciones, fuerzas en algunos nudos, y en otros,
i otro cierto nimero de reacciones lotales, a priori desconocidas.
Estas reacciones totales sélo pueden ser, Lraldndose de nudos 6
puntos y no de secciones, de dos géneros: procedentes de un apo-
Yo mévil, que, como sabemos, implica una sola reaccién elemen-
tal (i 6 V) 1 originadas por una arliculacidn, que equivale & dos
reacciones (Hy V).

Si las sustentaciones son & apoyos dilalables y « articulacio-
nes, hay un mimero tolal de reacciones elementales

p==t+42a
Un sistema que no sea superabundanle forma un conjunto
isosldtico, cuando

2v=fi4p (65)

8i se cumple (65), conocidas las acciones se pueden calcular
simplemente por la Estdtica las p reacciones elementales H y v
y las 8 fuerzas B que comprimen 6 estiran las barras.

Cuando

2y <B-4p (66)

el sistema es lnpelestauco 6 indeterminado del orden 6 niimero
de veces:

t=f4p—2v

Asi, por ejemplo, Ja estructura mids sencilla, un arco de tres
arliculaciones, es geométricamente deformable porque

(67)

—3
3 — 3=23)

B
R

pero si cada nudo inferior estd sustentado por una articulacién,
el nimero pes2>X2yp4 B8 =06= 2y, en electo, el con-
junto es isostdtico.

Si se le agrega una tercera barra, un tirante entre las dos
sustentaciones articuladas, el sistema se hace hiperestdlico,
342+2—2+3 =1 vez indeterminado. Para que vuelva & ser
isostdlico precisa rebajar p & 3, convirtiendo una de las susten—
taciones en apoyo de dilatacién.

v indeterminacidn hiperestilica puede afectar, segin los
casos, & las reacciones elementales, & las barras 6 & unasy 4
olris.

"Desde luego, siempre que en un sistema plano resultap > 3,
hay, respeclo 4 ldq reacciones por si ':Olas, indeterminacidén del

orden (p — 3).

La indeterminacion total del conjunto de reaccignes y barras
puede aminorar y hasta hacerse nula si § << 2v — 3, Guando el
numero 2v— 3 — 8, que, supuesto lo anterior, es positivo,
iguale d p — 3: ,

Y el conjunlo es isoslitico.
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8i 87> 2 v— 3, hay una indeterminacién, relativa 4 las ba-
rras, del orden 2 v — 3 — 8, que no puede ser disminuida por la
forma de las sustentaciones, y la total del conjunto es:

t=(p—3)+(2v —3 —f)=p+2s —B—C (68)

Por 1ltimo, una estructura compuesia, formada por ¢ entra-

" mados, cada uno de los cuales posee por si solo, por lo menos,

una sustentacién, es isostdtica cuando el total de reacciones ele-
mentales de todo el conjunto, £ p satisface 4

2p=3+4¢e—1=¢+2 .(69)

¢ hiperestdtica del orden total (2p—e—2)siéste es > 0.

8i alguno de los entramados es deformalle, se rebajard la
indeterminacién total. Si, por lo contrario, alguno es superabun-
dante, el conjunto tendrd la indeterminacion (= p—e—2), mds
la (2 v — 3 — 6) relativa 4 las barras de aquel entramado.

Hemos recordado todo lo anterior (sin creer necesario consig-
nar la demostracidn que puede verse en cualquier tratado gene-
ral), sencillamente como medio de conocer a priori el nimero de
indeterminadas que en cualquier problema puede existir, mime-
1o que es el de variables independientes con que hemos de
contar. :

Consideremos un entramado ¢ veces indeterminado: lo for—
man 8 barras, cuyas compresiones 6 tensiones, que ahora son
las tnicas fuerzas eldsticas, llamadas @ en la primera parte de
este estudio, designaremos en lo sucesivo por B. Las longitudes
serdn b, y los recorridos eldsticos p estardn expresados por

Ab =0 (70)

ES

‘B, b, A b se referirdn 4 cada barra, de mimero de orden %, por
el subindice k. . ' ‘

Entre todas esas fuerzas eldslicas B hay X, nimero menor,
- 6, &4 lo sumo, igual 4 1, que son indveten‘niuadas, 4 las que-lla-
maremos ¥, .

De las p reacciones elementales R, desarrolladas en las sus-
tentaciones, 3 son conocidas por la- Estdtica Yp—3 = n, Di-
mero & 1o sumo igual, 6 menor que indeterminadas, que, como
las otras, designaremos también por Y. Biempre tendremos

L]

n+N=-1.

Como ya hemos visto, un sistema hiperestdtico equivale exac-
tamente & uno isosidtico, en el que ciertas fuerzas exteriores sus-
tituyen 4 las reacciones indeterminadas 6 fuerzas de enlace. Si
por el momento, dejando obrar las causas exteriores 2 4, supri-

mimos las n = p — 3 reacciones indeterminadas, las restantes
serdn calculables por la Esldtica y las llamaremos R°. De un
modo andlogo, un entramado superabundante es idéntico &
uno rigido, en el que 4 cada barra en exceso se sustituyen dos

fuerzas exteriores iguales 4 Ia B que 4 aquella barra corresponde-

y aplicadas en sentidos inversos, una 4 cada uno de sus extremos.
Se modifica, claro es, la distribucién y valores de todas las B,
pero sin alterar su resultante, puesto que las resultantes de esas
fuerzas exterlores, sustitutivas de las barras suprimidas, son
idénticamente nulas, Es lo mismo que ya hemos visto en el mé-
todo de Miiller Breslau respecto al sistema de fuerzas

EX Y =04 0.

Asi pues, si en el entramado suprimimos las N fuerzas de las
barras superabundantes, el sistema rigido calculado por los
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métodos de Ritter, Culmann ¢, mejor, Maxwell (¥), nos dard las
tuerzas 5°, producidas solamente por las causas = 4,

Dentro del periodo de elasticidad perfecta, por la exacta su-
perposicion de los elsctos, cada indeterminada de valor Y, que
aisladamente ‘consideremos, nos dard andlogamente en el sis—
lema rigido, sustentado isostdticamente, reacciones elementales .
R Y, R >Y'"..... y luerzas eldsticas 5" >< ¥/ gl >< ¥'"., .,
En el conjunto hiperestdtico Y superabﬁndante, una reaccién
cualquiera, suma de todas las parciales, serd de Ia forma

BR=R—+4RY 4R'Y' 4 ... + R y®  (71)

'y andlogamente una fuerza eldstica
B=RB4+BY 4By 4+, .. ~+- B y® '(72)

son las reacciones elementales prbducidas por las -
indeterminadas respectivas de valor unidad; B', B''..... las fuer-
zas eldslicas andlogamente originadas. Y mds en general, unas y
otras son las dertvadas parciales de R ¢ de B, respecto al valor de

la indeterminada del mismo indice:

aR .. aB

() = = :
. ar® T ay® 73

Recordemos que 4 cada una de las g barras ¢ de las p reac—
cioues corresponde un subindice igual 4 su nimero de orden Yy
que debe ser también el mismo para las derivadas parciales

B B'..... B, B* B'...., RW correlativas con la barra ¢ re-

accion..

Formemos la expreéién del trabajo eldstico gradualmente
desarrollado, sin prejuzgar nada respecto 4 los recorridos r de las
reacciones R. '

1 1 1

S=FZle—53B=—3pxar (4

Recordemos nuestra demostracién del teorema de .Castiglia~

. . . 1 :
no: cualquiera que sea -el trabajo de las reacciones, - 2R, la
derivada parcial de 8 respecto & una causa mide el recorrido de
ésta. ' ‘

i
Jy&
Sustitayendo en (74) el valor de A b, el trabajo eldstico des—
arrollado por el sistema de acciones graduales Sdest  ~
St spsc B Ly BY
W=y ES ~ 2 “TES

y el recorrido ¥ de la causa v );

d 8y
dy

daB
aye

B
Es

=32 pl) x¢ —% (75)

suma que debe extenderse 4 lodas las barras del entramado, va-
riando los subindices de B, p, p, &, desde | hasta 8,

Una variacién lineal, A, constante para todas las barras, 6
-distinta para cada una, origina un trabajo eldstico

1

(*s Fué Maxwell, ocho afios antes que Cremona, quien primero utilizé las
figuras reciprocas en ol edlenlo do los sistemas indeformables.
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1 o
El factor N afecta al recoriido ad que gradualmente se

desarrolla bajo. la accién de B n Y al mismo tiempo que ella,

pero no al recorrido Ab independiente de la misma.
El recorrido debido 4 las variaciones A, es:

T P dB,, . @By
fk)) =y((l))=3 ((k)) zs T2 fn) > Ao (76)
a¥ ey .

suma extendida 4 todas las barras varxando los sul)indlces de
B py A, si es variable, desde | hasta 8.

Si, como siempre, el recorrido y X es § nulo, 6 expresable en
funcidn de la indeterminada 4 que corresponde las expresiones
(75) 6 (76) nos dardn tantas ecuaciones como incégnitas.

Llamando & y S, 'la longitud y seccién de la barra su-
perabundante & que corresponds la fuerza ¥* ¢ del soporte sobre
vl cual gravita esa reaccién, son dichas ecuaciones de las formas:

Yy =0 (77)
bk
BS,

Y0 = 1. >< (17')

Las derivadas parciales B% son, como siempre, los valores

- que toma la tensién 6 com presidn en cada barra cuando en los

extremos de la superabundante de indice (k) se¢ hacen actuar en
opueslos sentidos dos fuerzas iguales 4 la unidad y se hacen nulas
todas las demids acciones é indeterminadas, es decir:

(B)k.= 0+0_+ v (BRI S 1) 40 4.,

En realidad la derivada no es 5% gino (5% % 1) como ya hi-
cimos notar: si prescindimos de la unidad es por abreviar, Pero
la existencia de ese factor uno demuestra que es indiferenle que

() JDertradas B
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Otro poligono andlogo relativo al sistema hecho 1'1'gid6 & isos-
tdtico, por supresion de todas las Y, nos dard los valores /1, ori-
ginados en el equilibrio bajo las causas, = A.

Conocidos sus valores numéricos formaremos las 8 ex presio-
nes (72) de los polinomios B By ... By

Como £ es, generalmente, uno mismo, y muchas barras sue-

- len tener igual seccién, facilita mucho las operaciones escribir en

lugar de (75)

S .
ESy < y®) = 3 BY 3¢ py 3¢ -—Si (157)

tomando para la seccién arbitravia, S, , la que sea comiin & ma-

2 . b
yor numero de harras. Haciendo -TSL == 7, formaremos todos

los productos de la forma
{orBR) >< B = (brnk) >
X|B A B YR Y A A BR YR - BDY O (78)

en los que b, », B, B, recibirdn sucesivamente los subindices
1, 2..... ¢ La suma de esos p polinomios serd una de las ecun-
ciones (77). Otras andlogas obtenidas variando el indice k de la
derivada parcial desde | hasla i, completarin el sistema de ;
ecuaciones que definan las { indelerminadas Y.

lJay en resumen que hacer: (i 4 1) poligonos de Maxwell,
que dan (i - 1) >< p valores de Bk (i>< i) productos parciales
B8 By para cada subindice 6 un total de 5* >< B; g >< i sumas
de esos produclos, multiplicada cada una por el producto par-
cial & que entre los P del mismo género le corresponda; en total
i* B+ ip*® operaciones preparatorias, aparte de las auxiliares
para ohlener », Or y ESy yx, Para resolver las ¢ ecuaciones hay
que calcular i 4~ 1 determinantes del grado ¢, lo que requiere
otra buena cantidad de opemcmues.

4

ot

TR .§.-...--
B

D=

Fig. go,

los sentidos de las dos fuerzas unidad converjan 6 diverjan: el
Signo de (B)L , fuerza en B producida por | actuante en 'k, serd
siempre el mismo, por efecto del signo propio del multiplicador
unidad. Conviene, sin embargo, adoptar siempre un signo fijo
bara. la fuerza unidad; y como contamos positivamente las dila~
taciones, aplicar las fuerzas --'1 en los sentidos en que la barra
superabundante actia sobre los nudes que la limitan cuando estd

. atirantada y conservar 4 la derivada B, el signo de (B)k , posi-

tivo si es una tension y-viceversa.

Generalmente serd, mds ficil que calcu]ar, construir los va-
lores de todas las B® por medio de tantas figuras reciprocas ¢
poligonos de Maxwell, como indeterminadas ¥ existan.

El procedimiento, como se ve, resulta laborioso, no por el
método, sino por la indole de los sislemas reticulares, en los
que se debe huir de Ia superabundancia, sea en barras, sea en
reacciones, para legar & entramados estrictamente indeforma-
bles y sustentaciones isostdlicas.

Ejomplo décimosexto.

El entramado stmétrico 1 2 3..... 789.....3"2" 1/ (fig, 30 a)
consta de f == 16 barras unidas por v = 9 nudos: hay una su-
perabundante (2 X 9 — 3 = 15) que es el tirante 9. Sustentado
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el sistema en dos arliculaciones (p = 4), hay una reaccién inde-
terminada. El conjunto tiene una indeterminacion doble (67)

l=ﬁ—|—-p——2v=16+/l—18=2

Suprimiendo el tirante 9, » no varfa, 6 baja 4 15, el entrama-

do resulta rigido é « se reduce 4 1. Si ademds la sustentacién iz—

quierda se convierte en un apoyo dilatable, p baja & 3 y el siste-
ma rigido, isostidticamente sustentado, no presenta indelermina-
cién alguna.

Si supmmxéramos las cuatro barras centrales y el nudo en
que convergen, 8’ = 12; ' =8 y el entramado, geométricamen—
te deformable (12 <C2 >< 8 — 3), constituirfa un conjunto tam—
bién deformable si estuviera isostiticamente soportado, Susten—
tado por dos articulaciones, el trapecio central se hace rigido: su
deformacidn es incompatible con la simultaneidad de los giros
alrededor de aquéllas y el conjunto es isostdtico, perfectamente

determinado.

Volviendo al sistema, tal como aparece en la figura, la su-
presxén del tirante 9 y del empuje 6 reaccién horizontal Ir de la
sustentacion izquierda, lo hacen isostitico. Un primer poligoho
de Maxwell (fg. 30 b), da las fuerzas totales en las barras, B,
bajo la accién de los cuatro pesos de 5 toneladas cada uno.

Aplicada al nudo ({-2) I =1 tonelada, considerada positiva

en ese sentido, el equilibrio, que implica necesariamente una

reaccién igual y contraria en la‘articulacién derecha, da en otro
Maxwell (fig. 30, c)}—que por-claridad estd en escald diez veces
mayor que {b)—, las derivadas B' correspondientes 4 la indeter—
minada ¥’ = H.

Una tensién de una tonelada en el tirante 9 equivale 4 las
dos fuerzas == 1 en sus extremos (fig. 30 a), que son las reaccio-
nes ejercidas por el tirante sobre el entramado. La ecuacién de

-momentos alrededor del nudo (2-9) da las componentes H Vv de

la reaccién total que allf se desarrolla en el ‘conjunto suné—
trico (¥)

1 1
+ v, <1 —Jl‘x?=0 i H, ==-—1 ton. ; V‘=—_?ton.
En el diagrama (fig. 30 d), en escala doble que en {c) y veinte

veces mayor que en (b) resultan las derivadas B'' correlativas
con Y'’, tensién incognita del tirante.

En los tres diagramas figuran con linéas gruesas las compre- -
"slones ¢ B negativas.

En el cuadro que sigue reunimos todos los elementos:
B, B', B' derivadas parciales; b, longitudes; S, secciones (em cm*);

= f; , relaciones para cada lado brB' y brp'!, mult:phcado-

res totales de la expresuﬁn de Ben (77). o0

Nitmero Sa -
de Be n n" 1 § |r=—|bxrxn b B’
orden, ' ) S .
1 | ~17,600 | 41,000 | —0,133] 5,00 | 40 1 -+ 5,000 [ — 0,666
2 | +10000 | —1,750 |+1,25! 500 | 20 2 ~17,600 | -+ 12,950
8 | 4500 —0,600 [+0,033] 260 | 10 4 — 5000 | + 0838
4 | —13360 | ~+1,000 | —0,183] 500 | 40 1 -+ 5,000 [ — 0,666
b | — 3883 40,250 |+0,50| 500 | 2 2 + 2800 | -+ 7,500
6 | -+14000 | —2,000 | —0,280| 533 | 2 2 —22,400 | — 3,000
7 |+ 6666 —1,000 —0866{ 366 | 10 4 — 13,6685 | —12,700
: ) + 8333 [ -+ 4,883
8 | —18,333 | -+1,666 [+0866 500 | 40 ! ’
+ 4066 |+ 2086

(") Las dimensiones é inclinaciones de los lados las hemos esvogido de
modo gque, en general, resulten valores y relaciones muy sencillas.

Como la estructura, simétrica, estd simétricamente cargada,
basta considerar la mitad, es decir, las barras 1 4 7 Y iz mitad
de Ia 8, cuyos multiplicadores aparecen por duplicado con los
valores totales y mitades. La suma de polinomios

-+ 5,000 g —_ 17,500+ 1,000 Y — 0,133‘:"' $+

+4I66%—18 333+ 1, 666 y'+o 866 Y"f

igualada & la mitad del producto ES, X4 j , si la (llstan('m enlre
sustentaciones puede variar en total 2 ', que, en geneéral, serd

cero, da la primera ecmmén, Yy la segunda probede de la suma
homéloga:

——0,666’—— 17,500 41,000 ¥' — 0.133 ¥" ;‘*’
+ 2,166 ; — 18,133 4 1,666 ¥’ 4~ 0,866 ¥ 2

igualada & Ja mitad de Es; > y'’; ‘ .
y'', recorrido del extremo (2-6) del tivante 9 es la mitad de
su variacién total de longitud; por tanLo.

1 1 . 1 L
—— 7 n . 7 —_—yr s 1.
2E.Sny ——2L‘Sa><°) ESO—,;"oloYl. ’
Si juntamente hubiera una serie de vanacxones lmealea
Ay=8t5 A =20¢ ... anaduhmos en las dos ecuaciones (I)
y (II):

A los pmmema miembros las sumas respectwas.

1 .
B oAb B, x,b,+...;.‘+-2—13', A, b“%XESa (I

4 1 |
Blll;\'bl_i_BII!;gb%_I_.““_,~_2_B"sxs‘b'2><ESu (I[)

y 4 los segundos, correlativamente: .

1 . -
< ES, X "5 M L' si la distancia entre sustentaciones, L', estd

sujeta 4 una variacién A’ i (D)
—%— ES, %< —;- A, 1, siel tirante de largol sufre A, (II) ‘

S5i las cargas no fueran sxmétncas, serfa menester construir

B° B' B'' para las 15 barras 12 ..... 78 7' ..... ¥/ 1/, y todas las

operaciones se complicarfan mds atn. La iuvestigacién de los
mdximos efectos de un tren de fuerzas mévil 4 lo largo del arco
~ serfa pricticamente inabordable, no por causa del método, re-
petimos, sino por la naturaleza de los sistemas avticulados. Todo
lo que pricticamente se puede admitir en ellos es la indetermi-
nacion de primer grado, correspondiente & los arcos en celosia
articulados en los arranques, La superabundancia complica, tan
extraordinaria como inutxlmeme, los sistemas.

El arco en celosfa, empotrado en los arranques, con triple in-
detertnjnacién hiperestitica, se puede y se debe tratar por el
procedimiento ya expuesto de Milller Breslau, perfectamente
aplicable sin mds que sustituir, por sumas finitas, las integrales
de dreas de momentos y de momentos estdticos de las mismas.
Las tres indeterminadas X Y Z, directamente calculables para
cada una de las fuerzas exteriores, dan todos los elementos de
las lineas de influencia con las que, ficilmente, se computa el
electo de un tren de fuerzas ¥ se'investigan los miximos posibles -
de momentos y esfuerzos cortantes. Y por los métodos de Cul-<

maun § de Ritter, de esos mdximos se deducen los de los esfuer- '
20s en cada barra.

’

{Continuard.)



