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Los trabajos térmico y dinamico.

En todo lo dicho hemos supuesto acciones del género de fuer
zas 0 momentos que, al obrar de un modo gradual sobre la cons-
‘truccién, desarrollan un trabajo activo. Este trabajo es absorbido

Integramente por las deformaciones eldsticas del sélido-construc-

cion y de los cuerpos sustentadores, que lo conservan, tanto aquél
como éstos, en estado potencial. En el caso practico, ideal del
constructor, la energia activa se almacena exclusivamente en el
s6lido, nada en las sustentaciones, supuestas indeformables.

Otra forma de energia activa puede, también de un modo
gradual, romper el equilibrio primitivo: las alteraciones de vo-
lumen del sélido por efecto de cambio de temperatura 6 de estado
higrométrico. ~

El cambio puede ser uniforme 6 variado, es decir, afectar del
mismo 6 de diferente modo 4 los diversos puntos del solido. Sélo
se acostumbra estudiar el primero, que produce, mientras una
influencia extraila, la sustentacién, no se le opone, una dilata—
cién 6 contraccién unitaria igual en todos los puntos y direc—
ciones. :

Si la variacién de volumen es uniforme y se efectia libre~
mente, sin que ninguna sustentacién se le oponga, el $6lido con—
serva siempre una forma semejante & la primitiva: la energia
activa, suma de calorias recibidas, se guarda integra en el tra-
bajo de deformacidn eldstica y en la energia potencial que corres-
ponde 4 la nueva posicién del centro de gravedad.

En cuanto alguna sustentacién coarta el cambio de volumen,
la forma de equilibrio deja de ser semejante 4 la primitiva:
nacen reacciones que son precisamente las necesarias para redu-
cir la forma que el cuerpo tomaria libremente 4 la que toma for-
zado por las condiciones de sustentacion.

Como no hay fuerzas ni momentos exteriores, esas reacciones
constituyen necesariamente un sistema en equilibrio; nos encon-
tramos, por tanto, en el caso general, sustituyendo al sistema
S A 4 = R el 3 Ry, total mente desconocido. ’

Poco importa esto, pues expresado el trabajo eldstico $en
funcién de las variables consideradas cormo independientes Ry (to-

das menos tres, puesto que forman un sistema en equilibrio), sus
derivadas parciales seran siempre los recorridos. Si una sustenta-
cién impide en absoluto el cambio de volumen segin R;, y si 4 la
variacién de dimensiones efectuada en completa libertad corres-
ponde, también segiin la direccién de Rt, un recorrido p;, el re-
corrido real de esta reaccién debe ser el que anule al libremente
efectuado: '

ad

—_—— =

d Ry

ag .
ot + TR 0 (24)
8i la sustentacidn coarta parcialmente el cambio de dimen—
siones y en lugar de pt, efectuado en libertad, es ¢’y el recorrido
real, el de la reaccién debe ser el que lo reduzca 4 ese valor
i , ad , ‘
g = 5 g = =) (24)
8i la sustentacién ¢n nada coarta el cambio de volumen, no
se produce en ella reaccién alguna. El sistema 2 Rt, que, como
siempre, simboliza lo mismo fuerzas que momentos, asi como pt
indica recorridos lineales 6 angulares, queda perfectamente deter-
minado. Las ecuaciones (24) tienen sus primeros miembros de
la forma (19), expresados ¥, M, T, en funcidén de las R; indepen—
dientes y designando Ny, My, Ty, las derivadas parciales respec—
tivas con relacién & la Ry correspondiente al punto 6 seccidén %.
Si la variacién de volumen no es uniforme para todos los pun-
tos de cada seccion, no es'posible calcular a priori los -recorri-
dos ¢¢. El problema es, sin embargo, factible cuando se supone
una ley lineal de distribucion de las variaciones de longitud, des-
de As enla fibra superior, hasta A; en la inferior de una pieza
prismatica. A ellas corresponde en la fibra neutra una variacién
%o definida por:

As — M As — Aj
q—g__l_x vs:Ai_,"——ETl

Ay — X v
siendo ¢ el espesor 6 altura de la seccidn, y »s »; las distancias
de 1a fibra neutra & la superior & inferior,

La seccidén terminal de la rebanada di sufre entonces una
traslacién uniforme di >< X0, mas un giro, alrededor de la nor-
mal 4 la fibra neutra, igual al 4ngulo cuya tangente es

A — A
ar> =2

y por su pequellez se confunden, como siempre, los valores de la
tangente y del dngulo.
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Si N, esla fuerza normal, funcién de las reacciones desco-
nocidas Re, e} trabajo eldstico relativo al recorrido unifrrme

. : . N ;
dl >< Xo, mas el del mismo género E’; dai, propio de Ni, vale

Mt
y BS

Del mismo modo al momento flector M corresponde el trabajo

-Mt ‘).\s - )\i
M S ar.
f =7 al 4 f 8 X ‘

El recorrido de una reaccién Rt, que, porlas condiciones del
_problema, sea.nulo 6 de un valor determinado, p , serd la deriva~
" da parcial del trabajo eldstico debido 4 Ny v M

al —[—th >< ho Al

@b My dM ? a N
CTd Rk :f El 4R dH’J i 2t
11]:, )\s—" )\i'
+ f a Ry at +
4Ny o . S 0 (25 )
+ d By i - ( '
Pt (257)

Examinemos ahora 6tro ca:o. El sélido recibe un sistema de
“acciones, fuerzas 6 momentos, que se establecen repentinamente
con toda su -intensidad, pero sin acumulacién anterior de ener-

gia. Su trabajo es, por tanto, en lugar de X 5 que corres—

ponde al desarrollo gradual de cero & 4 y de cero 4 a, otro, que

Hamando -al recorrido gradualmente mlcmzado desde cero 4 o'
bajo la accidn subita 4, es % 4 a'

Las fuerzas interiores ¢ y sus recoxwxdos ¢ se deaamolldn pro-
_gresivamente partiendo de cero; de otro modo habria que ad-
mitir para la propagacién de las cargas y deformaciones mole-
culares una celeridad énfinita No lo es, ni mucho menos; su va~
lor es precisamente, como luego veremos, el de la pmpagacxon

del sonido v = \/__ (E, coeficiente de elasticidad; d, densi-

dad, ambos en correlativas unidades), 6 sea unos 5.000 metros
por segundo en el acero de construcciones. El solido eldstico es
un resorte y funciona como tai: la transmisién es gradual, el tra-

e ke D¢ . . .
bajo eldstico vale 3 —y el de las reacciones que & compis de

la transmisién hasta los cuerpos sustentadores se desarrollan,
Lr

_ —

2 .

 Consideremos una accién cualquiera, 4, que operando estdti-
camente, es decir, del modo gradual y lentisimo ya dicho, alc n-
za, cuando el solido ¢ueda en equilibrio, un recorrido a, . Cuan-
do la misma A opera dindmicamente, es decir, de un modo sibi-
to, con todo su valor desde el principio, el equilibrio inicial se
rompe y el recorrido alcanza ua cierto valor a', desarrolldndose
‘un trabajo A @'t

* Pesde luego a' es mayor que a, . El sélido se pone en movi-

mlento Y cuaudo 4 ha recorrido tan sélo 2 , el trabajo es ya

jgual al compatible con el equilibiio estatico.

As 1

-é— 2@ g0 42 R 7o :50.
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Bl exceso de trabajo puesto en juegd, A (a' — ﬂ—;) , €S 11na

energia cinética que se va almacenando en el sdlido y en las sus-
tentaciones, gradual aunqgue rdpidamente, forzando las fuerzas
eldsticas, reacciones ylecorndos ®o 90, Ro o, relativas al equi-
librio, hasta, @', ¢’, R', #', simultdneos con a'.
La energia, toda.ella potencial, que en ese momento acumu-
lan el s6lido y los cuerpos sustentadores
1

= —— 1320y — 20,0, 3R » — IR, 1
es incompatible con el equilibrio correspondiente al recorrido a’.
El movimiento recuomienza en sentido opuesto & expensas de qj
cuvo signo hemos puesto en evidencia (fuerzas eldsticas y reaccio-
nes coartan la deformacion).

51 &, subsistiera integro, sin pérdida alguna, el sélido v las
sustentaciones proseguirian su movimiento hasta las posicio-
nes simétricas de las relativas al recorrido fotal &' respecio &

c e Cripes . . Qo T
la posicién de equilibrio, correspondiente 4 5 estableciéndose
y conservdndose indefinidamente el régimen oscilatorio entre

/ o ) ( ' o ) ao
a — — {a' — ——}, alrededor de ——.
( 2 y 2 ) 2
Pero la energfa §p se disipa gradualmente, por comunicacién

del movimiento al aire que envuelve al sélido y &4 los cuerpos
sustentadores y de éstos 4 los que & su vez los sustentan, etc. En
cada oscilacion simple la energia potencial gue vuelve 4 parecer
como cinética, para nuevamente pasar & potencial, etc., es una
fraccién menor que la unidad, », de la relativa & la oscilacion
anterior.

Esta disipacién se produce desdeluego yla energfa acumulada
cuando el recorrido primero vale a’ es realmente n 5}; <3,

sus valores sucesivos »®, a°, nt ... X< $P , cada vez menores. El

total de energia puesta en juego por la accion sibita 4 es:
n3 =nAdad.

En el limite, cuando §), se haya disipado por completo, que-
dard el solido en equilibrio bajo la accién A obrando ya estdti-
Aao

3 -

Prescindiendo del estudio del movimiento vibratorio, pode-
mos, como solucidn practica, la que interesa al constructor, bus-
car el valor de una accidn Ae, tal que establecida «¢stdticamente
produzca el mismo trabajo molecular n§ =nda', que la accién

camente y con una energia potencial §, —= —

stibita.

Dentro del limite de perfecta elasticidad, que siempre consi~
deramos, el trabajo es proporcional 4 la deformacicn.

Las fuerzas eldsticas @, v reacciones R, alcanzarin en este
equilibrio gradual Jos mismos maximos » @', » R’ que en el pri-
mer periodo dinamico, si el recorrido estdtico a® es el mismo
maximo o'. La condicidn: ~

, 1- 1 ;
nAqg = —é-'AeXac::TAca
conduce &
Ae=12n >4 (26)

En el limite, para » infinitamente “préximo -4 la unidad,
de=24.
La aplicacidn subita de una causa produce trabajo y deforma-
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tidn eldsticos, cuyos Umites som dobles que los relativos d la aplica-
cién gradual y lentisima de "a misma causa. ‘

Esos limites son de sentidos opuestos: superior para el trabajo
_stibito & énferior para el trabajo indefinidamente lento. Ambos
‘limites son inasequibles en la practica (¥). El trabajo eldstico re
lalivo & una accidn que se establece con mucha rapidez, una lo-
comotora que entra en un puente, por ejemplo, se aleja todavia
bastante del doble del trabajo desarrollado por la misma cuando
alli se estaciona. El coeficiente de equivalencia (2 ) es en la préc-
tica tanto menor cuanto menor sea la rapidez de establecimiento
(velocidad de las locomotoras), y se suele tomar para puentes de
ferrocarril, como igual 4 1,5. V

Veamos, por fin, el caso verdaderamente dindmico: la causa
exterior s una energia cinética, un choque recibido por el sdlido
eldstico. El problema, de una complicacién formidable en la teo -
ria de la elasticidad, se simplifica cuando se investigan, no los
efectos exactos, sino los Hmites de éstos, los que, por prudencia,
debe tener en cuenta el constructor.

Un cuerpo de peso @ cae desde una altura « y aborda al séli-
do el3stico con la velocidad » = V354 . El caso limite, el més

desfavorable para el sélido, es el de transformacion éntegra de
2

e v . L .
toda la energia cinética, % s el trabajo eldstico.
Jamads se llega 4 esto en la realidad. Si el cuerpo @ reboia con
una velocidad (— o'}, por pequeia que sea, la energia trangfor—

2

. vt — . .
mada es solamente una fraccion — Si Q taladra al séli-

Y
do P, saliendo con la velocidad »'/, de la fraccién 2

sorbida por P, una parte considerable se invierte en el trabaje
plastico de perforacién, otra en el calentamiento de la zona conti-
gua y del mismo cuerpo Q, y sélo el residuo es el que llega & in-
teresar en forma de trabajo eldstico toda la masa de P.

Entre estos dos casos extremos caben todos los intermedios,
siempre con pérdida de energia por deformacion plistica y calen-
tamiento de P, de Q 6 de ambos & la vez. Sélo se concibe la trans-
formacion ¢ntegra como limite en el caso de choque 4 velocidad
inferior 4 cierto valor critico (como luego razonaremos} entre
cuerpos que, por una parte, debieran ser ambos perfectamente
elisticos, y, por otra, necesitaria ser perfectamente ineldstico el
cuerpo chocante. Aun asi, como veremos, hay sieznpre una parte
de energia cinética transformada en calor.

Admitamos como posible aquel caso: el cuerpo Q, dlando, Y
que, -sin embargo, suponemos no absorbe energia alguna defor—
méndose, pasa bruscamente de la velocidad » 4 la misma veloci-
dad »', que adquiere en el momento del choque el solido P. Si
éste estuviera libre, »’ seria la obtenida igualando cantidades de
movimiento de Q y de (P - Q)

R S S
£+ Q s

1 _—
T

Pero el movimiento de P estd coartado por los cuerpos sus—
tentadores. El punto {en que suponemos concentrado el choque)
adguiere la velocidad ' y cada uno de los demds toma la repre-
sentada en general por », nula en las sustentaciones y variable de
un punto & otro, segun su posicion respecto 4 aquéllas y al pun—
to chocado.

(*) El primero puede realizarse, casi,en un experimento. Suspendiendo un
peso de un-hilo combustible y graduando la tensién de éste de tal modo, que
aquél togque estrictamente al s6lido eldstico, pero sin producir presién algu-
na, la combustién del hilo determina la aplicacion casi stibita del peso. Casi,
porgue se requiere un tiempo pequeiiisimo, pero finito, nunca nulo para la
combustion.
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La fuerza viva absorbida por P es

dP w?

g 2

que, como P y #' son constantes respecto & la integracién, se
puede poner bajo la forma

_P_.. u’ > apP 2 S< 1 —
g 2 ¥ Pwr
_ £ u"f(u)z P _ P e
g 2 % P g 2 N
Py

. 2 es la energia absorbida por  en el supuesto de

" que todos sus puntos adquieran la misma velocidad «'. La inte-

gral %, cuyos limites deben comprender la fotalidad de P, es un
numero abstracto, casi siempre menor que la unidad. En efecto,

la relacién P de velocidades es igual 4 la de recorridos 6 flechas ~

de un punto cualquiera y del punto chocado, cuando en éste ac—
tia una fuerza; las flechas de todos los puntos aumentan ¢ dis-
minuyen en la misma escala y todas pasan en el mismo tiempo
de cero & sus mayores valores. Conocida la ecuacién de la eldsti-
ca, dada por la disposicién de las sustentaciones, f = F >< ¢ (),
y la fiecha del punto chocado &', f/ = F < » (&'):

dP es de la forma pdw; P es una constanle :fpdm y, bor

tanto:
¢ (2) \*
_— 8

n = (u )2 ar 1
_ - w' P fpdz
magnitud de la dimensién cero (¥).

Asi, pues, el efecto de las sustentaciones al restringir la li-
bertad de movimiento del s6lido P es reducir la fuerza viva que
2 i Pou
g » A X g 2

,02
ETE y la inmediatamente después

P
libremente absorberia 7

- Entre la energia inicial,
2

Ryg

12 .
de verificado el choque, Qzug + % hay una pérdida, de-

g . ‘ Q .
bida al paso drusco de v 4 u' en el cuerpo de masa 7 Yy de cero &

4ap Lo
w en cada elemento de masa ——. Esta pérdida es, como no

puede menos, aparente: es una transformacion, inevitable, de

(*) En una pieza de seceién constante y de longitud2a, P = p x 2a. Si
estd apoyada en los extremos y chocada en el centro (¢ = a):

f 3 x 1 as A 2_’1(390 1 a5\2 dx 17
724 2 e _L/; 2 & 2 «5) 2a 3

Si los extremos estan - empotrados:

14 a2 @

En la pieza de longitud @, empotrada en un extremo y chocada en el otro:
P=pa; ' =a: i

o a3 @2 1 @5\ da 33
’ _‘/0) (2 az 2 aﬁ) @ 4x3

Cuando el punto chocado se acerca 4 una sustentacion, k aumenta, llega &
superar 4 la unidad, y si el choque se verifica sobre una sustentacion, k se
hace infinito al mismo tiempo gque »’ nulo. '
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energia cinética en calor que guardan @ y P, La aplicacién del
teorema de Borda, igualdad enire la pérdida aparente ylas fuerzas

vivas correspondientes 4 los decrementos bruscos de velocidad
conduce a

' Q v* w'?
2 —'(Q_f_“)) 2¢

apP | 0 —u)®
.+I g < 2

ecuacidn que desarrollada y simplificada se reduce 4

Qv—u')?
2y

—-

(29}

w (Q+EkP)=vQ 6 u =0 (30)

Las cosas pasan, por lo tanto, como si la masa de P se redu-—
jera 4 una, en general bastante menor, % P, considerada en com-
pleta libertad: la ecuacion (39) es la de igualdad de cantidades
de movimiento de Q antes del choque y de (@ 4 % P) después del
mismo. '

La energia cinética queda reducida 4:

w'e (R +2P) ? Q? L
. @+* 2 2¢g 2y (Q-+&P?
‘ Qv 1 ‘
< (31)
29 1—|—k%

3

La transformada en calor y perdida para los efectos mecdni-
cos del choque:

Qv

Qv? 1
2y

1
1 — ——] = >
e bt

Al constructor no le interesa el problema del movimiento
oscilatorio, sino simplemente el de evaluacion del efecto del cho-
que, supuesto el caso limite de transformarse integra en traba-
jo eldstico la energia cinética subsistente.

Si una accién estitica 4, produce un recorrido del mismo
género, a, , otra cualquiera -que aplicada en el mismo punto
origine un cierto ¢, vale, dentro siempre del periodo de elasti—

q
dad perfecta, 4, >< —a—s— y desarrolla un trabajo
e

qus 1
e ae><2q€'

Supongamos en el punto chocado una accién creciente desde
cero hasta un valor tal que en su correspoudiente recorrido g,
desarrolle un trabajo exactamente igual 4 toda la energia cinéti-
ca subsistente (31). Los trabajos eldsticos producidos por esta ac-
cién y por el choque serdn idénticos.

,D'Z
Ry )'.

1—}—/&—Q~

La transformacién integra exige (a =

Ae

deo

1 \ .
Y > gl=Qax (33)

Si el recorrido a,, correspondiente & 4o, lo sustituimos por
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el qo, correlativo con el peso Q, estdticamente aplicado, y 4, lo
reemplazamos por @, la igualdad no se altera:

: \/ 2a
» = Qe P (34)
ge (1+4 -3)

El recorrido ¢, es el buscado; para que el solido alcance tal
deformacion en el punto chocado precisa obligarle 4 absorber,
en forma de trabajo eldstico, toda la energia subsistente:

& ,02 1

Q2y><

P
].-l—/i’/?

La accién estatica Q., capaz de originar ¢., y equivalente,
por tanto, al maximo efecto posible del choque, es:

’ 2z
gde

(D)

Ef funcién de la velocidad » = [/zga :
P (34"

1
— ge
=2\
g 1+k'z-
1 _ ,
Q=10 P (357)
990 T+ ko

Si se supone despreciable la masa de P ante la de Q se ob-
tienen las expresiones més corrientes de ¢, y @, en las que no

Q, =

(35)

interviene %, que se pueasn aplicar, como limites, 4 casos en que
aquella hipétesis casi se realice: una barra metdlica delgada,
chocada por un cuerpo bastante pesado. Pero 4 una construccion
seria desatinado hacerlo.

1 .
Suponiendo % = ?,para—g— =1,10, 25, 50, 100, el radical

1
1+ h—
"Q

0,196, 0,140, 1o que hace ver la exageracion que se cometeria al
tomar simplemente, prescindiendo de aquél:

vale, respectivamente, 0,816, 0,108, 0,272,

(34"") (35)

, S , 2a
qs=\/?aqe y 08 —\/ 70 )

Aun asi, la aproximacion, siempre por exceso. de las expre—
siones (34) y (35) & la realidad, varia mucho con la altura a 6, lo
que es igual, con la velocidad ».

Observemos que el trabajo de la fuerza @, equivale 4 toda la

energia cinética (31)
hPu?
29

Qu”
29

+

subsistente, verificado el choque, en la masa de Q y en la de &P,
es decir, 4 la energia que conserva el cuerpo chocante y 4 la que
anima & la construccién, y que una y otra concluyen por des—
aparecer en la forma cinética para almacenarse integras en forma
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de trabajo eldstico, al alcanzarse el recorrido ¢ .. Evaluado @ no

hay por qué ocuparse del peso de la construccién, que ya estd

involucrado en aquél.
2

Una misma energia , produce efectos muy distintos,

Qo
2g
segun los valores de @ y de ». Un choque de 100 kilogrametros
puede provenir de 10.000 kg. >< 0,010 m., con velacidad » de
0,443 m. por segundo; ¢ de 0,010 kg.>< 10.000 m., con
v=443. Si, para concretar, suponemos P = 1.000 kg. y

= —

5 las velocidades finales %' son respectivamente:

443

0,443
= 0,422, Y m‘l—— 02009.

1,05

En el primer caso apenas hay diferencia entre » y #; en el se—
gundo es enorme. '

C
(4 ey R I
(7] 71’_‘1€§1xwf' gciT‘;‘1
A S Axdwl . ,
wk | Pl 4 VO Axwd
twl.!.-4 wx 2 l
4
i wxT
a1l 2
o
[ 0. [l 0
Z A2 ZA
Fig. 1.*

En una barra (fig. 7.%) soportada por un plano rigido y sus—
traida & toda accion, incluso la gravedad, aplicamos stibitamente
una carga, C kilogramos por unidad de superficie. En el instante
inicial, la barra conserva todavia sus cargas moleculares, nulas
en todas partes. ‘

C no se transmite instantdneamente es decir, en un tiempo
nulo, & los demds puntos de la barra: se propaga de molécula en
molécula, con una velocidad 0. Al ecabo de un tiempo ¢, todas
las particulas dentro del espacio wt soportém dicha carga y la
llevan desde la seccion terrqina,l, donde actua la causa, hasta la
seccion 11. De ésta para abajo las cargas moleculares contintian
siendo todas nulas.

8i E es el coeficiente de elasticidad de la barra, la longitud

- c .
cargada wt sufre una variacion =z wt = A > wt. La seccién ter-

minal ha recorrido esa distancia con una velocidad .

Anglogamente, al cabo de un tiempo 2¢ desde el momento
inicial, quedan cargadas todas las moléculas hasta la seccién 22, 4
" la distancia w >< 2 las restantes contintian sin carga alguna. La
variacion de longitud es A >< 2wt y la velocidad del movimiento
de la seccién terminal, es siempre la misma, Aw.

Se llega, finalmente, & establecer el equilibrio molecular en
toda la barra al cabo de un tiempo T, cuando C alcanza la sec—
cién inferior que descansa sobre el soporte, supuesto absoluta~
-mente rigido. El acorfamiento de la longitud 7 == T, es el total
que puede sufrir la barra. La seccién terminal lo ha recorrido
siempre con la velocidad Aw.

La causa (carga molecular) se propaga con una celeridad w
mucho mayor que la del efecto (contraccién 6 dilatacién) aw. Es
una de tantas manifestaciones de la ley del retraso, universal en
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la naturaleza: el efecto nunca es simultdneo, sino posterior 4 la
causa.
Para que la velocidad de la seccién terminal sea mhayor, es

o}
forzoso aumentar A == — Y. por 1o tanto, la carga C; y en cuanto

ésta supere 4 la limite de elasticidad, la deformacién. producida
serd en parte pldstica 6 permanente, en parte todavia eldstica.
Cuanto mads se fuerce la velocidad de la seccién terminal mayor
serd la variacidn unitaria A' que & la materia se imponga. A’ no

. c . . .
sera ya 5 sino la suma de una variacién A’ todavia eldstica,

inversamente proporcional 4 un coeficiente de elasticidad E'/, no
ya el primitivo, sino uno variable y de otra variacién A'"' plds -
tica,disminuyendo tanto mds E'' y preponderando tanto mds A'!/,
ambas funciones de la carga unitaria ¢, cuanto mayor sea la ve-
locidad A'w. Y al llegar 4 un cierto limite de A’ se producird,
finalmente, la rotura.

Asi pues, y la experiencia lo confirma plenamente, del valor
de la velocidad que al ocurrir un choque toma la superficie del
solido chocado depende que se produzcan en la zona de impacto:

1.°, deformaciones puramente eldsticas cuando » = — es infe-
w
. L . .
TiorT 4 A = & 2.°, deformaciones permanentes si A excede 4 A,

6 lo que es igual # > w4, y 3.°, si »supera mucho ese valor, la
rotura del sélido chocado.

En los aceros dulces, corrientes en las construcciones, la ce-
leridad w, que es la de propagacién del sonido (¥):

w_‘\/ B _\/ 2.200.000 kg./cm®
a4 0,0078 %g./cm3

La carga limite eldstica vale de 2.500 4 3.500 kg./cm®y la
variacion limite, A de 0,001.14 4 0,001.36. La velocidad critica,
wA, 4 partir de la cual aparecen las deformaciones permanentes,
resulta de 6 4 7,20 metros por segundo.

Volviendo al ejemplo concreto, dentro del periodo en que v
desciende de su valor inicial, 443 metros por segundo, los pun—
tos del solido en contacto con Q (los valores numéricos cories-
ponden sensiblemente & los de una bala de fusil Remington), to-
man forzosamente al principio velocidades del orden de aquélla,
mucho mayores que el limite 7,20. La materia es arrollade en
la zona de impacto; la energia del choque no tiene tiempo para
transmitirse lateralmente ¢ interesar el resto del s6lido mis que
en pequelisima proporcién y se gasta casi integra en taladrarlo
total 6 parcialmente. Se transforma, por fin, en calor, salvo una
parte insignificante transmitida hasta las sustentaciones y alma--
cenada en forma de trabajo elastico en ellas y en el sélido.

De ahi nace la importancia capital de forzar la velocidad en
las armas de fuego, y, por lo contrario, de aumentar la rela-
cién A, forzando la carga limite eldstica L, en los blindajes. Claro
que el espesor del s6lido interviene eficazmente, mis que por el
aumento de masa, por sostener, por decirlo asi, las capas inferio-
res, 4 las que no llega integra, sino muy reducida, la velocidad
destructiva u, 4 las capas superiores, ya taladradas las primeras,
aplastadas las siguientes, menos deformadas las subsiguientes,
etcétera, hasta llegar, si el espesor es grande, por minoracién
progresiva de » & valores de ésta inferiores 4 A w, que sélo pro-
ducen deformaciones elisticas.

= 530000 em. 6 5300 m. por 1”.

(*) La densidad d es la masa especifica, expresada.en kilogramos-masa
1
por unidad de volumen. Involuera el factor ra ¥ la expresion de w resulta,

como debe, de la dimensién linea X< (tiempo)"_ 1,
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2
2y
y disminuye v, los efectos plasticos v calorificos, que no solo
afectan al s6lido P, sino también al cuerpo @, absorbiendo en
uno y en otro una porcién considerable de la energia-del choque,

~ van siendo menores y cada vez mayor la porcién transformada y
almacenada en trabajo eldstico.. v
El Himite, la transformacién integra, no se realiza nunca,
como ya hemos visto, {31), aun tratindose de masas muy pesadas
'y 4 cortisima velocidad: hay slempre una disipacidn de energia,
favorable & la resistencia del s6lido, en forma de elevacién de
temperatura en la zona de contacto de Py @, rebote de éste en
muchos casos, en otros deformaciones plasticas locales por veri-
ficarse el contacto en superficie muy pequena, vibraciones sono-
ras, etc. Las expresiones (34) y (35) son limites y la exageracién
que implican puede ser muy grande. Tomdndolas como ciertas
hay completa seguridad.

A medida que, 4 igualdad de fuerza viva , aumenta @

El calculo-de la accién de un choque, Q a =

kilo-

grametros, se reduce & delerminar las cargas sufridas por la
construccion y la flecha ge bajo la accién gradual de Q kilogra-
mos y & multiplicar los valores de aquéllas por el amplificador

&
2

(36)

que afecta igualmente & todas las flechas calculadas bajo la ac—
cién de Q. Si la construccidn es hiperestitica, las reacciones,
fuerzas 6 momentos, correlativos al peso gradual Q, también su-
frirén'.igual amplificacién. El cdlculo viene 4 ser, por tanto, de
falsa posicidn.

\

v

Aplicaciones generales.
Recapitulemos lo expuesto para concretar su aplicacién pric-

tica.
El trabajo eldstico, gradualmente desarrollado, es:

1 1
a\} L2 EE .
(8).=%) wro+s) 5o+
o 0
L
+Ti"f Bes @
(]

(37)

Si ha lugar 4 ello, estd complementado con el término rela—

tivo 4 la torsion:

(37')

1
1 (Mt)?
2 Et 1y

(o]
Y si hay una-variacion lineal desde A hasta A; en las fibras

superior é inferior, distantes entre sf ¢ y 4 las que corresponde en
1a fibra neuira », comprende también los térninos:

1 1
hs - Aj ;
fMtx———f’e ‘dH-f N¢><hgdl  (37)
[s] 0

§ es una funcién: 1.°, de los elementos de cdlculo M N 7, & su
vez funciones de las causas exteriores al sélido, T4 4 2 R, en
magnitud y posicion; 2.° de las dimensiones y forma del s6lido,
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caracterizadas por-S é I, en general variables, asi como de su
elasticidad, generalmente supuesta constante.

Hay, por lo tanto, una variable fundamental geométrica, 1,
longitud contada 4 lo largo del eje neutro 4 partir de un origen.
S & 1 son funciones explicitas de 7; M, N, T también lo son. Al
integrar entre cero y un valor particular de I, I, se totaliza el
trabajo eldstico desarroliado en el trozo de solido comprendido
enire el origen, un extremo generalménte y la seccién definida
por el subindice p, de 4rea y momento de inercia Sp, /.

. . 1 e, .
Ese trabajo, ya integrado, (&) ® es una expresion independiente -
o .
de la variable 1. 8i son conocidas todas las causas 24 | ¥ Ryse
1
introducen sus valores, (5) P se reduce 4 un niimero concreto de
L]

unidades de trabajo.
Si los valores introducidos son todos numéricamente conoci-
dos menos uno, el de la causa exterior, accidén 0 reaccidn que

. .7 . ¢ 1
obra precisamente eu la situacién definida por £, , (3)° noes ya
) 4]

un numero concreto de kilogrametros, sino una tuncién lineal
de la causa C,

(g):)":' {F) =< Cp i
en la que (p) es una magnitud concreta de la dimensién linea 6
angulo (uno 6 cero) segun que C, sea una fuerza 6 un momento.
8i, aunque Cp sea desde luego conocido, se le supone capaz de

variar sufriendo un incremento infinitesimal, 4 compds del cual

o\ ., < . trabajo .
(5 )P sufrirfa otro, la relaciéon de incrementos C—q;* es decir,
o 2

la derivada .
@)

70 (¢) (38)

es el recorrido de la causa ¢y .

Recordemos que (¢) se mide en la linea 6 eje de C, y que su
signo es + 6 —, segin que su direccién concuerde & discuerde
con la de ¢y .

Si la causa €, es todavia incégnita y, por lo contrario, cono-
cemos a priori su recorrido, (38) nos permite evaluarla,

Hemos supuesto previamente conocidas todas las demds cau-
sas C. En ciertos casos, sistemas isostaficos, lo son, por las ecua-
ciones generales del equilibrio, mucho méas sencillas que (38). En
otros, sistemas hiperestiticos, del conjunto 3¢ =X 4 + 2 R, co-
nocemaos desde luego todas las A y, mediante dichas ecuaciones,
algunas (3 6 6), de las R; hay, ante todo, que determinar las R
restantes.

Qi las sustentaciones de un sistema plano son en ndmero de:’

£, empotramientos;
a, articulaciones;
¥, apoyos de dilatacion,

el nimero total de reacciones es:
£(V, H, m)==3¢
a(V, Hy0)=2a33 ¢4+ 244 ¢
3(V, 0, 0)= &

y el de indeterminadas (3 ¢ 4 2a -+ &) — 3 = (3). (Los alemanes
suelen decir «sistema ¢ veces indeterminado».} Conocidas todas .
las 4, tres de las R se expresan en funcion de ellas yde las (i) R
restantes; éstas son las unicas variables independienies y me-
diante ellas y la variable fundamental  se formulan M, N, T.
Sim, n, p..... son los subindices que corresponden 4 las sus—~
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tentaciones que dan esas R; si hacemos las integraciones respec—
tivas de (37) desde cero & Iy, In, Ip..... y derivamos parcial- .
meunte respecto 4 Ry, Rp, Rp..... tendremos tantas ecuaciones:

1 N
d(d)om_: _ d(é)o“:()
P e -

a(8) "

4Ry —(P)p, .....

como incégnitas. Y siempre que conozcamos desde luego los
respectivos recorridos (p) el problema estard resuelto.

Los recorridos (p) de las reacciones son: 1.°, nulos, como li-
mite ideal de perfeccidén, al que se aproxima muchisimo una obra
bien sustentada; 2.°, desconocidos, pero calculables en funcion de
la reaccion correspondiente; por ejemplo, en un soporte de lon-

. gitud L, seccién S y coeficiente de elasticidad E4:

(plp = {39)

3.°
como ya hemos-visto (24) y (25).

En suma, llegamos 4 conocer totalmenle con las R el sistema
¥.C, v entonces podemos calcular las deformaciones de cualquier
parte de la obra.

El procedimiento no puede ser mds general Basta saber bien
la marcha, que es siempre la misma, para resolver toda clase de
problemas.

En la préactica conviene invertir el orden en que, por clari-
dad lo hemos expuesto. Es mas sencillo, y claro que nada afecta
al resultgdo, empezar por la derivacion bajo el signo fy dejar
para lo ultimo la integracion entre los limites debidos.

Asi, pues, se parte de la expresion, funcién de las derivadas
parciales;

Calculables por las condiciones de cambio de volumen,

o1 1 :
4 (9), M 2/
dRy o, EI ¢ Rp +
s aN ' ! 7
L x 1 39
f £S e "f £y S a3V
[¢] o]

Recordemos que las derivadas parciales de M, NV, 7, son los va-
lores particulares de estos elemeuntos, cuando el equilibrio se esta-
blece bajo la tnica accién unidad en lugar de R, y las demds ac-
ciones se anulan. Se pueden obtener aquéllas derivando M, N, T»
0 bien escribiendo directamente sus expresiones en el equilibrio
unitario antedicho.
~ Tal como hemos expuesto los teoremas de Castigliano y de
Mohr, parece que el cdlculo del recorrido de un punto (6 de una
seccién) donde no obre accidn ninguna es imposible. Segun el pri-
mero, hay que derivar respecto 4 una accién que no existe; con—
forme al segundo, hay que sustituir esa misma accién cero por
la unidad, lo que no parece legitimo.

8i introducimos en el punto (6 seccioén) de que se trate una
accion infinitesimal, 47, el recorrido incdgnito, ¥, producido por
el sistema X 4, sufrird un incremento, dy.

Los elementos de cilculo, M, N, 7, sufrirdn sus respectivos
incrementos y seran ahora Je la forma:

(M dM)= (M A ... 4 M dx + ..)+ My <Y (40)

y anilogos.

males, N
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" El trabaJo eldstico se convertird en (§ —}—da) yel recorrldo
de Y serd, como siempre (39): ’

d(és"—l—de‘?)loy

, d(d7)
(Y camy | awe-anm
—J. T X T @Er)

La dderivada parcial de (M -~ dM) respecto. 4 la accidn 4Y
serd My ,-es decir, el valor de (M —+ d M) cuando (4, ... Ak ...),
se anulan y se sustituye ¢ ¥ por uno. El recorrido (41) es, pues:

y—i—dy=f

cuyo limite, el recorrido buscado cuando sdlo existe X A, es:

at 4+ etc. =y 4 dy (41)

(M+ dM)

My
5 < >< dl + ete.

J_f—xMydl—{—eLL (42)

puesto que d y es de primer orden, lo mismo que/(dM) dal, mien-
tras que y, M, My , son todos finitos.

Basta, por tanto, introducir .la accién unidad en el punto 6
seccién considerados y obtener los valores de M, N, T correspon-
dientes al equilibrio, que sustituyen exactamente 4 las derivadas
parciales del caso general. Dicha accion uuilad serd de fuerza, 6
de momento, segun que el recorrido que se quiere calcular sea
lineal 6 angular.

Se prescinde casi siempre de tener en cuenta las fuerzas tan—
genciales 0 esfuerzos cortantes, T : su influencia en la deforma-

“c¢ién, y mas todavia en el valor total del trabajo eldstico, es pe—

quenn. La complicacién que introducen en el cdlculo hace que
tan sélo en uno comprobativo muy minucioso y de una cons—
truccién muy escatimada en dimensiones, valga la pena de apu-—

rar la exactitud. Los ejernplos lo demostrardn.

En muchas construcciones la influencia de las fuerzas nor—
, es también pequeha comparada con la de 1os momen-
mentos flectores, M, y se puede, por lo menos en una aproxima—
cion, prescindir de aquéllas. En otros casos, por ejemplo en los
arcos muy rebajados, predominan los trabajos debidos 4 N con
relacién 4 los originados vor M y constituiria grave error pres—
cindir de aquéllos. (¥)

La serie de ejemplos consecutivos pond rd de manifiesto cuanto
queda dicho y aclarard la manera de desarrollar el procedi—

miento.
(Continuard.)
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Apuntes sobre Mecdnica social

Por ANTONIO PORTUONDO Y BARGELO,
Ingeniero de Caminos, Canales y Puertos.
(Conclusién.)

Energia de las agrupaciones.

Para ver la energia-de una agrupacién social, empece-
mos—como siempre—por recordar lo que sabemos por la
Mecadnica de los sistemas materiales.

(*) En un arco paraboélico articulado, uniformemente cargado segin la
cuerda, M es constantemente nulo, como en su reciproco, puente colgado y
como en el arco en catenaria uniformemente cargado 4 lo largo de la fibra
neutra.



