REVISTA DE OBRAS PUBLICAS

Su visita & los puertos de Sevilla, Cidiz v Huelva, en los ul-
timos dias de Enero de 1901, fué un acontecimiento, y el Sv. Al-
zola recibi¢ muchas pruebas de alta consideracién y carifio,

Con probidad patridtica que nunca se elogiard bastante, de-
tuvo algunos expedientes sobre concesiones de carbén & extran-
jeros en las islas Canarias y en las rfas de Galicia, y propuso al
Ministro'la preparacién de disposiciones concernientes & la defen-
sa nacional, como denegacion de concesiones de muelles y em-
barcaderos & extranjeros en la vecindad de las plazas fuertes y en
los fondeaderos de cierta importancia.

Siendo Presidente de la Gdmara de Comercio de Bilbao, re-
clamé en el Ministerio de Agricultura y Obras piblicas contra el
defectuoso alumbrado maritimo del Machichaco y la Galea. Se
deben al Sr. Alzola otras muchas innovaciones, reformas é ini-
ciativas de la misma importancia.

La conduccién de su cadaver al cementerio de Vista
Alegre constituyo una verdadera manifestacion de duelo,
habiendo sido presidido este acto por la Exema. Diputa-
cion de Vizeaya en cuerpo de comunidad y por la familia
y amigos del finado.

Descanse en paz nuestro ilustre amigo, y reiteramos
‘nuestro-mas sentido pésame & la familia del finado, con-

fiando que el cielo sabra premiar sus virtudes y sus des-
-velos continuos en el trabajo.
F. pE L.

*
* %

La RevistA DE OBRAS PUBLICAS, qué tan grato recuerdo
conserva del que sobresalientemente colaboré en sus tra-
bajos, siendo digno de especial mencion el de Las obras
plblicas en Espafia, que tantos elogios merecio, interpreta

-el sentimiento de todos los Ingenieros de caminos, aso-

-eidndose de todo corazdn 4 las frases de duelo antes ex-

~presadas por la muerte del que tanto se distinguié en la
profesiéon y en cuanto empleé su actividad. Su nombre
ilustre no se olvidard entre nosotros. Nos asociamos al
pesar de su distinguida familia.

Ho'menaje a Alejandro Olano.

— .

La muerte de Alejandro Olano ha sido por todos sentida; en
unos la noticia de su triagico fin ha producido el sentimiento hu-
manitario natural por la pérdida' de un compatiero de carrera ¢
de un conocido de varios dias; pero en muchos, en los que fui-
mos sus buenos amigos, la pena ha sido profunda, el sentimien-
" to grande, jtan grande como eran el talento y el corazén de
Olanot

Su muerte ha removido en mi los afectos juveniles de hace

~ veinticinco aflos, de esa época de la vida, en que la amistad esta

~ cimentada con las ilusiones, y aun no adulterada con los des—

engafnos: entouces, 4 pesar de estar distanciados por los estudios

" que en la Escuela cursibamos, nos unié, sin embargo, una es-
trecha y fraternal amistad, después nos separamos, nos volvimos
4 ver 4 su regreso de Filipinas, de cuando en cuando he recibido
con satisfaccion noticias de sus triunfos ingenieriles; luego he
sabido con amargura ‘su tragica muerte.
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jClega y torpe muerte, sorprendiste & nuestro malogradd
compallero en el apogeo de su carrera, en la plenitud de 5u vida,,
te hiciste dueiia de su cuerpo, pero su espiritu perdurard en nos-
otros! ,

El nombre de Olano no sers olvidado por los que fuimos sus
amigos, ni tampoco debe olvidarlo ningin Ingeniero de caminos;
no sblo por las especiales circunstancias de su muerte, sino tam-
bién por sus méritos profesionales: debemos rendirle homenaje
de sabio y de valiente. :

Una manera de cristalizar este pensamiento pudlera ser la
construccion de una artistica lipida expresiva de sus. méritos
técnicos y de su trigica muerte, que serd costeada por el Cuerpo:
de Caminos y colocada en el Mmel en el sitio mismo en donde,
cumpliendo con su deber, nos lo arrebato la muerte. :

De esta manera su cuerpo quedarda bajo la tlerra su egpmtu
petrificado en su obra y su recuerdo en nuestros corazones.

‘Descanse en paz el ilustre Ingeniero, el hombre honrado y
valeroso, el buen amigo y compailero.

FRANCISCO G. DE MEMBRILLERA.

Barcelona 1.° de Noviembre de 1912,

_—e———————————

L0S METODOS DE CALCULO OF ESTRUCTURAS
DERIVADOS DEL TRABAJO ELASTICO
ror D. JuaNn MANUEL DE ZAFRA,’

Profesor de Hormigon armado y de Puertos en la Escuela especlal de Caminos - -
Canales y Puertos.

I

Introducecidn.

La Mecdnica aplicada, la ciencia 4 un tiempo racional y ex~
perimental, caballo de batalla del Ingeniero, aparece, para la

mayoria de los que en Espafia la practican, con un caracter ab-

solutamente estdtico. La nocién de trabajo en uada interviene en
el cilculo de comstrucciones, tal como, analitica 6 grificamente,

se suele realizar. Y mientras que los problemas estaticos se re-
~suelven fdcilmente; se tropieza ‘con dificultad grave en cuanto

aparecen acciones dindmicas cuyo efecto en la construcm(’)n pre—
cisa evaluar.

La orlentacuﬁn de la escuela francesa en el sentido esté.tlco Y
el ser francesas las obras en que la mayoria de los I ngenieros es-

~ palloles ha estudiado Mecénica aplicada, son la causa de aquéllo.

El cilculo de la estabilidad de una construccion es un pro-
blema esencialmente dindmico: es el estudio del paso de un éqiii-
librio inicial 4 otro equilibrio final, paso que implica fatalmente
un movimiento. Se mueven las causas exteriores, cuya accién rom-

- pe el equilibrio primitivo; se mueve poquisimo, pero se mueve,

la construccién, algo en su conjunto, mucho més en sus elemen-
tos unos respecto & otros: tradajan, & un tiempo, las ca'us'as;e;i—
teriores y la construccién. La energia puesta en juego por aqué~
llas se almacena en ésta, una vez logrado el equilibrio y alli
subsiste, en forma potencial, hasta que la desaparicién de las
causas provoca un proceso reciproco del primero y que realiza &
expensas de esa energia. '

El principio de D’Alembert permite reducir los problemas
dindmicos & estiticos, mediante la introduccién de las fuerzas de
inercia. 8i las velocidades de las causas exteriores y de la cons—
truccién decrecen indefinidamente, es decir, si el movimiento de
unas y otra se hace indefinidamente lento, desaparecen aquellas
fuerzas. Tal es el fundamento de la escuela estdtica: el prgbletfla



540

se reduce al del equilibrio final, entre unas causas que ya.se han
movido y una construcelén que ya se ka deformado.

Si las causas son de suyo dindmicas, un choque, por ejem-—
plo, no hay posibilidad de prescindir de las fuerzas de inercia:
el problema se resuelve por dicha escuela, siempre por reduccion
al caso éstdtico, mediante el principio de D’Alembert.

La escuela cinédtica plantea el problema de un modo mucho
mas general, aplicande el principio de la conservacion de la ener-
gia. Poco importa que las causas exteriores sean estdticas 6 di~
nimicas: ponen en juego un trabajo, una energia, que al desapa-

- vecer aparentemente, 8lcanzado el equilibrio final, tiene que sub-
“sistir integra; la construccion la guarda en las deformaciones y
movimientos v hasta, & veces, en la elevacidn de temperatura
que ha experimentado. En lugar de igualdades de fuerzas 6 equi-

valencia de éstas con las originadas por deformaciones, son igual- -

dades de trabajos, desarrollados por las causas, absorbidos por
la construccion, las qhe maneja la escuela cinética. Sus proce-
dimientos se reducen & uno solo: bhien sabido, y es muy sencillo,
cualguier problema, estdtico 6 dindmico, se plantea con suma fa-
cilidad. S
Y, sin embargo, como la verdad es una sola, ambas. escue—
las llegan naturalmente, al mismo resultado: por el camino mas
directo la cinética, por otro, en general mas tortuoso, la estdtica.
Es curioso que la escuela francesa, desde Bresse (1859) hasta
los tratadistas de hoy dia, haya desdenado seguir la seuda empe-~
zada 4 abrir por Clapeyron (1833) y proseguida por Lamé (1852).
Verdad es que Clapeyron habia sido precedido por los suizos Ber-
noulli (Daniel) y Euler (1741 y 1744), aunque sin generalizar és-
tos Ja ley de igualdad de trabajos. ]
El italiano Menabrea (1858), el inglés Maxwell (1864), el ale-
min Mohr (1874), y sobre todo el italiano Castigliano (1873 y
1879), han sido, parcialmente aquéllos, totalmente éste, los fun -
dadores de la escuela. Y, sin embargo, no se ha desarrollado sino
.entre los alemanes, con Miiller Breslau 4 la cabeza (1884), y no
. ha tomado gran auge sino ya entrado este siglo, coincidiendo con
1a aplicacion del hormigén armado en la forma tan atrevida como
_cientifica que ha alcanzado en Alemania.

.. -Desde hace algunos afios, por seguir esas aplicaciones alema-
.nas. del hormigén armado, estudiamos los procedimientos de

cdlculo cinético y hemos terido ocasién de aplicarlos repetidas

veces. Enamorados de su generalidad y de las ventajas que pro-
- curan; tratamos de difundir su conocimiento y de ponerlos al al-
"cance de los compafieros que quieran utilizarlos.

Con objeto de hacer la exposicién lo més clara y facil posible,
procederemos del modo mds elemental, 4 riesgo de que se nos
tilde de pesadez.

Antes de abordar el estudio del trabajo estableceremos las no-
taciones y representaciones que hemos de emplear.

Una fuerza, representada por un segmento de su linea de ac-
cién con su flecha, serd indicada por diversas letras mayusculas,
seglin la clase de causa 0 efecto 4 que se refiera: ¥, fuerza en ge~
neral; @, fuerza eldstica; A, accidn; R, reaccién, etc.

La proyeccién sobre la linea de una fuerza, del camino reco~
rrido por su punto de aplicacién, se llamard recorrido lineal; es—
tard representado por otro segmento de la linea de accién, con su
flecha correspondiente y afectado con los signos 4 6 —, segin
que su direccion concuerde 6 discuerde con la de la fuerza (figu-
ra 1.%). Se designard por las minusculasf, ¢, 4, », etc., que en
cada caso correspondan 4 F, @, 4, R, efc.

El trabajo, producto de fuerza por recorrido, estard represen-
tado por el drea del rectingulo Ff, ®¢, Aa, Rr, con el mismo
signo del recorrido; & la derecha de la linea de accién si es posi-
tivo y viceversa.
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" El momento de un par (fig. 2.%), drea del paralelégramo cons-
truido con sus dos fuerzas, estard representado lo mismo que una
tuerza, sobre cualquier linea de accién (eje) normal al plano del
par. Si las escalas son:

unidad de longitud < > E unidades de fuerza
unidad de longltud < > ¢ unidades de recorrido

la de momentos es:
unidad de longitud < > Fe unidades de momento.

E, e, (Ee), son asi magnitudes del orden cero, nimeros abs~
tractos. Las designaciones serén: », momento en general, ¢ tam-
bién de empotramiento; 4, accién; R, reaccién (acciones y reac—
ciones pueden ser del género fuerza 6 del género momento).

Fig. 1.

E! dngulo descrito por cualquier linea del plano del par se
Namara recorrido angular; estard representado por un segmenfo
medido en ¢l mismo eje arbitrario del par, afectado por el signo
~}- si el sentido del giro concuerda con el del momento y vice~
versa. Su escala serd:

unidad de longitud << >> unidad de 4ngulo
y su designacién:
©, a, r, etc., correlativa con m, A, R, etc,

El trabajo, producto del momento por el dngulo girado, esta-
14 representado por el drea del rectdngulo mp, Aa, Rr, elc., con
el mismo signo del recorrido Emgular y 4 derecha ¢ izquierda
del eje, séglin sea 4 6 —,

Fig. 2.2

La escala de trabajos es naturalmente la misma, procedan de
fuerzas ¢ de momentos:

unidad de superficie <> (Ze¢) unidades de trabajo;

Recordemos que los pares se proyectan, componen, etc., lo
mismo que las fuerzas, operando sobre 10s cjes que en magnitud
v sentido los representan, y que del mismo modo se procede con
los recorridos angulares 6 rotaciones. Asi, pues, en el caso mds
general de considerar un momento, representado por su eje ¥ un
angulo de giro alrededor de otro eje, llamaremos recorrido angu-
lar correspondiente al momento 4 la proyeccién sobre su eje del
segmento representativo del giro.
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Observemos que como las fuerzas y momentos pueden tener
cualquier direccion en el espacio, no cabe atribuirles signos: sélo
son éstos posibles en los trabajos y resultan sencillisimamente
de la convencién admitida (*).

IT

Bl trabajo virtual.

Si sobre un punto material en equilibrio acidan diversas
fuerzas y el equilibrio se conserva, la suma de proyecciones de
aquellas sobre cualquier direccion arbitraria debe ser nula:

S Fcosa=0.

8i en esa direccion se supone posible una desviacion vertual, v,
del punto, el producto » >< £ F cos «, idéntico 4 la suma 3 F <
(v cos «) es tambien necesariamente nulo.

(v cos a) representa un recorrido virtual, f, en la direccion. de
cada fuerza. Como » y « son arbitrarios, F es en absoluto inde-
pendiente de F.

Indicando con F dicha independencia, el simbolo = F’f: 0,
expresién del trabajo virtual nulo, es la expresion del equilibrio
del punto. ‘

- 8i sobre el punto actiian pares ¢ momentos »e, debe resultar
también 2 m cos « = 0 en tualquier diréccién arbitraria en que
se proyecten aquéllos. Si alrededor de esa direccidn arbitraria se
considera posible un giro 6 desviacion angular virtual v,

¥ >X Z2mcosae =Zm (7 cosa)=0.

{r cos e} representa un recorrido virtual, w, alrededor del eje de
cada momento. Resulta andlogamente, por la arbitrariedad de v
ydea, Smopu=0, nulidad del trabajo virtual de .

8i, en general, actdan sobre el punto fuerzas y momentos, el
equilibrio exige: '

(1) SFfr=0 ; Zmp=0 (2

Designando, en general, por C las causas (fuerzas 6 momen-—
t0s) independientes de los recorridos, ¢, efectuados virtualmente (los
lineales en las direcciones de las fuerzas, los angulares alrededor
de los ejes de los momentos) las s expresiones (1) y (2) se verifican
siempre que = Ce= 2Ff—|—2mu =0, Para que la suma de
los productos (C ¢) sea nula, cualesquiera que sean Cy ¢, se nece—
sita imprescindiblemente que sean nulas por separado las sumas

Ff, mpu.
Ut sistema de valores f’ «' podri conducird 2 Ce= 0sise
cumple 2 F 7 = — = : m ', Con las mismas Fmyu', otro siste-

ma f'! conducird 42 F /' 2 — Sm u/, yno se verificaria. ya
SCe=0.

Por este mismo razonamiento, la condicién = C¢ = 0, ex—
tendida la suma 4 todas las causas ' C '’ ..... que actien sobre
un sistema de punth matemales invariablemente unidos, implica

necesariamente 3 C'c = 2 C''¢ = ..... = 0. Un sélido indefor-

mable permanece en equilibrio si el trabajb virtual de las causas

que sobre &l actdan es nulo.

Si el so6lido es deformable, pero dentro del periodo de ela,stl-—
cidad perfecta (**) entre punto y punto materiales aparecen varia-
ciones de distancia: nace un sistema de fuerzas interiores @, co—
rrelativo con el de causas C. Cada punto efectila, relativamente al

(*) Negativo equivale 4 resistente. Como veremos, todo trabajo negativo
se acumula en forma de energia potencial.

(**) Ningin cuerpo la posee desde un principio. Por la reiteracién 6 per-
manencia de cargas, todos los materiales de construceion llegan 4 ser, dentro
de ciertos limites, perfectamente elasticos.
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inmediato, un movimiento que proyectado en la direccidn de ¢ da
un recorrido ¢, correlativo con el sistema de recorridos ¢. Si
cualesquie:a que sean de una parte Jas causas ¢ y las fuerzas por
ellas originadas, @, y de otra los recorridos ¢y los 4 ellos corres-
pondientes, ¢, la suma de todos los trabajos virtules Cec yEcp es
nula, el sélido quedard en equilibrio.

Contemos positivamente los trabajos cuando concuerdan los
sentidos de causas (fuerzas 6 momentos) y recorridos (lineales 6
angulares). En el interior del sélido esos sentidos son siempre
opuestos: las fuerzas eldsticas coartan las deformaciones de que
nacen. Poniendo en evidencia el signo, la expresion del equi-
librio es:

3iCe—o9f =0

SCec=309% (3)
6 sea la igualdad, en valor absoluto, de los trabajos virtuales de
las causas externas y de las fuerzas internas, cualesquiera que
sean, de una parte las causas, de otra los recorridos de éstas.
Las causas exteriores son de dos clases: acciones y reacciones.
De obrar sélo las acciones el sélido se pondria y permaneceria
en movimiento: los cuerpos que sustentan al sélido se oponen,

.perg:no en absoluto; ceden, deforméndose y restringiendo el mo-

vimiento y de su deformacién nacen las reacciones que llegan 4
anularlo y 4 dejar finalmente al s6lido en equilibrio.

Un buque al que se agrega un peso, aumenta visiblemente
de calado. Un puente de arco entre dos macizos de roca parece
que no sufre movimiento alguno en sus arrangues cuando pene—
tra una sobrecarga. En realidad la roca cede eldsticamente y,
aungque en cantidad inapreciable, se mueven los arranques del
arco.

Las causas externas satisfacen, llegado el equlllbrlo, i la
condicion simbdlica

SC=3SA+3SR=10 (4
C, 4, R, representan lo mismo fuerzas que momentos. La expre-
sién (4) involucra, de este modo, las condiciones de la Estatica,
seis para los sistemas de tres dimensiones y tres para los de dos.

Consecuencia de (3) y de (4) es 2@ = 0, puesto que Cy ¢
constituyen un sistema total en equilibrio.

Toda reaccidn nace de una deformacion del cuerpo sustenta-
dor, y, por tanto, implica un recorrido lineal 6 angular, cuya
proyeccion, 1-; sobre la fuerza 0 sobre el eje del par, es de senti-
do opuesto al de éstos: la reaccién coarte y limita la deforma-
cion. El trabajo de las reacciones es resistente, negativo: ponién-
dolo en evidencia resulta como condicién de equilibrio:

sCc=34a—3Rr=230y. (5)

A las acciones 4 corresponden por las formas de sustentacion,
determinadas reacciones B Y, por la constitucion y forma del solido,
determinadas fuerzas internas ®. A los recorridos correspon—
den, anilogamente, determinados » y ¢. Como las variables 4, a,
son en absoluto independientes una de otra, lo son también entre
si las respectivas funciones, R respecto 4 r, © respectd 4 t. 8i,
cualesquiera que sean A Y a, se verifica la condicion (5), el soli- -
do eldstico queda en equilibrio.

Bl ideal del constructor seria anular en absoluto los recorri-
dos ». En la imposibilidad de lograrlo, se procura sustentar las
construcciones de tal modo que los posibles » sean sumamente
pequefios. El ideal = R+ ==0, es decir, la nulidad del trabajo
puesto en juego en las sustentaciones no se alcanza por comple-
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to, pero falta poco. Asi, pues, en una construccién dien estableci—
da se puede admilir con suficiente aproximacién

SAa-—= z«» (6)

Cada sustentacién produce un sistema de reacciones infinite-
simales, aplicada cada una 4 un punto de la superficie de con-
tacto entre el solido y el cuerpo sustentador. Este sistema se sus-
tituye por uno equivalente, constituido por la fuerza y par re-
sultantes de trasladar todas aquellas reacciones al centro de gra-
vedad de dicha superficie. La fuerza & su vez se sustiluye por sus
dos componentes, vertical 1y “horizontal. El trabajo R r equivale
4 la suma Vo 4 Hh -+ mp y la condicion ideal queda expre-
sada por

3 Vo4 Th4mul—

que -por el razonamiento ya conocido, y en virtud de la indepen—
dencia entre reacciones y recorridos, implica la nulidad de cada
uno de los trabajos Vv H n, m u relativos 4 cada sustentacion.

Recordando que llamamos recorrido al efectuado segin la di-
reccion de la fuerza ¢ alrededor del eje del momento, se com-
prende que ciertas formas de sustentacion permitan al sélido
elastico una deformacién relativamente grande, pero sin compo-
nente alguna segin la direccion 6 alrededor del eje; es decir; con
recorrido nulo y trabajo nulo.

Las fOlHl&a de sustentacién de un sistema plano son tres:
apoyo movil, 6 de dilatacion; apoyo fijo, 6 de articulacién; apoyo
comypl to, 6 empotramiento. k

En el primero (fig. 3.2), que permite una traslacién ¢ paralela

Fig. 3.

4 una recta dada, s6lo es posible una reaccién dirigida normal-
mente 4 dicha recta, pero aplicada 4 un punto variable segin
aquella traslacion. Equivale practicamente al apoyo sobre un ro-
dillo. Si la traslacién posible es bastante pequeda, se confunde
su efecto con el de una rotacién alrededor del centro instantineo,
contacto del rodillo con el plano de rodadura y el apoyo se sim—
boliza por una biela articulada al sélido y al cuerpo sustentador.
No pueden existir H ni m.

En una articulacion (fig. 4.%) que permite el giro ¢ alrededor
de su centro, sdlo es posible una reaccién que pase por el mismo,
pero st inclinacién puede ser cualquiera, lo mismo que la rela—
cion de sus componentes, V, H. Se simboliza por dos bielas con-
currentes: el solido resulta articulado en la interseccidn, real 6
virtual, de dichas bielas. No puede existir m.

En un empotramiento (fig. 5.%) que no permite ni- giro ni
traslacion, la reaccién puede pasar por cualquier punto y en
cualquier direccion. Para que la seccion empotrada del sélido
permanezca invariable basta fijar un punto por una articula-
cién y soportar otro en un apoyo movil, de modo que para un
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punto cualquiera la traslacion ¢, compatible con el apoyo, sea in
compatible con el giro g, alrededor de la articulacion. v, H, m,
pueden ser cualesquiera.

Geométricamente, son nulos: en el primer caso, »; en el segun-
do, v, h; en el tercero, », h, ¥, y en todos ellos 2 Rr, que es, res-
pectivamente (3 Vo), (2 Vo + 2 Hh) 7 (2 Vo + 2 Hh -3 m p).
Realme te, ni rodillos, ni rotulas, aun supuestos en absoluto in -

’ s
J \ ;
Il > f=|o
heo > (&
g
=0 ¥ [ V' meo
m=0 A E fo
Fig. 4.*

deformables, dejan de presentar rozamiento, que origina en el

" primer caso una reaccién H, y en el segundo otra m, y oponen

cierto trabajo = Hh 6 3 m p. Prdcticamente, en una construccion
bien sustentada, = Rr se puede eonsiderar nula, y como suficien~
temente aproximada la condicién

S4da = 30q (6)

Puesto que A y sus consecuentes @ son en absoluto inde-
pendientes de a y sus correlativas ¢,si d la accién unidad, aplica~
da 4 un punto determinado p, corresponde el sistema de-fuerzas
interiores ¢,, 1, la ecuacién:

Tx<ap =30, 1<% (7)

determina el recorrido ap de aquel punto en funcion de los reco—
rridos 9, cualquiera que sea el sistema (@, ?). Si podemos calcu-

Fig, 5.2

lar los ¢’ producidos por un sistema particular de acciones cono-
cidas, 4/, en funcién de los recorridos incognitos, o', exigidos
por el equilibrio, la expresidn:

Txap=30,1<¢ (8)

determinard el recorrido a'p del punto p cuando el sélido soporte
en equilibrio el sistema A,
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Para que esto ultimo suceda, claro es que tiene que coexistir
con el sistema A’ el de reacciones correspondientes R', sin el cual
no habria equilibrio posible. Y por la misma razén, con 1 tiene
que coexistir el sistema R,. Aunque los trabajos de estas reaccio-
nes se eliminen, R’ y 131 intervienen necesariamente: las prime-
ras en la determinacion de ¢', las segundas en la de @, ;.

a'p estd, como siempre, medido en la direccién (6 alrededor

del eje) de la accién unidad aplicada & p. Las direcciones de las
fuerzas moleculares © son siempre las mismas, variando sélo sus

signos y valores: Los recorridos ¢ estin medidos segin esas di-

recciones constantes. -

El primer miembro de (8) mide, prescindiendo del factor uni-
dad de accidn, el recorrido lineal (6 angular) de un punto (6 una
linea) del solido sometido al sislema A’ y en equilibrio. El se -
gundo miembro valora el trabajo que las fuerzas eldsticas pues—
fas en jueso al actuar la accién unidad en agquel punto (6 linea)
desarrollarian si los recorridos fueran los relativos al equilibrio,
10 bajo aquella accién, sino bajo el sistema A’. Este trabajo lo
llamaremos tradajo virtual unitario.

El teorema de Mobr, expresado por (8), es:

El (rabajo virtual wnitario de wn sistema de acciones relativa—
mente ¢ un punto (6 linea) mide el recorrido real de dicho punto (6
linea) determinado por aquel sistema.

Decimos mide porque el factor unidad de fuerza (6 de momen-
ﬁo) multiplica siempre el recorrido lineal (6 angular) para expre-
sar la igualdad de dos trabajos. ’

Los recorridos  sou ficiles de ¢valuar; son los que un punto
(6 linea) efectian & causa de la deformacién relativamente al
punto (6 linea) contiguo.

En una pieza prismatica, de coeficiente de elasticidad E y sec-
cién 8, sometida 4 una fuerza normal, N, en el centro de grave-
dad, una rebanada de longitud 4 sufre una contraccién 6 dila—

tacion
at < —Z‘V— > —l— =l X< i
N B ES
Este valor es el del recorrido lineal de éualquier punto de la
seccion. ‘ :
Cuando la misma rebsnada soporta un momento flector M, el
recorrido angular 6 giro de la seccidon es anilogamente

a2 L s X
TN F T

Una fuerza transversal T, ¢ esfuerzo cortante, aplicado al cen-
tro de gravedad, produce un recorrido lineal de todos los puntos
de Ia seccidn

d X r >
E S X.
E; esel coeficiente de elasticidad transversal y x un coeficien-
te numérico, mayor que la unidad y dependiente de la forma de
la, seccion (*}.

Como es sabido, las deformaciones debidas al esfuerzo cor-

tante son, en general, pequenas comparadas con las producidas -

por la fuerza normal N y por el momento flector M, y se pres-
cinde usualmente de tenerlas en cuenta,

(*) Elvalor de % es, llamando D la carga de desgarramiento, variable en
. ca,da. punto de la seccién,

2= 2w fD‘ldS.
)

En las secciones rectangulares = == 1, 2; en las doble T, aproximadamente

S

* = ———, siendo a la altura totaly e el espesor del alma.
ac .
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Introduciendo estos valores en (8), si N, M, T, expresan los
elementos producidos en el equilibrio bajo la accién unidad, al
obrar ésta en un punto (6 linea) p y en una direccion linesl (6
angular) arbitrariamente elegida y s N M 7 son los originados
en el equilibrio bajo un sistema de acciones cualesquiera, 4, re-
sulta:-

1><ap__fN>< dl+f X —

+f2’1><x T w (9)
B 8

d!—}-

expresiones concretas de los recorridos reales producidos en p,
segun la direccidn escogida, originados en el equilibrio bajo el
sistema 4.

Reduzcamos el*sistema 4 4 una sola accién aislada, de valor
@ veces la unidad, aplicada en ¢. N, M, T se convierten en N* '
T' para la unidad y en oN' a¥' aT" para A = (a > 1), en el mis-
mo ¢ aplicada. EI recorrido

1><apq::.fN ><——-‘ wlh}—f]l[ ><q..._ at 4

'; aTl
f 74><"'E Sdl

producido en p por la accién 4 que obra en ¢, es idéntico 2l es-
crito en otro orden:

.fN1>< dl><JM x“‘d}‘FleX";Z:;

(10) -
que, como o« N, «M,, a T, corresponden & la accién (z =< 1) apli-
cada en p, mide el recorrido originado en ¢ cuando la misma
accién A obra en p. :
Queda " asi sencillamente demostrado el teorema de Maxwell
0 ley de la reciprocidad de los recorridos, cuya expresion mais
breve es:

dl =

= 1> aqyp

Apq=aqp (11)

El recorrido-e. p causado por la accion A, actuante en q, es
idintico al recorrifo en q originado por la misma accion A, actuan-
e en p. '

Designemos en general por a'y 4 el recorrido en p, debido 4 la
unidad eng. 8ien 1, 2, 3 ..... n, obran acciones, 'de valores 4,4,

A, ..... Ay, el recorrido total enp vale:
I>Xapqa,2s..0=2a'p (1X A4) Fa'p, (1< A4
+a'pn(l X 4y ) (12)
expresion cuyos términos son todos trabajo; = accioiles >< reco-

rridos, que no cambian si se atribuye & la unidad en el seguudo
miembro la dimensién «recorrido», y al mismo liempo 4 los
a'pq la dimensién «cero». Asi considerados los a'y q son valores
numéricos, coeficientes, que m'den la influencia de la posicion
de ¢ respecto & p 6 de p respecto 4 q.

Pero es mas correcto considerarlos como verdaderos recorri—
dos: los 4 son entonces valores numéricos, la unidad de accién
se elimina en ambos miembros v el recorrido total es la suma
de productos de los recorridos parciales wnitarios por los valores
numéricos de las acciones respectivas. :
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El teorema de Mohr no es sino una consecuencia de otro mds
general, y, sobre todo, de expresién mds clara, precisa y elegan-
te, relativo al trabajo reatmente desarrollado en la deformacién.

111

Rl trabajo real.

El trabajo wirtual unitario es un puro ente de razdn, producto
de fuerzas eldsticas engendradas en el equilibrio bajo la aceién
unidad y de recorridos independientemente originados en el equi—
librio bajo un sistema de acciones.

El trabajo rea! eldstico, producto de fuerzas y recorridos cau-
sados ambos en el equilibrio correspondiente 4 un solo sistema
" de acciones, que simultdneamente engendran aquéllas y éstos,
depende intimamente'del modo de obrar dicho sistema y del
modo de generar fuerzas y recorridos. _

Un so6lido, en equilibrio inicial, recibe una accion. Si ésta se
manifiesta gradualmente, creciendo desde el valor cero del esta—
do inicial, hasta adquirir su valor total al cabo de un cierto
tiempo, del mismo modo irdn desarrolldndose gradualmente den-
tro del sélido las fuerzas eldsticas @ y sus recorridos 6 deforma—
ciones ¢. En cualquier momento, dentro del régimen de perfecta
elasticidad, unas y otros son exactamente proporcionales:

¢ =1, 6 =Ko

El trabajo eldstico, gudualmente desarrollado, crece desde
cero hasta

o K . Do
f(bd(\omfl{q;d‘? —2-9 ____2__
O D 2
$do = EodDd == — O° =
2 2
Yo 0

siempre negativo, por ser opuestos 105 senlidos de @ y ¢
Durante el mismo-periodo, el recorrido de la accidn, ¢ la de-

(13)

©,
=2
-.e

formacién del solido en el punto correspondiente, crece en pro- -

porcidn 4 aquella cansa desde cero hasta su valor final. El trabajo

. ; Aa . .
puesto en juego es andlogamente - Y las reacciones del sis—

‘ . . Br
tema sustentador desarrollan un trabajo negativo —

, pric—
ticamente nulo.

Mientras la duracién del periodo sea finita, el solido elaauco
se anima con una velocidad y pone en juego una energia cinética

1 ., . .
- 3 m »® también finita. En el limite, cuando la duracién crece

indefinidamente, dicha energia (que en su lugar estudiaremos)
tiende 4 anularse. El equilibrio se establece de un modo Uxadudl
y tendiendod la condicidn lmite:

Aa Lr X
23 — T,
2 2 2

&}

6 prdcticamente:
)
s e %2
2 2
Los trabajos reales gradualmente puestosen juego por N, M, T,
son:

(15)

! 3\r><—N——cu——l »
2, ; ES o ES

‘polar I' determina un recorrido angular
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— M Y al = dl 16
2 =< Er7 ¢ )
1 i
—2- 7> % &S dl = b4 7S (17)

En el caso, mds general, de no esiar las acciones contenidas en
el plano principal delsélido, ¢ de ser éste de planta curva, existe un
momento de torsion Mt que en la seccién de momento de inercia

Mt .
R vy un trabajo,

por torsion,
! MEx< M il == —l- MLy at
2 Er YT 2 ) EE
Mt es un elemento de cdlculo completamente homologo de los
demds, N, M, 7: le es aplicable cuanto respecto & éstos digamos.
Como en la mayor parte de 103 casos practicos At es nulo, pres—
cindimos de 1 y del trabajo eldstico que le corresponde.

Los elementos de calculo, N, M, 7, producidos en el equili—
brio bajo acciones 4, 4, . Ap son de la forma

N =N, 34,4 N, > Ay~ soeee - Ny Aq, etc. (18)

lamando en general Ny, My, Ty los producidos en el equili-
brio bajo la accién unidad en k. N, M, T, correspouden, natu-
ralmente, 4 la coexistencia de las acciones y reacciones.

Estas son funcién lineal de agquéllas, y el momento par—
cial (My >< Ay ), por ejemplo, es la suma de: my > A, co-—
rrespondiente 4 la accidén por si sola, mas m'y Ry = m'y
(' Ay ), relative 4 una reaccién (o' Ay ), ete., ¥ My = myx -+
za Ik m,k.

Estos valores unitarios ¥y, M, , Ty son independientes de
las acciones: solo dependen de la forma, dimensiones y propie-
dades eldsticas del cderpo de las posiciones de & y de Ay, Son,
finalmente, las derivadas parciales de N respecto al valor de la
accion en % (*).

Si derivamos parcialmente respzcto al valor de 4y la expre-
s16n del trabajo eldstico real y Lobal T, ~uma de (15), (16} v (17)

obtenemos:
:ka
3
‘f—j T X
Ld

cuyo segundo miembro, donde Ny, Mi, T sou los valores de
N, M, T relativos 4 la accién uuidal en %, es idénlico al homé-
logo de (9}, expresion del teorema de Mohr, Por tanto:

ar

— ! M, ———dl
dAx < d+fk>< +

7
s a (19

a7
I < ap = ——

b
4 Ax (20)

demostracion del teorema de Casligliano: La derivada parcial det
trabajo eldstico, respecto al valor de uni ace’dn, mide el reccrrido
de ésta.

(*) Decimos respecto al valor de la accion y no respecto 4 la accién mis-
ma. Un elemento parcial, Mk , es de las mismas dimensiones que M, es decir,
un momento = fuerza X longitud. Ay no es la accion, estrictamente hablan-
do, sino el niimero abstracto que mide su intensidad, su valor;

Ay, unidades de accidn

* = Ay
1 unidad de aceidon :

Se suele, sin embargo, nosotros mismos lo haremos,- abreviar diciendo:
«derivada respecto & la-accion-».
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La derivada parcial de un trabajo (fuerza >< longitud, 6 mo
mento >< angulo), respecto & una fuerza es una longitud y res—
pecto 4 un momento un angulo. La expresién (20) es absurda si
la derivacion se hace asi. Por lo contrario, es perfectamente ra—

cional cuando se opera respecto al valor de la accidn; la derivada

es entonces otro trabajo.

Escribiendo
aT
d Ax

ax —

como en lo sucesivo haremos, se sobreentiende la derivacién he-
cha respecto 4 la misma accién y no hay discrepancia entre las
expresiones en lenguaje ordinario y matematico.

Puede darse mejor demostracion de este importantisimo teo-
rema, sin recurrir al de Mohr, que por implicar ¥ R» = 0 no es
absolutamente riguroso. ,

Apliquemos 4 un so6lido en equilibrio inicial una sola accion
infinitesimal dAy , que ocasiona un trabajo

! ddyx X< g > dA g
2 k gdAk k

infinitesimal de segundo orden. Las reacciones correspondientes
-4 dAy originan otro trabajo anilogo, de signo opuesto.
Apliquemos ahora el sistema finito 3 4 + X R; la accién
preexistente dAy, produce dAx >< ar , puesto que obra desde
luego con todo su valor. En el limite de infinitesimales de pri-
mer orden:

1 1 '
— sda — — X Rr 4 dAk X< ax ;

T+ daT = 5
aT ddy X< H ar
— dAx ax dAk = dax .

Mejor todavia, la demostracion mds directa del teorema, sin
recurrir al artificio de aplicar primero el incremento parcial y
después las acciones totales, es la siguiente:

Partiendo del equilibrio bajo = 4 -+ = R, al incremento par-
cial dAx corresponden, aparte de los infinitesimales de segundo
orden, los de primero relativos & las acciones preexistentes.

da
—dA—k— > dAy
y, en suma, el incremento de primer orden es:

Cada A produce 4 >< ; analogamente cada R,

da ar
AT =2 A X ———dAxy — 2 R XX —— dAx
4 Ax

dAx
Por tanto:
ar . da s R dr
dAxk dAx A} T (a)

- . : 1 1
Directamente, derivando 7= 5 S da — o> T Rr, y pues-
to que la tnica A dependiente de Ay es ella misma, en el

1
producto ) Ay X ay !

arT 1 da 1 dr 1 -
day 2 A4 dAx — g LR dAx +?ak (b)
De (a) y (b) resulta:
a ——“Ax_da_ iR\ d’l‘ _dT (C)
k== A T ddx

dAx

CGomo se ve, cumplase, 6 no, la condicién ideal ¥ Rr = 0, la
derivada parcial mide siempre el recorrido.
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La distincién entre acciones y reacciones es, desde el punto
de vista mecdnico, puramente convencional. El constructor di-
ferencia las causas conocidas, acciones y los efectos a priori des-
conocidos, reacciones, que los cuerpos sustentadores han de ejer-
cer para que el solido quede en equilibrio. Genéricamente accio—
nes y reacciones son todas agentes exteriores que por intermedio
del s6lido eldstico se equilibran. Un ndmero cualquiera de ellas
puede ser tomado como causas y el resto como efectos, siempre

- que se agreguen las condiciones que definen la mutua dependen-

cia 6 correlacion.

Mientras la forma, dimensiones y elasticidad del sélido sean
las mismas, asi como sus relaciones con los cuerpos suslentado—
res, idéntico resultado se obtendrd de cualquier modo que se
proceda. ’ )

Las expresiones (18) y andlogas valdan los elementos de cilcu-
lo, N, M, T, en funcion explicita de 4, implicita de R, conside—
rando como variables independientes solo las 4. Lo mismo puede
hacerse tomando como tales variables todas ¢ algunas de las R,
solas ¢ reunidas con algunas de las 4; las restantes hasta com-
pletar el sistema (4 -} R) entrardn, implicitamente, como fun-
ciones de las independientes. A y R estdn ademds ligadas por las
condiciones fundamentales del equilibrio, tres en sistemas planos,
seis en los del espacio. El trabajo eldstico, expresado mediante
N, M, T, serd funcién de las mismas tnicas variables indepen—
dientes y su derivada parcial respecto 4 una de ellas medird
siempre el recorrido segtn la direccion de la misma.

Si ese fecorrido es, por las condiciones de sustentacion, muy pe-
queilo, prdcticamente nulo, igualando & cero la derivada parcial
correlativa, se obtendrd una condicién de equilibrio suficiente-
mente aprozimada. Con todas las homoélogas, derivadas parciales
respecto 4 las causas cuyos recorridos sean despreciables (reac—
ciones) igualadas & cero, habra tantas ecuaciones como variables
independientes y los valores de éstas requeridos por el equilibrio
quedardn determinados.

.., 4T . .
La condicion Fy 0 es la necesaria y suficiente para que

el valor de ella deducido para Ry haga 7 miximo 6. minimo. La
segunda derivada
aT
d( dRy )

dRx

a*T
dRx?

dre
dRx

(21)

es necesariamente positiva: un incremento, dRk, de un agente
exterior produce una deformacién elemental dirigida en el mismo
sentido que Ry . El trabajo eldstico es un minimo.

De aqui otro teorema, enunciado primero por Menabrea y

* demostrado como consecuencia del suyo por Castigliano: Las

reacciones, cuyo trabajo es nulo, son tales, que hacen minimo el tra-
bajo eldstico.

Mis en general todavia. Consideremos un sélido sustentado
de un modo cualquiera y en equilibrio. Cortémoslo realmente
en dos partes: el equilibrio subsiste si cada trozo ejerce sobre el

“otro una accioén igual 4 la resultante de todas las fuerzas molecu-

lares que antes de la escision desarrollaba sobre aquél en la su~
perficie separadora. Esa resultante es la fuerza de enlace,

El trabajo eldstico total T, queda descompuesto en T, 4 7.
Sea R,, la resultante de las acciones moleculares de 1 so-
bre 2, igual y contraria 4 R,, de 2 sobre 1. El recorrido de
(R,, = — R,) es:
ar,
dR,,

T,
r = =

* = TR,
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yelde R,

Como cualquiera que sea el trozo que se cousidere el reco-
rrid6 es el mismo
aT,
. deE )

a7,
P, =1, = =

a4 R,

La derivada parcial de 7, trabajo eldstico total, en el solido
sin cortar, derivada que ahora no mide recorrido alguno, resulta
en virtud de 1o anterior:

ar
dHIE

—_— dTi dTe = 0
T dR, + iR,

22).

Como un incremento de trabajo eldstico total conduce necesa-
riamente 4 un aumento de reaccién mitua, la segunda derivada
de T es positiva. El valor de R,,, deducido de (22}, hace T minimo.
Resulta asi demostrado el segundo teorema de Castigliano: Las
fuerzas eldsticas dentro de un sélido en equilibrio son en cada
punto tales, que hacen, dntro de las condiciones de sustentacion,
minimao el trabajo total de deformacion elastica,

Es sencillamente el resultado de la ley general de la natura—
leza, el principio de la minima accién. Entre todas las maneras
con que un s6lido puede, partiendo de un equilibrio inicial,
llegar & otro equilibrio final, sujeto 4 las condiciones de susten-
tacion, elige, irremisiblemente, puede decirse, aquella que, dentro
de las condiciones impuestas, requiere un minimo de trabajo,
tanto de las causas exteriores como de las fuerzas moleculares
interiores. )

Bl teorema es rigurosamente exacto, sin mds restriccidon que
la general de ser las deformaciones perfectamente eldsticas. El
teorema de Menabrea, exacto solamente en el limite cuando
% R r = 0 resulta como corolario. '

Consideremos, por ejemplo, un arco sobre dos estribos que
ceden elasticamente, sustentados ambos en roca que no ceda
nade. El solido eldstico comprende estribos y arco: las fuerzas
interiores en la seccidn de arranques, aunque ésta ceda visible—
mente, son tales que hacen minimo el trabajo de todo el sistema.
Si suponemos que los estribos van ganapdo progresivamente en
rigidez seguird cumpliéndose la condicion de minimo, pero den-
tro del trabajo total ird correspondiendo una parte cada vez me-
nor & los estribos.

¥n el limite, cuando éstos no se deformen en absoluto, la
condicién persiste; el trabajo, que entonces es el del arco sélo, es
un minimo y las fuerzas interiores en los arranques pasan & ser
las reacciones con recorrido y trabajo nulos.

El teorema de Maxwell, que como el de Menabrea sélo es
exacto en el limite (3 B = 0), resulta igualmente un corolario
del de Castigliano.

El trabajo total del sistema 3 A -~ R, tiende al limite ideal
de perfeccion de las construcciones:

T—l"A fim - R')
Tl (2 mhr)=

El equilibrio bajo la accién unidad ejercida en g, determina
en p un recorrido a'pq. A dicha accién corresponden ciertas reac-
ciones indispensables para el eqlzlilibrio:'a‘p q engloba el resulta-~
do del conjunto de una y de otras. Una accién 4, veces mayor,
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origina a'y 4 >< 44. El recorrido total en p, en el equilibrio bajo
el sistema completo, es de la forma:
arT

.n) = dAp

Qp (1,2 ..

=a'p, XA, F o F @l X Ap i F @y X Ag e (23)
funcién lineal de las uUnicas variables independientes 4, puesto
que la influencia de las R, funciones también lineales de 4, estd
compreudida dentro de las a'.

Al demostrar el teorema de Castigliano, hemos encontrado
una ecuacion (c) que en ¢l limite, = Rr = 0, da:

da
=3 —_—
ap AXdAp

Su derivada respecto & A4 es:

daq
1 —_—
q+ X(lAp

d ap a*a

=34
qu XdAdeA

puesto que todas las 4, salvo 44 4 la que multiplica 44, son in—
dependientes de A4 .

Como todas las derivadas segundas de una funcién lineal son
nulas, resulta; seguin (23):

a ap ) . (Zth .
74, = apq —(dAp —“qp)
El teorema de Maxwell no es riguroso, puesto que requiere

s Rr = 0.
(Continuard.)

Apuntes' sobre Mecdnica social '

POR ANTONIO PORTUONDO Y BARCELO,

Ingeniero de Caminos, Canales y Puerfos.

La energia universal.

Hemos hecho la exposicién de los Principios y de los
Teoremas principales de la Cinemadtica, la Estatica y la Di-
namica. Tanteando el camino que recorriamos, hemos ido
traduciendo las proposiciones de la Mecdnica racional para
formular las correspondientes 4 la Mecdnica social, que cons-
tituyen (para los fendémenos sociales) el modelo mecdnico
(Lord Kelvin). Sobre algunas convenciones y algunos su-
puestos, hubimos de solicitar del lector, en los Preliminares,
todo aquello que necesitdbamos para la exposicién; y sobre
esa base y esas hipétesis, hemos considerado las leyes abs-
tractas del equilibrio y del movimiento, asi de los individuos
y elementos sociales como de las agrupaciones (2).

(1) Véase el nam. 1934

(2) Al recordar ahora por ltima vez la hipétesis del pardmetro de n
dimensiones psiquicas, que hube de proponer en los Preliminares para de-
finir la posicién del individuo en un asunto social, me ocurre que esto quizd
pueda ser considerado como un ejemplo de la concepcion abstracta de algu-
nos matematicos alemanes—especialmente Georg. Cantor—acerca de lo que
llaman ridmero complejo de n niimeros reales. Estos n distintos valores
reales x,, X, ..... xn, {(que se reunen en el nimero complejo) son expresa-
dos en relacion con sus diversas unidades respectivas.

Recordemos que esos matematicos piensan que cada valor del ndmero
complejo define la posicion de un punto—asi lo Haman—en un espacio arit-
rzético de n dimensiones; y los valores x,, x,, ..... xn, de los cuales depende
el niimero complejo, son las n coordenadas de dicho punto. El espacio arit-
mético de n dimensiones viene 4 estar constituido por el conjunto de todos



