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De la ecuacién (1) y de la (3) elevadas al cuadrado y res-
tadas la segunda de la primera resulta la notable propiedad:

(6)

De sumar las ecu;:éié'nes (1) ¥ (3) resulta:

y'—s'=1:cosh.*m —senhax =1

y+s =¢ 6 sea ex=cos h. z-}sen h. &
de la que se deduce ‘
(1) =1, (y+s)=1(cosh.z+}senh. .

La longitud de la tangente np es

:c{ — w+ —'cy
o P4 e e e e
8) np= sene Y% -z € -
e —e¢ 3(6 —e )
_Lz__ cos h z_
s senbh.z
La de la normal es
ac+ — 1 ©
___pg e e ___(* - ) .
) pk= cosa Y 2 T4 ¢ te o
=y’=cosh’*z
La de la subtangente es
@X —_ h
_(10) nq: Z)? = ¢ +0 =—y—==—cu_'coth.03
tang a ex__e—w s sen h, z

La de la subnormal es

(1) - qk=.pqtanga=%(ex+e‘ ) - )=

sen h. 22

1 2 -2z
;z(c —e )=ys-=cosh.wsenh.:c= 5

Sustituyendo en la formula general que da el radio de
d.y dy

curvatura los valores de e dados por la:z férmu-
las (2) se halla
[1 + (d.y)ﬁ]/z
. d.x . 1 (a: —;0)'1—
(13) p = .y =7 e +e =
d.z?

=y’ =cos h." z,

luego el radio de curvatura es igual 4 la longitud de la nor-

mal (9) y también al cuadrado de la ordenada, propiedad
sencilla y notable.

De aqui que las coordenadas del centro de curvatura ¢
se encuentren fdcilmente, y por ser pk = ¢p y qd = gk, son:

(14) x.=o0d =0 — gd =2 — ys=x — cosh.x senh. x =

1
= 0 — Tsen . 2.

(15) y.=cd =2y =2cos h. .

La ecuacién de la evoluta, dadas las formas transcenden-
tes usuales bajo las que se expresan s é y, no resulta ficil
de hallar; pero lo es bajo la forma de funciones hiperbolicas,
pues de las ecuaciones anteriores y de la relacicn

cosh.*xz —senhlax=1

se deduce

]te

c y
cos h. ¢ = ==; @ = arc. cos h. < sen h. o =

b
=%’/1f—4,

que por sustitucidn en el valor de z, dan

A

®

¥ Ye 2
%, = are. ¢os h, — — =2 v’

2 1

(16) — 4

para la ecuacién de la evoluta de la catenaria, si bien hay
que notar que, 4 pesar de su aparente sencillez, los c4lculos
para su aplicacién son tan complicados como los de las ecua-
ciones primitivas, 4 menos de disponer de tablas de funcio -
nes hiperbélicas inversas. Esta evoluta fg es simétrica con
respecto al eje de ordenadas, y presenta en f uu punto de

s
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retloceso La determinacién de las coordenadas oo, y, del
punto g, interseccién de la catenaria con su evoluta, que

dependen de una dificil eliminacién por los procedimientos -

usuales, puede hacerse con relativa facilidad igualando las
abscisas dadas por las ecuaciones (1) (16):

cos h.

) —
?/ 1

—arc cos h. _?/2; -+

U/ s . A

: are..
o, = arc. cos' h. y, '

@, == arc. cos h. =—

Ly

que dan:

(17) ®, = 2,04846; (18) y, = 3,94247

La ecuacién de 1a envolvente de la catenaria puede ha-

llarse también con facilidad por medio de las funciones di-
chas. Representando por-a, y. las coordenadas deesta curva

- s senh.
'a'c=or=0q—— rq=x—scosa_=wf7=x—m

s'.!
Ye=1rl=1p q—pl_y-—ssena=y—————~

) Y
senh.’z 1
=c0s h. o — —
cos h.z cosh.z
de aquif se deduce:
. .coshq;‘ . se‘nh-a, ll/
= . L= — gyt
¥’ Y, 1 Ye

| y atendiendo 4 que la ecuacién (7) toma la forma

‘ 1 1
rw=1. (cosh.x-}senh. ) ='l'”(7+7 [/1_?,6)

~ queda para la ecuacién de la envolvente buscada:

' N 1— o
(lg)me=ln< +ly/ J> l/l—./

e

esta curva presenta dos ramas con un punto de retroceso
en 7 y ambas tienen por asintota el eje de abaclsas Ade-
m4gs, la longitnd de su tangente tg vale .

rt y—Ssena
cosa

L=

Cos a

y sustltuyendo por sen a ¥ cos = sus valores y atendiendo 4
la ecuacién (6) resulta :

=y'—s'=1

luego esta tangente es de longitud constante, en general
igual al pardmetro de la catenaria, y bajo 1a hipétesis adop-
tada de tomar el pardmietro igual 4 la unidad, este es el va-
lor de dicha longitud de tangente. Esta envolvente tiene,
pues, esta propiedad, que es la de.las curvas que los trata-

dos ingleses de Geometria llaman tractrices. Ademds, sise

considers el puirto g como pie de la ordenada y se traza la g,
perpendicular 4 la tangente, se tiene:

3 tp=pqsena'=——;y—-—s
Iiego el puato t pertenece dla envolvente (prescmdlendo de

que ésta estuviera trazada), ¥ por la ecuacién (6) #g, como
‘56 ha d]ChO antes, es 10'ual al palémetro
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De aquf una construccién geométrica muy sencilla para
trazar una tangente 4 un punto de la catenaria cuyo pard-
metro es conocido; por el-pie g de la ordenada se traza un
arco de circunferencia con un radio igual al pardmetro, y

-por el punto p de la catenaria, trazando una tangente pt al

arco anterior, se tiene la tangente buscada. Ademds, el
punto de tangencia ¢ es un punto de la envolvente, y porla
propiedad dicha de la igualdad de ]a normal p& con el radio
de curvatura, se halla éste grificamente también.

La superﬁcie comprendida entre el eje de abscisas, el de
ordenadas, la curva y la ordenada correspondiente 4 una
abscisa a, vale:

_fyd ”—_f(e—}—e_ )d x =

= (e—e }—s—senh x

No se equivocé de mucho Galileo al-atribuir 4 la catens.-
ria la forma de una pardbola, pues en.las inmediaciones del
punto m4s bajo y, en general, para. todos los valores de @,
menores que el pardmetro a, la diferencia no es muy grande.
En efecto, tomando la ecuacién de la pardbola 32— =px é
invirtiendo los-ejes, tomando el didmetro que.pasa por el

vértice por eje de ordenadas, el origen é; una distancia o de
dicho vértice, y ademds haclendo p= o la ecuacidn de la

pardbola, que tendria los mismos ejes que una catenaria y
pasaria por su mismo vértice, tomarfa la forma

1) y_a+———a(1 = )

y es la linea trazada de pun!os en la figura 2.

i ke -

/

El dngulo de su tangente en un punto cualqulera con el

" eje de abscisas seria:

d.y

R2) ——

z
T e

La supeLﬁue co aprendida entre el eje de ordenadas el
de abscisas, la curva y la ordenada dg un punto serxa.

_f yd-. .’r——f a,-i-a:1

_-a:c(l

. ) z°
=aw + 2.3a ~

2, Sa‘)
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La longitud del arco comprendido desde el punto mds

hajo 4 otro de abscisa x:
;{ : dx \/1 + (%)2

- * : g .Y\?
§= f da / L+ (5—) =
< \ (d'.m)_ ,
que desarrollando en serie por el binomio da:

\
L

o 1 20 1 o
2 — —_— T
24) s j; dac.‘(l—}— et T

- ozt zb z8
=(1+ — -)

64 - 40q* 11248

Los desarrollos en serie de

z
@ _ z 2* z° zt g z°
¢ _1+T+ 2q° + 3la? - 4lg? + 5!as.+ 6la® + e
T4, 2 2 a5 s
¢ ElT Tt TR T T hE Y
dan para la catenaria:
z z
a a /2
B) y=—5\e +e =
: z° zt z°
=a(l+ 5w+ o+ o +)

para el-dngulo de la tangente con el eje da abscisas:

z
d.y 1 3

2

(26) e’ —e =

[

z z* zt 8
=—a—( + 3lg? + 5'a,‘ Tlas + )

para la superficie en la forma indicada:

8 -
(27 .
1) A= f ydm_J 1+ + 4'4‘ iy + )doo
ot 28
= aw (1 + 3ra= o )
y para el arco:
2 _z
(28) s_—_——%—- e’—e " )=
sz Tt 28
=x(1+5a_ﬂ+ 20 T Soaow T )

que, como se ve, comparados con los valores respectivos
. ) A
hallados antes para la pardbola para valores de — - menores

que la unidad, difieren poco los unos de los otros, por lo
que, en algunas aplicaciones que no necesitén gran aproxi-
macién, se puede considerar la catenaria como una pars-
bola. Las ecuaciones anteriores dan la medida del error que
se comete con esta asimilacién.

Para el estudio de las propiedades de la catenaria la
magnitud del pardmetro tiene poco interés, mas no sucede
lo mismo en las aplicaciones, sobre todo las que se refieren
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4 ]a colocacién de cables y al estudio de su resistencia. Esta
cuestién versa siempre sobre la determinacién del pard-
metro dicho, la que resulta complicada por la forma trans-
cendente de las ecuaciones en que entra.

En la mayorfa de casos de la prdctica el problema se
presenta bajo la forma siguiente: dada la longitud de la
cuerda, cable 6 cadena y la posicidn de sus extremos, deter-
minar la forma de la misma. Este problema se resuelve ge-
neralmente del modo siguiente:

Sean: %' y' las coordenadas del punto mds alto
(supuesto ' positiva).
Co't oyt las {dem 1d. mds bajo.
d = ' — x'' la distancia horizontal, conocida en-
tre los mismos.
h=y'—y'" laidem vertical {dem 1d.
l la longitud de cuerda 6 cable que se

suspende.

y

Si en las ecuaciones (1) y (3) se restablece -a—% 72— en

vez de y, , s, siendo ¢ el pardmetro de la catenaria que se
busca, se tendrd

o zI $/ ml/ ‘vll
a e a4, e
l=s’~—s”=—2—(e — e —e +e >

.'D' m/ ml/ x”
el o, "¢ o T a4
h=y’—y”=—2—<e + e — e — e )

que elevadas al cuadrado, restadas y reduciendo, dan:

a ANE
29) l“—h*=a2<e2a—-e 2“)

de donde por aproximaciones sucesivas se puede determi-
nar a.

Ademds, dividiendo la suma de Z y 2 por su diferencia
se halla:

xl wll
T z' 45"
l + h e —é —e a
iI—h z' z -
- a
e -—e
de donde se deduce:
I+4
(30) o'+ =al.

y como
x— o' =d
se hallan ficilmente x' y «'' que resuelven el problema.

En muchas aplicaciones puede hallarse el valor a con
bastante rapidez por desarrollo en serie del modo siguiente:

\/l’-—h-_a(l—l— e

a 1 & 1 4

—_.1 —{__2-;—7 1a* +a 3! ;8a® —>

1 &
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que se reduce 4

\/Z‘—‘ ——hﬂ—_—d(l tor )

que despreciando los términos siguientes de la serie, de los

. .~ w1 &
que el inmediato vale sélo 1520 2 resulta:
: & ; &
Bl) a=_—1_ \/ =0.2041 \/-—————
VoY Vi _m—g Ve —a

que por medio de unas tablas usuales de cuadrados y cubos
se puede hallar con suma rapidez. Este valor asi hallado,
dado el pequefio valor del primer término despreciado de la

. g . . . . . .
serie, para valores de - inferiores 4 la unidad, serd ya muy

exacto. Asimismo el valor de «’ 4 2"’ vendr4 dado por

i+4
{—4

(32) o' fa' = 2.3026 a log

que juntamente con 2’ — '’ = d permite hallar o’ y x'
por medio de unas'tablas de logaritmos usuales.

En el caso, bastante frecuente, de una catenaria de cuerda
horizontal, en la que % = 0, las férmulas anteriores se re-
ducen 4:

- 2 el
(33) a.-0.2041d\/l_d o= —g =

En este caso es también bastante importante el trazado
de la catenaria y déterminacién de su pardmetro cuando se
conoce s6lo la cuerda horizontal y la flecha, como sucede en
el caso de cables de transporte 6 eléctricos.

. Para esto conviene referir la ecuacién general 4 un eje
de abscisas que pase por el vértice, ‘con lo que la ordenada
es igual 4 la flecha, que se denominarg /> v resulta:

o

£ 4
y=f=2i(82a+e 24_2)

por ser la ordenada aquf igual 4 la ordenada de la ecuacién
general menos a, y la abscisa « igual 4 la mitad de la cuer-
da d. Desarrollando el valor de f-en serie y reduciendo
. queda: ' '

] .+ .o :
f=3[(§d; 31(3) +arss (3) ¢]

que puede ponerse bajo la forma
1 d 1 /a3 1 d\s
=it w (@) tme (5 + )

. d . :
que siempre que — sea algo menor que la unidad con gran
aproximacién se puede tomar

1 4r “ L g
(34) = 5 5 que da para a: a = 7

asimismo, dada la cuerda y la flecha, se puede hallar con
grau aproximacion la longitud I, observando que

d d
1 (— —‘5;)
?-—-S=2 e -_—
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desarrollada en serie da

1=20| 5ot 1o () + o () + -

que poniendo en vez de @ su valor hallado anteriormente da
para la diferencia entre la longitud del arco y la cuerda

_ 4 41\ 1 /4f\4
tma= B 45 (4 + ]
y como en estos casos, antes referidos, la relacién de 1a

4 . . .
—Zf— es muy inferior 4 1a unidad,
resulta muy exacto tomar sélo el primer término de la serie

que da

flecha 4 la cuerda es tal que

8
() 1—d=—2

férmulas todas ellas muy sencillas si se comparan con las
generales, largas de calcular por su forma transcendente. Fs
verdad que si se poseen tablas de funciones hipsrbélicas, el
cdleulo se reduce grandemente; pero aparte de que estas
tablas son poco usadas, si se quiere exactitud hay que recu-
rrir 4 tablas algo completas, como las de Ligowski, Guder-
mann 4 otras andlogas, pues las pequelias resultan poco
exactas para estas aplicaciones.

En todas las aplicaciones al trazado de cables inclinados
¥ planos referentes 4 su instalacién, como los ejes caen mu -
chas veces fuera del papel, es preferible referir la curva 4
ejes que pasen por el punto inferior de la misma, cosa que
resulta 14cil, poniendo en las ecuaciones generales en vez
dey, 2,y +y', x 4 »'", siendo y'’, 2'" las coordenadas de
dicho extremo inferior. Serfa preferible poder tomar como
ejes coordenados la cuerda y una perpendicular 4 la misma,
was las frmulas generales resultan demasiado complicadas
y largas de calcular. :
(Cortinuard.)
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CONTADORES DE MOTOR

SU EMPLEO Y SU CONTRASTE

Consideraciones parliculares sobre los modelos Isaria Werke de Munich.

(Continuacion.)

De las precedentes consideraciones se deducen las con-
clusiones siguientes: gran par con pequefio consumo en la
derivacién y peso mfnimo del inducido. Estas condiciones
las cumple en absoluto el inducido abierto en tres partes del
contador de corriente continua Isaria, y ademds esta dispo-
sicién pone otra ventaja: que el colector puede ser de tres
piezas solamente y tener, por consecuencia, un digmetro
muy pequefio, lo que reduce el desgaste de las escobillas 4
su minimo. Un arrollamiento del cortacircuito en el indg-
cido preserva al colector contra la formacién de chispas; este
arrollamiento recibe la corriente de induccién que se produ-
ce al paso de las escobillas de un segmento al otro.

La construccién de las escobillas se ha hecho con el
mayor cuidado posible; ha sido el coronamiento de una serie
de experiencias hechas con m4s de 50 modelos diferentes.

Una buena escobilla debe llevar las condiciones siguien-



