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TEORIA DE LAS LINEAS DE INFLUENGIA

PARA EL CALCULC DE LOS PUENTES METALICOS

(CONTINUACGLON)

Lineas de influencia correspondientes & los apoyos.—Son las
lineas representativas de las ecuaciones p == F(z) obtenidas
anteriormente, siendo todas de la forma

p=Kf®) + K, f(=) .

de manera que para dibujarlas habra que trazar primeramente
lag curvas cuyas ecuaciones sean

P
y=f(m)=———z-’—m(l’—m’) .
. P e (10
y=fi(z)= ——Z-’_ z(l — x) Rl — =)

multiplicar luego las ordenadas de la primera por K, las de la
segunda por K, y sumar después algebraicamente.

Las dos ecuaciones (10) no se diferencian entre si mas que
en el cambio de = por I — x, 1o que nos dice que ambas curvas
son simétricas una de otra con relacién 4 la perpendicular en el
punto medio del tramo, y en vista de esto nos limitaremos 4 ha-
cerel estudic de una de ellas inicamente, la primera por ejemplo;

" desde luego vemos que para z = 0 resulta y = 0, y para £ =1

y = 0, lo que nos indica que la curva pasa por los dos apoyos

Fig. 2.

del tramo (fig. 2.2); observaremos ademds que para todos los va-
loresde z comprendidosentre0y!l permanecenegativo ¥, 6seaque
toda la curva esté por la parte inferior del eje de las 2, siendo

1 —
el punto maximo B correspondiente al valor z = Y [/3 que

anule la derivada. ,

Las dos curvas (9) presentan la forma que se ve en 1a figu-
ra 2.2, y para el trazado de la linea de influencia no habra mas
que hacer, como ya hemos dicho anteriormente, que multiplicar
las ordenadas por K y K, y sumar despusés.

Asi tendramos para el primer apoyo (fig. 3.%):

Primer tramo. K= — >0 K, = 0.

D

Al multiplicar las ordenadas negativas de la curva por K,
seguirin siendo negativas y la curva quedara por debajo del
tramo.

.6 6
Segu?do tramo. K = — % <0 K, = —DL>().

Como K es negativo en este caso, las ordenadas de la cur-
va Kf(x) seran positivas, mientras que las de K, f,(x) seran ne-
gativas; pero siendo 8, > 6,las ordenadasdelasegunda curva, se-
ran mayores en valor absoluto que las dela primera,yal sumar-
las algebraicamente predominarén las ordenadas negativas y la
curva resulta también por debajo del eje de las x. Esta presenta

8
un punto de inflexién que corrresponde al valor & = —5_-;—7’
i
que aunula la segunda derivada. :
Tercer t E bs 0 K, & 0
T mo. = e— — e ——
cer tramo. A - D > f D >

Haciendo consideraciones analogas 4 las anteriores, deduci-
riamos que las ordenadas de la curva son positivas. La forma
de la curva es como en el caso anterior; pero sus ordenadas son
menores en.valor absoluto por serlo K y K, teniendo también

6,

un punto de inflexién para z = l

6 + 6
Cuarto Eme2t <0 K——G“— 0
uarto tramo., A = -— D < 1= > 0.

Las ordenadas de la curva son megativas y menores que las

anteriores; la abscisa del punto de inflexion es —_—
6, + 6
Quinto tramo. K ! 0 K, 8 0
into- K= -~ = —_— — N
amo D > 1 D <

Curvs de ordenadas positivas menores que en las otras con
6,

punto de inflexi6n para @ = ——7—.
’ 6, — b

1
Sexto tramo. K =0 K, = 5} > 0.
La curva tiene sus ordenadas negativas, menores que las del
tramo anterior y sin punto de inflaxidon.
Todas estas curvas son tangentes entre si en los apoyos (&
excepcién del que se considera), por ser iguales los valores co-

rrespondientes de y forman en conjunto una curva conti-
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nus, como se ve en la figura 3.2 De una manera analoga se di-
bujan las lineas de influencia que corresponden 4 los apoyos se-
gundo y tercero (figuras 4.* y 5.%), pues las delos apoyos cuarto

-
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de la recta D'C', siendo su valor

g — o ) =
= l—a) =2 -2 — 2 (| — —
y quinto son simétricas & las del segundo y primero. BG=p + (—a l { t—=a) + T
As A An/-\}m\/fw TA‘ f‘
Fig.3.*
Y —— 4 b~ A 2
, ’ .
Fig. 4.*
A A, A As As Ac

Fig. 5.2

Lineas de influencia correspondientes d una seecion cualquie-
_ra.—Sea esta la seccién B del tercer tramo (fig. 6.2); hay que
distinguir dos casos: primere, cuando la fuerza mévil pasa por
el tramo en que esté la seccién mencionada; y segundo, cuando
la expresada fuerza 6 cargs pasa por otro.tramo cualquiera.

R

Fig. 6.*

1.° Supongamos que la fuerza pasa por dicho tercer tramo,
las ecuaciones de la linea de influencia son:

M=—1?— (l-—d)-{-—‘;—’- @ —a) +-}:—8a para =z < a.
: 1 ] ‘
M=_lll__f“3_ a2

—a)-}-—?—a parax }a.

Dibﬁ;ando (fig. 6.%) las dos curvas i, y y.z; tracemos por los
apoyos A y A’ dos rectas AH y A'H, tales que las tangentes de

(—a)

168 4ngulos que formen con el eje de las & sean

Pa , las cuales se cortan en un punto de la vertical de B, cuya

abscisa es a. Las ordenadas EC y ED de las curvas son para un
mismo punto E de la viga los momentos flectores en los apoyos
cuando la carga esté en E, magnitudes que por medio de para-
lelas CC' y DD’ al eje llevamos sobre las verticales de dichos
apoyos; unamos shora C' con D', esta recia cortara & la ver-
tical del punto B en G, y tomando ahora KL = BG, se tendra el
. punto L de la linea de influencia de la seccién B, En efecto,

EL=FEK— KL= (1 — =k — BG; pero BC es la ordenada

y por tanto.

Pl—m .
BL = — lw) a+ *?

@—a)+ L a=nm

que es el resultado & que nos proponiamos llegar.
Repitiendo la construceién para un cierto nimero de puntos,
aparecerd dibujada la linea de influencia parala seccién B. Esta

linea contiene un punto singular B, cuya orderada sers siempre

de signo contrario 4 los de p, ¥ ps; para estudiar el resto de la
curva veamos qué inclinacién tiene su tangente en el apoyo A,
a cuyo fin derivaremos su ecuacién, y haciendo 2 = 0, resulta

am _ _PC—a) | [dx l—a ar, a
(dm )o"‘ l +(dsc)0 Z +(dm )o )

A\ _ P
( da )0_ D )
d
E‘“) = — 66 + %)
sustituyendo-y simplifica.ndo
( ) Pl — ‘7') D +- 6,5, +°62) Pa 6 + 26,6,
0 Z D P D
tomando en cuenta las igualdades (4') se tiene
D + 6,6, + 26,) = 6,6, + 26)
¥ por lo tanto '
aM \ P&, 4 26)
(G )= —p - —a —6a)

S

cantidad que serd positiva, nuia 6 negativa segin sea

6,0 —a)> 6a a> 6?6 1.
: 3
, ' 6
8,(l — a) = 6,a a=—ml
3 £ )
Gz(l—a)<63a a<——6——-:—6—-—l
3 2

En el primer caso todas las ordenadas de la curva geran po-
sitivas, en el segundo también positivas, la curva arrancara
tangente del eje de las x en el punto 4 (fig. 7.%), y en el tercer
caso partird también la curva del punto 4, pero hacia abajo,
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teniendo, por tanto, ordenadas negativas, hasta cortar el eje de
las x presentando la forma que se ve en la figura 8.%
Hecho el estudio del trozo de curva correspondiente 4 x <l a

Pig. 7.8

no es necesario hacerlo para x > a, porque nos resultarian cur-
vas simétricas 4 las anteriores con relacion & la perpendicular
en el punto medio del tramo.

9.0 Veamos ahora la forma que tendran estas lineas de in-
fluencia en los otros tramos; sus ecuaciones sabemos que son

la curva que resulta es de la misma forma que las correspon-

fluencia & lo largo de toda la viga (iguras 9.2, 10 y 11), para cada
uno de los valores de a ya mencionados.

Foeos.—Si el estudio anterior lo repitiéramos para todos los
tramos, veriamos que existen en las curvas de todos ellos, 4
excepcién del primero y del dltimo, dos puntos Fy F' llamados

6n
6n + 6n 1
de influencia correspondiente (fig. 10) tiene todas las ordena-
das nulds para los puntos de la viga anteriores al apoyo A 6
posteriores al A' segtn se trate del foco F 6 del F".

Sabemos que cuando s6lo actia una fuerza aislada sobre la
viga, el diagrama de los momentos flectores 4 lo largo de la
misma es el representado en la figura 12 que resulta de llevar
sobre las verticales de los apoyos y del punto en que actia la
fuerza magnitudes proporcionales & los momentos flectores
ellos y unir los extremos por medio de rectas, vemos que en el
tramo cargado hay dos puntos F, y F;/, cuyos momentos flecto-
res son nulos; en los demas tramos centrales no hay mas que
uno y en los extremos ninguno. En todos ellos se verifica porla

focos, tales que AF = AF' = I, en los que la linea

' semejanza de los triangulos que se forman que

Fndxr _ bn
FnAn 1 pon 1

n

-+1
la carga movil, se deduce que los puntos F'y F' son fijos é inde-
pendientes de la magnitud y posicién de la carga, siendo el mo-
mento flector en los puntos F situados & la izquierda del tramo
cargado, y en los F” de la derecha serdn siempre nulos. Los di-

y como es constante, cualquiera que sea la posicién de

>
2
g

>

Fig. 9.*

dientes & p, § pa Puesto que se deduce de ellas sumando sus orde-

l—a a
nadas después de multiplicadas por las constantes - y

~ shors bien, como p, ¥ t; son de signos contrarios, la suma an-

terior puede ser positiva, nula 6 negativa segun se tenga

Ky B3 B 6,
—_—(l— — a a l = I
i ¢ o > l = Y T Mo 62 |- 68
K ) [t 8,16
A e R e é,
Ha 6,

ferentes puntos F y F' son todos los que hemos llamado focos,
puesto que

Fn An Ka 6a 6n
naen 6n + Gn—i—l

Fadn+1t - [T 6.+1

La forma especial de la linea de influencia en estos puntos
nos la podemos explicar ahora perfectamente, pues tendra or-
denadas nulas mientras la carga movil pase por el trozo de viga
situado & la izquierda en mas casos y & la derecha en otros del
tramo en el que estd la seccidén que s estudia, puesto que en
todas estas posiciones de la carga el momento flector en la sec-
cién es cero. )

Repitiendo para los tramos extremos los cileulos hechos an-

As W T~ & A

Rig. 0.

Ademas, como i, ¥ s cambian de signo al pasar el mévil de
@n tramo & otro, la linea de influencia cambia también de posi-
cién respecto al eje de abscisas. Estos tres valores de a se
corresponden exsctamente con los ya mencionados en el primer
caso, pudiendo, por tanto, dibujar en conjunto las lineas de in-

teriormente, Veremos que en 4stos no existe mas que un solo
foco situado en el tercio de la viga contiguo al gegundo 6 penil-
timo apoyo.

Existe un trazado grifico sencillo para determinar los focos
de todos los iramos que es el siguiente. Sea uns viga simétrica
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de seis tramos (fig. 13) 4, 4, tratemos las verticales trisecirices

Tny T'n, tracemos también las verticales que pasan por los pun-

tos Hy H' tales que A H = A H sea el tercio de la diferencia en-

1
tre los tramos centrales y los extremos, es decir, 5 (1 —m).

A A Ay
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- F4
pero como 2 + 2m = 2(1 + m) = 6, = L, se deduce 2
! FA,

por lo que el punto F es un foco.

Rl

Bt
De la misma manera trazando por F una recta cualquiera

A A A,/\At A

— 1

"1

Rig. i1e

Hagamos pasar ahora una recta cualquiera por Ao que corte
& la trisectriz de 7' y & la vertical de H en los puntos My K,

unamos M con 4, prolongando la recta hasta que corte en N a

la-trisectriz de 7,, y tendremos por fin en la interseccién de la
recta NK con el tramo determinado la posicién del foco F.
En efectos

1
FA,=FH + H4, = PH+ — (1 —m)

FH _ FT, @ FH4{FT, _ __ HI,
HK TN  HE+ I,N  HK+4 TN
HEK % HT, -
FH=——"—"""2
HE + T,N

>
g

FK' hasta que encuentre en M'y K'4 la trisectriz T"; y 4 la ver-
tical del apoyo 4,, uniendo después M’ con A,;, prolongando la
recta hasta su encuentro N' con la.trisectriz T3, y, por 1ltimo,
tendremos el foco de la izquierda del tercer tramo en la inter-
seccion de la recta N'K'con la viga. Asi sucesivamente repi-
tiendo las construcciones dichas, hallariamos los focos de la iz-
quierda de todos los tramos, y operando de una manera analoga
de derecha 4 izquierds, obtendriamos igualmente los focos de la
derecha.

Prbpiedades de las lineas de influencia, '

1.* Si se prolongan las dos ramas AQ y A'Q (fig. 6.2)de la
linea de influencia correspondiente & una seccién B del tramo
AA' hasta su encuentro en a y ¢ con las verticales de los apo-

s

Fig. 2,

y llamando = 81 angulo que la recta A, K forme con el eje de
las  se tendra: _ -

! 1
HT,=%Z——-TZ(1—m)=—;’— im

i 1 1
HEK = 40 Htge = [lm -}-—3— W1l —m) ]tga =5 U1 - 2m)tga

2
MT = 5 imiga

N M7/ AT, X M'T,
Bl R, I N=—2— 1
4,T, AT/ AT
1. 2
— 1% — lmt
5 XT3 Mt
= '—3— ltgu

yos, las dos magnitudes Aa y A'a son respectivamente iguales &
Pay P(l — a). . ’

En efecto, haciendo en las ecuaciones (1) y @) 2=1ly =0,
Y como pi ¥ px 41 son nulos parsa estos valores resulta,

M=P(l—a) M= Pa.

2.2 Las tangentes en dos puntos Ty U (fig. 6.*) de las dos
ramas de la linea de influencia situadas en una misma vertical,
la diferencia entre los coeficientes angulares de estas dos rectas
es igual a P,

Esto se demuesira restando las dos ecuaciones (1) y (2) y
derivando después

M-M:.ff_(z_a)_ﬁ“:_i‘)_

a

!

Fig. 13

sustituyendo estos valores en las férmulas anteriores y simpli-
ficando, se obtiene: .

l v
F4, = ————
' 3 4+ 2m 4

: ' 2 4+ 2m |
FA,=Z—-FA}=3_1;-2—M—Z’

Fd4,
F4,

2 - 2m;

Trazado grdfico de las lineas de influencia.—En todo lo que
hemos dicho anteriormente no se ha hsecho mas que estudiar la
forma general de las lineas de influencia de los momentos flec-
tores; si quisiéramos dibujarlas tendremos que valernos de sus
ecuaciones y determinar- el suficiente nimero de puntos pars que
la curva pueda trazarse, 1o que se facilita con el uso de tablas
que existen para este objeto como las de A. Cort (A. Cort &.le
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Bortes, Caleul de pints métadidques) en lag que la fuerza P es
igual & la unidad. .

También existen procedimientos puramente graficos que
permiten trazar dichas curvas sin valernos directamente de
sus ecuaciones, sino haciendo uso de la Estatica grafica; uno de
ellos es el seguido por Bertrand de Fontviolant, que se funda en

c

A__ A B . A

445

lates, que reducidas al cago pariiculai que nds ocupa son las
giguientes: '

1.* Los segmentos HX y H'K’ (fiz. 15), de verticales trisec-
trices comprendidos entre la recta A4,z, y las tangentes & la
ramsa. de linea de influencia en A, y en «, son iguales & las orde-
nadas z de las mismas verticales.

Fig. 14.

lo siguiente: lag ecuaciones de la iinea de influencia son de ter-
cer grado, por tanto, al derivar dos veces se tendra la ecuacion
de primer grado.

dM & Az 4B
de, 1, e )

y sillamamos

Z = Az 4 B,

tendremos una ecuazién que represents en cada tramo descar-
gado una recta gue pasa por uno de los focos, y que ademas en
todos los tramos la erdenada en el origen es igual 4 la ordenada
en el extremo de la recta correspondiente al tramo anterior (1),
de manera que todas estas forman una linea quebrada que reci-
be el nombre de diagrama de las z (fig.* 14), que es sencillo de
construir, pues basta con hallar dos ordenadas cualesquiera.

2.* La prolongacién de los lados H g, Hy +1 del poligono de
tangentes en los apoyos comprendidos entre las trisectrices pa-
san por uno de los focos de cada tramo.

Para construir el poligono de tangentes en los apoyos de la
lines de influencia correspondiente 4 una seccién B de un ira-
mo, el tercero, por ejemplo, habra que dibujar primeramente la
linea quebrada, de que hemos hablado antes, después tomar so-
bre las verticales de los apoyos A, y 4; magnitudes A.q, ¥y 4,9,
iguales, respectivameute, & A,B y A,B (6 2l producto de estas
cantidades por un niumero cuando se quieran ampliar las orde-
nadas), se determinara la posicién de los puntos K por la inter-
seceion de las Tectas A,z; ¥ 4,2, con las trisectrices, tomaremos
las magnitudes KH, = K, T, = T,t, y K'H', = K/L' = T;'t), y
trazadas las lineas A,H,, H,'s, y A,L, L', prolongaremos la rec-
ta. A, H, hasta su encuentro con la trisectriz del segundo tramo,
unimos luego H con el foco F; é igualmente H, con A,, proce-
diendo asi sucesivamente hasta llegar & 4, y lo mismo por la
4

Fig. 5.

Supongamos ahora dividida la viga en elementos infinita-
mente pequeiios dz, y que sobre cada uno de ellos actia una

. 2
fuerza ficticia igual en magnitud y signo T zdzx, la curva foni-

- l
cular de estas fuerzas trazada con una distansia polar de 3

es precisamente la linea de influencia de la seccién B.,
En efecto, la ecuacion de esta funicular sera

Se simplifica notablemente el trazado, bien sea por este pro-
cedimiento, bien sea por los anteriores, dibujando previamente
el llamado poiigono de tangentes en los apoyos, formado por las
tangentes 4 la linea de influencia y la interseccién de dichas
tangentes con las verticales trisectrices. Este poligono resulta

funddndose en las propiedades generales de las curvas funicu-
-‘* .

(1) Estas propiedades son comprobar conociendo, como conocemos, las ecua«
clones 4 w # (),

parte de la derecha hasta llegar & A,, limitando ambas lineas
quebradas en su encuentro comin M con la vertical de la seccion
que se considera.

Ahora bien; para el dibujo de la linea de influencia, cual-
quiera que sea el método que sigamos, se sabe que tiene que ser
tangents en los apoyos & los lados contiguos de esta linea que-
brada.

ANTONIO LéPEZ FRANCO.

(Se continuard.)
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TUNEL DEL RICKEN

El tinel del Ricken, en Suiza, que pone en comunicacién di-
recta la region del lago de Constanza y el Joggenbourg con las
cuencas de las Sinth y del alto lago de Zurich, presenta la par-
ticularidad interesante de ser como longitud el que inmediata-
mente sigue al de Arlbey, y ocupar, por consiguiente, el quinto
lugar en Europa; su longitud es, en efecto, de 8.604 metros.

Los trabajos comenzaron al Norte, lado de Walttwill, el 7 de
Eoero de 1904, y al Sur, lado de Kaltbrunon, el 2 de Febrero si-
guiente. El plazo sefialado para su terminacion se calculd en cig-



