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( cONCLUSION )

184. Como tltima y méas préxima preparacién para resolver
el problema, definamos una funcién deducida de cada funcién o
por un procédimiento constante y & la cual denominaremos fun-
¢ién conjugada de ¢ y que representaremos por ¢'. Para ello, su
definicidn va 4 ser: que si se opera por ¢ sobre un vectore, el re-
sultado se multiplica por otro vector s y del producto se toma, el
escalar, se obtenga resultado equivalente operando sobre « por la
nueva funcién ¢', multiplicando el resultado por ¢ y tomando el
escalar del producto; esto es:

Socce= Spge 1).

- Si en algtn caso particular la funcién ¢ fuese idéntica con la
¢ esta funcién serd autoconjugada. A la autoconjugacién de las
funciones que entran en las teorias de polos y polares se deben
la mayoria de las propiedades reciprocas que gozan unos con res-
pecto 4 otros y que en tanta geometria analitica se demuestran
de maneras muchas veces laboriosas.

Mé4s generalmente. si¢cp = V. ¢ p # donde ¢ y 7 son cua-
terniones cualesquiera constantes, los cuales naturalmente po-
drén degenerar-en vectores 6 aun en esecalares, si ¢ es un vector
cualquiera por & . ¢ sobre ambos miembros de la anterior,

S.oco=8.eSVgpy=8.p02Vgor=S8o0¢d (2.

Por lo tanto, si ¢ se expresa por la (2) del parrafo anterior, ¢,
podra expresarse por

gdo=aSap+BSfe+18Ye (3).

183. Veamos ahora el modo de hallar la inversa de o, 6 sea
de despejar ¢ de la ecuacién

—

1)

(2),

siendo menester buscar la forma de esta funcién ¢—1. Si nosotros
consiguiéramos hallar una relacién que nos ligase p con el re-
sultado de operar una vez con z sobre p, de operar dos veces y
de operar tres veces, 6 sea una relacién que nos ligue p con o
p,con? (¢p) =39p =¢'0,y COD® ¢ ¢p=¢"p, yesta relacién
‘fuera lineal, tendriamos el problema resuelto. En efecto; operan-
do por el operador desconocido I sobre el trinomio que nos
hubiera resultado

¢ = tp [4 )
. ¥ escribir
p=¢lo

—do=zp+yep+2¢o (3)
tendriamos
—¢p=arle+ye+o¢p,

expresién de la cual una simple transposicién de términos nos
‘permite conocer z—1 ¢, 6 sea ¢. Todo, si 2, y, z son independien-
tes de ¢; de manera que para tener seguridad en cuanto va di-
cho hay que examinar si realmente existe esta independencia ¢
no. Basta para ello considerar que ¢ ¢ es lineal y homogénea
con respecto & g, y ademas es vectorial; luego ¥ actuard sobre

55¢
o p del mismo modo que actud sobre p, es decir, que ¢ p es tam-
bién lineal y homogénea, y lo mismo sucede con ¢ ¢; luego,
cualquiera que sea , tendremos paralelepipedos semejantes con
tres aristas ¢, v ¢, ¢* p y una diagonal ¢’ p ¥y, por tanto, z, 7, 7,
relaciones de entre aristas y diagonales unas con otras son inde-
pendientes con la magnitud absoluta de ellos. Si pues, consi-
guiéramos escribir una relacién tal como la (3), en la cual cono-
ciéramos & los tres pardmetros z, ¢, 2, tendriamos resuelto el
problema de la inversién de ¢. ‘

186. Para guardarnos de caer en un error, y al mismo tiem-
po para ilustrar lo dicho en el parrafo (21), hardse notar que no
deber4 intentarse la averiguacién del programa ¢—1 por divisién

de p por ¢ = p, pues el cociente £ serd si, un programa de
G

operaciones que nos convierta ¢ en p, perono sera el unico y
por lo tanto, necesariamente ¢—1.

187. Procedamos, por ultimo, 4 investigar el modo de hallar
v—1. Para ello sean %, » un par de vectores cualesquiera, € igua-
lemos s = ¢ ¢ al vector del producto A &, asi:

c=g = Vip M
% p sera por lo tanto perpendicular simultdneamente & X p y por
lo tanto
: Siep=0

Spoe=0 (2),

lo cual expresado en funcién de la conjugada ¢, da las expre-
siones ’ ‘ '

Seg'a=0 Soep=0 (3)-
Los vectores 3' 1 y ¢’ | son, pues, perpendiculares & g, ¥ por
consiguiente un cierto multiplo de p, 7 ¢, serd ignal al vector
del producto ¢’ 2 3’ g,

me = P?’X!?'{J.:(:.Vly- (4).
El pasar del segundo al tercer miembro de las igualdades an-
teriores y ver ademas que ¢ es una nueva funcién lineal y vec-
torial de 7'} p, al mismo tiempo que vemos también que 7 es
un escalar independiente de 1, i y ¢, constituye lo tipico de este
calculo.

Operando para ello sobre la (1) por -1 y comparando el re-

sultado con la (4) tenémos

me=—1 Prp=Veligp ().

Si, pues, conseguimos encontrar la expresién de 7 y poner
el segundo miembro en funcién ¥ A i, 6 sea hallar la funcién <,
tendremos resuelto el problema de la inversién de .

Para hallar » elijamos un vector arbitrario v y operemos por
medio de S ¢' v, sin mas precaucién que la de haber elegido & v,
no coplanario, X  sobre la (4) con lo que tendremos

mSevel Vip=um Svegt Vip=m v Ap=mShuv
= 8o re' ngy,

de donde sacamos inmediatamente

Sedo ey

= TS e

(6)-

Para convencernos de que de esta expresién de # es indepen-

‘diente de %, 1 y v expresemos en funcidén de ellos, puesto que no

son coplanarios, otros tres »', &' y +' tales como

l':xll—]—‘?/‘p--i—ztv y.'=.27g)-+‘7/,!*+izv
V=AY k8 Y

y las funciones ¢’ correspondientes para estos nuevos vectores y
encontraremos que tanto §'# ' v, como ¢’ X¢' ' &' v son las
expresiones correspondientes para los vectores 4, u, v multipli-
cadas por el determinante . '
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Y, 2
Ly Y2 %y
T3 Y32y

luego su cociente sera independiente de los nimeros z, ¥, 2, ¥
‘es por lo tanto un invariable absoluto.

188. Conocido s por la férmula (6), veamos de expre-
sar V¢' . ¢’ wen funcién de 72 . Para ello cambiemos ¢ en ¢ — g,
siendo g un escalar arbitrariamente elegido. Cambiar¢ eng —g¢
quiere decir que el efecto del operador ¢ sobre un vector p, 6
sea ¢ p, se habra cambiado en ¢ p — g p. Evidentemente ¢ — g sera
una nueva funcién lineal, vectorial y homogénea, 4 la cual po-
dremos calcularle una 7 correspondiente que denominare-
mos 7y, y que estara relacionada con ella del mismo modo que
la m lo estd con 9. La conjugada de esta nueva funcién es, 9'— g,
donde ¢' es la misma conjugada de ¢ considerada antes. Escri-
biendo una ecuacién aniloga 4 la (6) para esta nueva fun-

cién ¢ — g, afectando 4 los dos mismos vectores 2 y i anterio-
res, tendremos:

My (¢—g) =1 Vhip=Vg—g)i(l{—g)n
=Vedyp—g VE@r.w+iow+g Vip (7).

El dltimo término del tercer miembro contiene como factor
4 VA y; en el primer término se puede poner de manifiesto and-
logo factor, teniendo en cuenta la (3), que nos dice que es ignal
4 Vme—1Vip,luego siel segundo término fuera expresa-
ble como funcién F A ., lineal y vectorial por supuesto, y lla-
masemos z 4 esta funcién, podriamos escribir:

my(¢—g) =1 Vip=me-l—gao+g) Vir ().

Si por algo no se puede escribir esta ltima expresién sera por
no ser lineal y vectorial de VA 12 la funcién que hemos desig-
nado por . Sigamos en sus consecuencias & la (6), y si nuestra
hipétesis ha sido falsa, ella misma nos lo dird conduciéndonos 4
un absurdo.

El valor 6 expresion de 7, es analogamente que el de g:

S. (¢ =g i —gr
S)‘,J.V

' —g)v

”&y =

y desarrollando:

1

Ny == S /[S ¢ Ag e v— S()Jf' pevpgy ?').-[-v q.')u%'[.l.)‘(/]

+S().u'.g'v-«}-y.v?'k—{—vl?'p.)g’—-—g‘;

¢ sea, teniendo en cuenta la expresién de 7 y designando por 7,
y m, los dos coeficientes de g y 4%, tendremos:

g =m—m, g+ mn, g —g° (9).

Las expresiones de 72, ¥ m, son también invariantes como lo- es
la de m, porque si en ellas se sustituye en lugar de ,, A 42 1 los
coeficientes de z se anulan idénticamente.

Si ahora en la (8) sustituimos en lugar de 7, su expresién (9)

y operamos por medio (¢ — g) —! sobre ambos miembros, te-
nemos:

(n—rn, g+, g —g") Vhp=(s—g)=1(m1~1=g o+g") Vip.
Haciendo operaciones, simbdlicas todas ellas, en el segundo
miembro, destruyendo términos semejantes é igualando los
coeficientes de las diversas potencias de g, puesto que siendo g ar-
bitraria,esta ecuacion debe sersatisfecha idénticamente, se tiene:

iy, =1¢ + & Myo=cz+m3—1

Entre cuyas ecuaciones podemos eliminar la funcién auxi-
liar z, con lo que tenemos
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s =?'('m’2"‘?) +m?-'ié'

y operando por o y trasponiendo términos

—-mlq-}-mg?‘-}-?“:O (10},

cubica simndlica que encierra la solucién de la ecuacién lineal
y vectorial, puesto que operando en ella por ¢ — 1, 2= 2 603,
segun que uno, dos 4 tres coeficientes emes sean nulos, se tiene
una funcién que liga & ¢~ con las diversas potencias de ¢ y
con coeficientes m, 7,, y m, que siempre podemos calcular.

Constituye la anterior investigacién una de las més admira-
das de Hamilton, y desde luego puede asegurarse que es una
de aquéllas més sin precedentes en las ciencias matematicas. En
la tierra de los precedentes y de las simetrias hubiera cierta-
mente naufragado.

189. La cubica (10) se denomina la cubica s1mb611ca y su
papel es importantisimo en multitud de investigaciones pura-
mente matematicas, dindmicas y fisicas. Si igualamos & cero el
segundo miembro de ia (9), tenemos:

m—m,g+mg —g*=0,

que es la cuibica latente de la funcién ¢, y sus raices se denomi-

nan raices latentes de ¢. Sean ¢,, g, Y ¢, estas raices, podremos
escribir ambas cubicas latentes y simbélica como sigue:

G—g9)le—g) lg—gd =0
p—g) e —g:) 8 =95 =0

(11),
(12).

La misma ecuacién (12) se satisface por la funcién conjugada ¢’
luego podemos escribir

(e —g)a. lb—g) le—g) b= (e—g) (=0 (i—03) =0,

siendo « y 5 dos vectores arbitrariamente  elegidos. El vec-
tor (¢’ —g.) « es, por lo tanto, perpendicular al (p — ¢.) (¢'—g.) £,
y. como z ¥ B son completamente arbitrarios, uno de los anterio-
res (o' —g,) a6 (p—¢.) (¢ — g,) F debe ser paralelo 4 una direc-
cién fija en el espacio, y como (¢’ — g ) @ no lo es en general se
deduce que debe serlo el otro. Lo mismo sucederd con el pro-
ducto de otro vector cualquiera por el producto de otros dos de
los binomios (¢ — ¢), luego el producto por un par de estos bino-
mios sobre un vector lo convierte en otro de direccién fija.
Hay, pues, asociada & cada funcién lineal y vectorial o tres
direcciones fijas en el espacio, denominadas ejes de la funcién.
190. Afadamos para terminar, que si 9y ¢’ son dos funciones
conjugadas, su suma ¢ + ¢' tendra por conjugada

o te=¢9+7,
6 sea, ella misma. De modo que si

=72 +¢
es una funcién @ es autoconjugada, y tenemos una regla facil y
sencilla para construir funciones de esta naturaleza.

191. Hemos terminado este capitulo, y con él toda la parte
tedrica que nos propusimos exponer al emprender este trabajo.
Pensaba reservar un capitulo para exponer las mas importantes
de sus aplicaciones; pero después de varios intentos he debido
modificar mi propdsito, pues por muy condensadas que estas apli-
ciones se presenten, es imposible encerrarlas en tan estrechos
limites. Reservo, pues, para una segunda serie de articulos esta
exposicion, pensando detenerme principalmente en las aplica-
ciones fisicas y dindmicas, ciencias de tan capital importancia
en las artes del Ingeniero y cuyos programas y exposicién no
han estado siempre 4 la altura de los tiempos en diversas escue-
las de nuestras especialidades. Espero que el lector podréa notar
las ventajas de este calculo, y principalmente su gran ‘potencia
de raciocinio, en los articulos que sigan.—(Fin el primera
serie.)
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