REVISTA DE OBRAS PUBLICAS 381

ciales & la circulacién y que se forman en la mayoria de los otros
sistemas de adoquinado.

Este procedimiento ha sido aplicado en Gratz; su inventor
dice que el precio de costo no pasa de 9 francos el metro cuadra-
do, en tanto que los otros revestimientos varian entre 16,50 &
21 francos.—O.

e A P

EFECTOS DE LA DILATACION EN EL HORMIGON- ARMADO

e

Un tabique ie hormigon de longitud I que pasa de O 4 t° ad-
quiere una longitud ! (1 + k t); si las extremidades del tabique
estan fijas y sin libertad de dilatacion, el tabique se dobla y toma
una forma parabélica de cuerda !y de flecha f, cuya longitud se
expresa aproximadamente por la expresion:

Sf_)

L5 5

cuando la relacidén es — es pequeila.
l

Se puede por lo tanto escribir:

1(1 +kt)=t(1+%-fl—:—>

lo que da:
8 —_ —
T l == 0,0022 . Z ’
f=-5 1V kt V't

dando & k el valor 1/80.000, para el hormigdn como para el
hierro. -
Para t = 36°, se encuentra f = 0,012 L.

Con un tabique de 50 metros la flecha es 0m,80, y hay gran-
des temores de que el tabique se rompa.

Segun la Reoue de Genle Militaire, esto es 1o que parece ha-
ber producido la catéstrofe del tercer depdsito de Madrid.—O.

T

EL CAMINO DE HIERRO DE LA JUNGFRAU

El camino de hierro de la Jungfrau, para la apertura alaex-
plotacion de la nueva seccion Eigerwand-Eismeer, acaba de al-
canzar la altura de 3.162 metros sobre el nivel del mar, altura
a que ninguna estacion de camino de hierro de Europa habia lle-
gado todavia.

Un articulo publicado por Zentralblatt der Bauverwalbung,
hace una rapida exposicion de los esiudios y trabajos & que ha
dado lugar esta linea hasta el presente. El proyecto se debe al
Ingeniero Guyer-Zeller, de Zurich, y la linea ha de alcanzar la
cota 4.166, cumbre de la Jungfrau.

La primera parte se comenzd en 1896, estableciéndose una
via estrecha de 1 metro, con cremallera y traccion eléctrica, y
cuya pendiente maximsa es de 25 por 100.

El camino’de hierro de la Jungfrau propiamente dicho, em~-
pieza en la cota 2.064, en la estacion de la Petite-Scheideck; la
linea que se extiende, &4 partir de aqui, 4 lo largo de las heleras
de 1’Eiger, alcanzé en 1898, las. estaciones de I’Eigergliestcher
4 2.323 metros, después de un recorrido de 2 kilometros proxi-
mamente. En este ultimo punto se abre el tinel de 10 kiléme -
tros de loagitud, 3,70 metros de ancho y 4,35 metros de altura,
que ha de prolongarse hasta la. cumbre.

La primera estacion en tuuel de Rostock se ha inaugurado
en 1899, en la cota 2.530.

La seccién Rostock-Eigerwand se construys de 1899 4 1903,
y finalmente, la seccién Eigerwand-Eismen acaba de terminar-
se; la linea ha llegado, pues, al kildmetro 5.700, y se encuentra
bajo el collado que separa las dos cumbres de Eiger y del Monch.

Se trata de hacer en Eismen una estacion invernal, punto
muy frecuentado por todos los aficionados & los sports de in-
vierro.

A partir de aqui, se dirigird hacia el Oeste, con una pendien-
te maxima de 6,6 por 100, y alcanzara al cabo de 4 kildmetros
1 estacidn de Jungfraujoch; después la pendiente se acentla de
nuevo hasta un 25 por 100, hacia la estacién terminal, que esta en
la cots 4.093. La verdadera cumbre, 4 73 metros mas alta, 6 sea
en la cota 4.166, sera alcanzada con un ascensor eléetrico.

La terminacion de la linea requerira todavia proximamente
diez ahos.

Los resultados de la explotacién de la primera parte son ya
muy satisfactorios; en el primer afio, cuando no se llegaba mas
que 4 la estacion de Rostock, el numero de viajeros fué de 26.000;
con la apertura de la estacién de Eigerwand, este nimero ha
llegado 4 29.000.

Es de notar que el tinel en construccién se abre en una roca
calize muy compacta que dispensa de todo revestimiento; se em-
plean perforadoras eléctricas sistema Siemens et Halske.

Los trabajos se siguen dia y noche, y se han gastado ya 6
millones de francos.—O.
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( CONTINUACION )

170. Son estas las peculiares y exclusivas suyas, en las que
entran los simbolos selectivos: S, F, 7, &, £, y las mas intima~
mente ligadas con ellas y que de modo mas inmediato se de-
ducen.

@j Sea en primer lugar, el cuaternion puesto en funcién de
su escalar y su vector:

= 5q+ Vg
Diferenciando por la férmula (2) del parrafo anterior se tieue:
dg=d(Sqg+Tg=d. Sqg+d. Vg
pero como / ¢ es un cuarternion cualquiera:
dg=S.dq¢g+V.dyg
luego:

d.Sqg+d.Vg=25.dyg~+ V.d g

pero como en esta expresion, tanto d. 8 qcomo §.dgsones-
calares, igualando partes escalares & escalares y vectores & vec=
tores, tendremos:

l

d. Sq
d. Vyg

(

S.dyg 1
dyq (2

7.

)
i
\
i

I

férmulas que conviene no olvidar, y que, traducidas al lenguaje
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vulgar nos dicen que los simbolos &'y 7 son conmutativos con
el d.

b} La otra forma fundamental del cuaternidn, esla escrita en
funcion del tensor y del versor, 4 la cual puede aplicarse la for-
mula {3) del producto, lo cual nos da: ’

dg=d(Tq.Ug=dTq.Uqg+Tq.dUqg  (3)

expresion que para hacerla til hace falta asociarla 4 la que se
deduce de la diferenciacién de la expresién:

(Lgr=9q.XKyq,

la cual da, teniendo en cuenta que el primer miembro es es-
calar,

27¢.dT¢g=dqg.Kg+q9.dKq=dqKq+q.Kdg
=28dqgKq(]) (4);

¥y considerando que
Iy
Kq= s = Tg(Ug)

puede ponerse & 7'¢, bajo la forma:

_ g4
4Tg= 5L (5)
y. también:
dlqg L aq
77 =3 7 (6).

Dividiendo ahora por ¢, ¢ sea multiplicando 4 ¢~ por el pri-
mero y ultimo miembros de la (3), se obtiene inmediatamente:

dyg dTyqg a Uyq

7 i Y

y por comparacién con la (6) obtenemos en seguida:

alUq - 21
7 7

fdrmulas todas ellas de mucha aplicacion.

En el caso en que el cuaternién g degenere en un vector p, las
férmulas se convertiran en

AV , do
7o = S ” (9).
d Uop . de
N A 10).
Us P 10)

, aU

Puesto que las férmulas (8) y (10) nos aseguran que——[f-
aplicado como operador, ya sea & un cuaternién, ya sea 4 un
vector, nos da siempre un resultado vectorial, escribiendo que
el resultado de tomar su parte escalar es nulo, tendremos un
nuevo modo de escribirlas, que puede ser util en ocasiones. Asi:

4 U
§ =0 (11).
L d s
v IR o
8§ Lot =0 (12).

(1) Para pasar del peniltimo al Gltimo miembro de la (4), téngase presente que el
peniltimo es de la forma p K g 4 q K p, y que tal binomio puede transformarse como
sigue:

PEQrFgRp=1Sp+VMESe—=Va) - ($q-1 VO (Sp— Vp:~2(Sn. 3¢
—S. VpVeg)=28S.pKq=28.9qKpn.

Una cosa analoga puede hacerse con la férmula (6); de modo
que puede escribirse como resumen:

;41 ) _ '
Vg =0 (14).
a U( )
S <5 (15).

La férmula (9) es susceptible de una interpretacién geomé-
trica que conviene conocer. Sea O 4 = (fig. 21), y sea 4 B

= ¢ O A = d p; tratemos de encontrar en la figura la represen- .

tacién de & T'p. Escribamos para ello la serie de igualdades que
siguen, partiendo de la (9):

de  dTp dTe Tdo dTo ,de 1

s e Te  Tde Top =po"Tcos9(16)’

en donde 8 es el dngulo que forman s y dp, 6sean O Ay 0 B.

El escribir, en esta serie de igualdédes, S dp—P 5 !

S5p como equi-
a
valente de 4 , conviene aclararlo como sigue:
4 B iy A
P 04 04

Considerando ahora el primero y ultimo miembro de la (16),

y dividiendo por § —@—Pg- se deduce:

1— dTo 1
T Tde cosh
de donde:
d7T¢=Tdecosh = AB cosb= A (17).

Trazando en la figura 31 el arco de circunferencia B D el seg- .

mento 4 D serda A 7'p; vemos aqui nuevamente cémo no son

Jla misma cosa las diferencias y las diferenciales. Diviendo 4 5

=d p en n partes, y viendo el limite & que tiende

7 [T(cA - -%13)-) 7 0_4],

se puede demostrar geometricamente la formula (17), demostra-
cién que puede servir de ejercicio al lector.
¢) Puesto que

Keg=8¢q—Vq vy

deducimos inmediatamente que

48g=8dqgdVg=Vdyg,

dKqg=Kdyg Coas).

171. Como puede ser conveniente conocer algunas idrmulas
que se deriven de la diferenciacion de operadores algo mas

complejos de los que se presentan en este calculo, presentare--
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mos como ejemplo las que se deduzcan del operador rotacio-
nal ¢ ( ) ¢~1. Escribamos para ello la serie de igualdades que
siguen: '

1= (TqP=9g.Kg=q9q"'=¢""¢
Dif(_erenciando deducimos:

0=dg.Kg+gdKqg=4dg.q +¢ Ldg-t=dqgt. g
+¢-1.dyg. :

No olvidando en todo ello lo expresado por los dos primeros
miembros de la serie primera de igualdades. Por lo tanto, en
particular

S§.dg.Kqg=0 (1)
transformando las dos ultimas
dg=—gqd9'q | )
dgl=gldgg™ . (3);

dg.qg-t=—q.dg=\ dg-t.qg=g"1dg

y como los segundos miembros de estas igualdades son pro-
ductos de cuaterniones necesariamente coplanarios, los prime-
ros miembros deben ser vectores puros. Deducimos, por lo tanto,
que d¢ y @ ¢~*son vectores, ¥ ademas que también lo es
d g . K g, puesto que su escalar es nulo.

Si, pues, el operador ¢ ( ) ¢ -*se aplica al cuaternién cons-
tante @ + ¢, en el cual @ es la parte escalar y = la vectorial, ten-

dremos, en virtud del caracter distributivo de este operador con

respecto & la suma,
glat+dgt=gaqgttgag =atgag

Diferenciando ahora la igualdad formada por los primero y
“ltimo miembros, se tiene:’ :

d.gla+a¢gt=0+d.gagt=dg.aq"!
+gda.gtt+qga.dgt

El segundo término del tercer miembro es nulo por serlo & a,
diferencial de un vector constante, y el tercero puede transfor-
marse mediante la (3) con lo cual se obtiene, multiplicando ade-
mas todos los términos, por g g—t = I:

dglatagr=dg.qgtlgeg)—lgagdg. 7™
=2Vdg.qtlgeg-)=2TVqdg(geg™) &)

172. Las diferenciaciones sucesivas no ofrecen dificultad nin-
guna. S6lo hay necesidad, como en el caleulo ordinario, de tener
en cuenta desde qué orden de diferenciacién deben ser constan -
tes las diferenciales. No se obtienen, evidentemente, las mismas
férmulas si d» ¢ es constante, y por lo tanto, dn+1 ¢ = 0, que si
fuera variables. ,

173. En la diferenciacién de las funciones de funciones debe
tenerse especial cuidado para evitar las dificultades que provie-
pen de la no existencia de derivada en las funciones de cuater-
niones; pero sin que sea necesario dar ninguna regla especial
para obtener la diferencial de una funcién de funcidén, cuales-
quiera que sean los érdenes de la funcién y de la diferencial.
Podemos simbolizar la férmula de diferenciacién como sigue.
Sean ¥ . ¢ yf caracteristicas ¢ programas funcionales diferen-
tes, ¥ sea:

s=4g=1¢(/9)

Entonces, si representamos por

Yoo l7 - 2 9)s

1a diferencial de s obtenida mediante la funcion ¢, la que obten-
gamos mediante las dos funciones ¢y 7 sera:

A5 =%0 (F0, foult-29)) )

y ésta-sera la formula mas general que pueda obtenerse.

174. Y con lo expuesto tenemos lo suficiente para presentar
al lector, indudablemente, el més poderoso operador que nos da
este caleulo, el operador v, descubierto por Hamilton, aunque
poco trabajado por él, llamado «nebla» por Robertson Smith, por
la pretendida semejanza que su figura presenta con el arpa asi-
ria, y cuyas propiedades han sido estudiadas y aplicadas por Tait
con una habilidad que hizo decir & Maxwell que habia sido aquél
el mejor tocador del nebla. lste autor emplea profusamente
este operador en su gran tratado de electricidad y magnetismo.

Sea o un vector, variable independiente. Si este vector estd
trazado desde un origen O, su extremidad nos marcard, para
cada valor de é1, un punto del espacio. Sea P un escalar varia-
ble, cuyo valor dependa de la posicion de la extremidad del vec-
tor p, funcion, por lo tanto des, y sea ademas P {uncién simple
de o, de manera que se tenga un valor de P, y s6lo uno, para cada
valor del vector variable independiente 7. Por ejemplo, sip indica
la posicién de un punto en el espacio, P podra indicar la tempe -
ratura en ese punto, 6 su potencial 6 la presién hidrostatica,
etcétera, ete.; en general, cualquier escalar cuyo valor dependa
de la posicién del punto 6 mas en general del valor de ¢. Podre-
mos eseribir: :

P=1I¢ (),
donde F es el operador caracteristico funcional, y tal que apli-
cado 4 un vector nos dé, sin embargo, un escalar P y no otro
vector ni menos un cuaternién. :

Si atfibuimos & P un cierto valor 2,, la ecunacién o = P,
nos representara una superficie, lugar de los puntos para los
cuales P tiene este valor particular P,. Tendremos otra superfi-
cie para otro valor P,, etc., etc., y vemos inmediatamente que
dos superficies de éstas no pueden cortarse porque si lo hicieran
dejaria de ser simple la funcién £. ‘

Diferenciando la (1), y representando por f lo mismo que
en (167), tendremos:

aP=7rk,d9 ().
Ahora bien: 4 P es escalar, puesto que lo es P por otra parte,
su equivalente f (p , d¢) es una expresién lineal y homogeénea
con respecto & d¢; luego f (s, d s) sera la parte escalar de un
polinomio formado con términos, en los cuales entrard en todos
ellos d o al primer grado; seran, pues, de la forma S=dp,8,en
donde = y B simbolizan todo lo que en cada término antecede y
precede & d 2. Como esta parte escalar de cada término es igual,
6 igual y de signo contrario 4laSafdo,segin que sea 6 no
vector, tendremos que podremos elegir siempre un vector v tal
que — Svde =S Sads f= (o . ds), y este vector v serd
forzosamente independiente de & g, puesto que d v aparece como
factor comun en ambos miembros de la igualdad, afectando de
igual modo & éstos , toda vez que en ellos sdlo se considera la
parte escalar. Podremos, pues, escribir con toda legitimidad

dP=—Svdo (3).

Si consideramos & P como constante, entonces
" Svdp=0 4)

v vy d ¢ seran perpendiculares. Pero al ser P constante, la fun-
¢i6n (1) representa una superficie, y dp tendra la direccién de
una recta cualquiera tangente 4 dicha superficie; luego v sera
pormal 4 la misma. El vector v sera, pues, siempre un vector
normal 4 las superficies que representan la (1) para los diversos
valores de P. Si P no es constante, d ¢ formara angulo con la
superficie y el incremento de P, d P, escalar por supuesto, ten-
dra un valor proporcional 4 la proyeccién de dp sobre la nor-
mal v; pues esto s lo que nos dice'la (3) al asegurarnos qué sit
valor es igual al escalar del producto v d p, €l cual es el producta
del tensor de uno de los vectores v por la proyeccidn del olro a -
sobre ¢l. Si, pues, « indica una direccion oblicua 4 la superficie
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donde termina g la diferencial tomada pa-

y indicamos por d ¢
ralelamente & e:

dy P=— 8vd,e ()

« P sera, pues, para diferenciales de ¢ del misino tensor (de ten-
sor unidad, por ejemplo) maximo cuando ¢ || v, é ird disminu-
yendo segun vaya aumentando la inclinacion entre uno y otro
hasta hacerse nulo (4) cuando sean perpendiculares.

Para conocer la direccion de v no es menester tener trazadas
las superficies {que sin alardear de perspicaces podemos llamar
superficies de nzvel), para los cuales P es constante, pues cono-
ciendo las proyecciones de v sobre tres diferenciales ¢,¢, dge,
d.{p podremos componerlas en una, y conoceremos la diferen-

cial de v. Para hacerlo analiticamente, podemos valernos de la
férmula (26) del (154,¢), la cual aplicada & v, 4, , d@p y (Z.{p,
nos dara

Id,- dﬁo Svdoo+

o Vg dyp . Svdgp + Vg dp S ng

) ([ c (Zpo ([

v =

¢ sustituyendo en lugar de Sv ¢, menos la diferencial de P
correspondiente, tendremos la expresién siguiente, cuya impor-
tancia es capital

Vidgp dge dyf PA-Tdep dop.dy Pt Ve dg
- S gp dep d-p

-dy P

(6)

Separando en ella el operador del operado y llamando v (ne-
bla) al primero, tendremos como expresiéon del mismo:

Vdp dﬁp A+ V(Z:.,,o d‘r‘° NAGRE Vd.rp dos . d| )

, - (7)
Sdped 5 dT'

V=

Este es, pues, el programa de operaciones que debemos de ha-
cer para, de P, deducir v, ¢ sea para deducir de la existencia de
una funcién escalar de puntos del espacio, la direccion de su més
rapido crecimiento ¢ decrecimiento.

La importancia que esto tiene para las ciencias fisicas (4 no
ser que éstas se expongan como en ciertos acreditados textos que
no quiero nombrar) es facil de ver. Con una sola operacién sobre
la funcidén potencial, hallamos la magnitud y direccidn de la
fuerza.

Si en lugar de los tres vectores «, 8y y paralelamente & los
cuales tomamos las tres diferenciales, empleamos la terna tri-
rrectangular ¢, j y £ de vectores unidades, la expresion (7) se
simplifica notablemente, sobre todo si las tres diferenciales se
toman de tensores unidades, pues entonces el denominador es
la unidad y el numerador toma la forma

S=id Gt d 0 T+ hd ) (8).

Finalmente, si & las diferenciales se sustituyen las derivadas
de la funcidn con respecto & tres coordenadas variables z, y s,
medidas 4 lo largo de tres ejes .U, J'v Z, paralelos 4 nuestros
tres vectores unidades ¢, /, 7, sustitucion legitima, puesto que
estas derivadas serdn proporcionales a las diferenciales, y sdlo
variard en la expresion (8) la unidad con que se mida el vector
resultante, tendremos

. d .l d
Vi ke b (9]

+
dy dz
que es Ju denominada forie candiice de y. Bajo ella fué des-
cubierto por Hamilton este operador, y con ella llevd 4 cabo los
no muy nhumerosos trabajos que dejd escritos sobre el particu-

lar, en forma en que ain se ven los andadores cartesianos, de
los que pronto pudo librarse este céalculo.
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175. Antes de pasar adelante, podemos hacer ver que el ope-
dor v tiene un cuadrado, muy facil de hallar de su forma cané-
nica. Multiplicando la (9) por si misma, se tiene

)]

,=_[Qj;y¢(¢Lf+(¢L
d ‘ dy dz
que es el operador de Laplace con signo cambiado.

176. Para darnos bien cuenta de la naturaleza del operador,
veamos:

#) Que el operador es distributivo, de manera que si se tiene
una funcién / escalar descomponible por via de suma en otras

dos, tales como gy %, de modo que, /¢ =g+ Ao, 6 escri-
biendo simbdlicamente

f=,(/"}_]&,~

podemos demostrar que:

vi=vgtvik

porque efectivamente

af=dg + dh (1)

) Con respecto al producto, sigue la misma ley que la dife-
renciacion; de manera que si f= g/

Vi=vy-itgvh (@),
por analoga razén al caso anterior.

¢) Quey es la funcidn de inversién de.la ecuacién 4 s
= — §'v dp, que nos permite despejar v en funcién de los otros
elementos que entran en ella.

La ecuacién & F' ¢ = — & v d; se nos convierte, mediante v,
en su equivalente v =v Z7p. Ahora, por hiptesis 7 p es escalar,
¥ por hipétesis también v es un vector; luego el operador y con-
vierte al escalar en vector. Si pudiera aplicarse 4 un vector (lue-
go veremos que si, y aun & un cuaternién también), quizis lo
convirtiera en escalar. Diremos que el operador ¢ es un opera.dor
vectorial, puesto que vectoriza & los escalares.

d) Puede el operador aplicarse 4 las funciones de varias va-
riables, siempre que la funcidén sea escalar, por 1o menos mien-
tras no ahondemos un poco més en su estudio, y esto con mu-
cha sencillez, puesto que segun la (1) del parrafo 169, se tiene
que la diferencial de la funcién /' (p, ¢, 7..... ) es

d F= (Zp]' + (Zq I +d F+...
luego

vJ*=vp1'+vq!'+v,F+

¢j Como aplicaciones elementales, puede el lector, teniendo
en cuenta las frmulas que se recuerdan a la izquierda, ir de-
duciendo las que figuran 4 la derecha.

d 8 o= Sidoe (4) Sho=—ry, She
d* =2 Seds ) vel= —2¢
AT¢=— 8SUcde (6 vIe="U¢

=—r

. (Continuard.)




